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Beitriige zur abzihlenden Geometrie. 
Von 


H. Scuusert in Hildesheim. 


Der Verfasser verdffentlicht unter diesem Titel drei Abhandlungen, 


von denen die erste hier vorliegt, die zweite und dritte niichstens 
folgen werden. 


Allgemeine Einleitung. 


Als Chasles die unter dem Namen _, Charakteristikentheorie “*) 
bekannte Abzihlungsmethode schuf (Comptes rendus, Februar 1864), 
waren es besonders drei Momente, welche inm die Bestimmung seiner 
iiberraschenden Anzahlen erméglichten. Kurz ausgesprochen, sind diese 
drei Momente folgende: 

1) Entdeckung des Correspondenzprincips , 

. 2) Entdeckung des Satzes aw + Br, 

3) Moglichkeit der Zuriickfiihrung gewisser Kegelschnitt- Anzahlen 
auf bekannte Anzahlen der beiden Kegelschnitt- Ausartungen. 

Diesen drei Momenten entsprechend, lassen sich in den Unter- 
suchungen, welche sich direct oder indirect an die Schépfung Chasles’ 
anschliessen, drei Hauptrichtungen unterscheiden, deren Verlauf hier 
kurz angedeutet werden soll. 

Die erste Untersuchungsrichtung nimmt ihren Anfang in dem der 
Algebra entlehnten, von Chasles zuniichst nur fiir die drei einstufigen 
Grundgebilde ausgesprochenen Correspondenzprincip. Chasles selbst 


*) Einen genaueren Literaturnachweis der in die Charakteristikentheorie ge- 
hérigen Abhandlungen giebt Cayley in seiner Abhandlung ,,On the curves which 
satisfy given conditions‘: (Philos. trans. London 1868, vol. 158), Painvin im Bull. 
des sciences math., tome 3, p. 155, und Lindemann in seinen ,,Vorlesungen von 


Clebsch“, 1. Theil, p. 391. Dem letztgenannten Werke hat der Verfasser meh- 
rere der folgenden Citate entlehnt. 
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beutet dieses urspriingliche Princip fiir die Ableitung von tausenden 
von Anzahlen und Formeln aus (namentlich in den C. R. des Jahres 
1871), benutzt jedoch auch stellenweise den auf Curven vom Geschlechte 
Null ausgedehnten Correspondenzsatz (zuerst in den C. R. Bd. 62, p. 
584, Mirz 1866). Indessen erfaihrt das Princip zwei wichtige Er- 
weiterungen. Die erste riihrt von Cayley und Brill her, und setzt 
an die Stelle des einstufigen Grundgebildes ein einstufiges allgemeines 
System von Punkten, Ebenen oder Strahlen, die zweite riihrt von 
Salmon und Zeuthen her, und setzt an die Stelle des einstufigen 
Grundgebildes ein vielstufiges Grundgebilde. Die Literatur und die Ge- 
schichte der Cayley-Brill’schen Erweiterung findet man in Clebsch- 
Lindemann*) p. 441. Diese Erweiterung ist bis jetzt fiir den Fall 
erledigt, dass der Triiger der Correspondenz eine Plancurve von be- 
kanntem Geschlechte ist, und dass die beweglichen Punktsysteme der 
Correspondenz durch feste Punkte zu einem vollstiindigen Schnittpunkt- 
system ergiinzt werden. Von den Fallen der Salmon-Zeuthen’schen 
Erweiterung hat Salmon nur 1 Fall unvollstandig erledigt, Zeuthen 
mehrere Fille theils vollstindig, theils unvollstandig erledigt. (Salmon, 
Geom. of 3 dim. sec. ed. 1865, p. 511 oder Fiedler’s Bearbeitung 
dieses Werks, II. Th., II. Aufl. p. 556), (Zeuthen, Comptes rendus, 
Juni 1874.) Der Veréasser betrachtet in dem dritten Abschnitt seiner 
hier vorliegenden ersten Abhandlung die Salmon-Zeuthen’sche Er- 
weiterung von einem neuen Gesichtspunkte aus, und erledigt die aus 
ihr hervorgehenden Probleme durch Ableitung vieler neuer Formeln 
volistiindig. Eine dritte Erweiterung des Correspondenzprincips ergiebt 
sich dadurch, dass man statt der durch die Correspondenz verbundenen 
Punkte, Ebenen oder Strahlen andere hihere Gebilde, z. B. Kegel- 
schnitte, und als Trager der Correspondenz ein- oder mehrstufige von 
solehen Gebilden erzeugte Systeme setzt. Diese Erweiterung ist bis 
jetzt héchstens in sehr speciellen Fallen gelegentlich behandelt (vergl. 
§ 26. und § 30. am Schluss). 

Die zweite der drei anfangs erwihnten Untersuchungsrichtungen 
nimmt ihren Anfang in dem von Chasles durch Induction gefundenen 
Satze au + By. Chasles vermuthet, dass die Anzahl] der Plancurven 
eines ebenen Systems erster Stufe, welche eine Bedingung Z befriedigen, 
immer in der Form cp + fv ausgedriickt werden kann, wo u angiebt, 
_ wieviel Plancurven des Systems durch einen gegebenen Punkt gehen, 
vy angiebt, wieviel eine gegebene Gerade beriihren, « und £ aber Zahlen 
sind, die nur von der Natur der hinzugetretenen Bedingung Z abhiingen. 





*) So bezeichnen wir der Kiirze wegen den ersten Theil des ersten Bandes 
des verdienstvollen Werkes von Lindemann ,,Vorlesungen tiber Geometrie von 
Alfred Clebsch“. 
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Chasles betrachtet daher u und v als Charakteristiken des Systems. 
Der Satz wird fiir den Fall, dass die Bedingung Z die Beriihrung einer 
beliebigen festen Curve verlangt, von Zeuthen als richtig erkannt 
(Math. Annalen Bd. III, p. 153). Zwei andere Beweise finden sich in 
Clebsch-Lindemann (p. 424) und bei Brill in den Math. Annalen 
Bd. VIII, p. 534, wo auch die entsprechenden Sitze fir Flichen und 
Raumcurven abgeleitet sind (vergl. auch hier § 28.). Dass derselbe 
aber allgemein gelte, wird durch die Zeuthen’schen Untersuchungen 
iiber die einstufigen Systeme. von héheren Plancurven sehr /fraglich. 
Da erkennt Clebsch (Math. Annalen Bd. VI, p. 1) den algebraischen 
Kern des Satzes, und zeigt damit, dass derselbe wohl fiir Kegelschnitte, 
aber wahrscheinlich nicht fiir héhere Plancurven gelte (vergl. Linde- 
mann-Clebsch p, 424). Zugleich giebt auch Halphen in dem Heft I 
des Bulletin de la Soc. math. de France einen Beweis des Chasles’- 
schen Satzes fiir Kegelschnitte in fester Ebene, seines Analogons fiir 
Kegelschnitte im Raume und seines Analogons fiir quadratische Flachen, 
und liefert die Ausdehnung des Satzes von einfachen Bedingungen bei 
einstufigen Systemen zu »-fachen Bedingungen bei -stufigen Systemen. 
Endlich giebt Lindemann in Clebsch-Lindemann p. 398 bis 406 
eine selbststiindige Herleitung des Chasles’schen Satzes und seiner Aus- 
dehnungen auf mehrfache Bedingungen bei Kegelschnitten in fester Ebene. 
Fiir andere Gebilde, als fiir den Kegelschnitt, die quadratische Fliche, den 
Punkt, die Ebene und den Strahl sind eigentliche Charakteristiken bisher 
noch nicht aufgefunden worden. Fiir die eben erwihnten Gebilde ist das 
Problem der Charakteristiken gleichbedeutend mit dem Problem der 
Productensditze (§ 26. der hier folgenden ersten Abhandlung des Ver- 
fassers). Die Productensiitze sind fiir den Punkt und die Ebene aus 
der Algebra lingst bekannt, fiir den Strahl erst 1872 (C. R. Bd. 74, 
p- 41) von Halphen allgemein bewiesen. Endlich erkennt der Ver- 
fasser in § 26.*) die simmtlichen Productensdtze fiir die drei Haupt- 
elemente als specielle Falle gewisser Correspondenzsitze zwischen diesen 
Hauptelementen. 

Die dritte der anfangs erwihnten drei Untersuchungsrichtungen 
nimmt ihren Anfang in Chasles’ Ableitung der Elementarzahlen 
(der Begriff der Elementarzahlen wird in § 6. definirt) der Kegelschnitte 
aus bekannten Anzahlen der beiden Kegelschnitt- Ausartungen.. Chasles 
selbst fiigt bald ohne Beweis die Elementarzahlen des Kegelschnitts in 
beweglicher Ebene (C. R. 1867) und die der quadratischen Flaiche hinzu, 
welche von Zeuthen (Nouv. Ann. (2), VII, p. 385) und dem Ver- 
fasser Borch. J. Bd. 71, p. 366 bewiesen werden. Dem Fortschritt zu 


*) Ein Citat, welches nur eine Paragraphennummer enthilt, bezieht sich 
immer auf die hier folgende Abhandlung. 
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den Elementarzahlen héherer ebener Curven treten nun die auf denselben 
befindlichen singuléren Punkte und Strahlen hindernd entgegen. Diese 
Schranken durchbrechen Maillard und Zeuthen, Maillard in seiner 
Doctor - Dissertation ,,.Recherche des caractéristiques des systemes élémen- 
taires de courbes planes du troisiéme ordre“ (these publiée en décembre 
1871), Zeuthen in seinen drei Noten ,Déterminations des caracté- 
ristiques des systémes élémentaires de cubiques“ (Comtes rendus, Bd. 74, 
p. 521—524, 604—607, 726—730). Zeuthen giebt dann in seiner 
umfassenden Abhandlung ,, Almindelige Egenskaber ved Systemer af 
plane Kurver“ (Kjébenhavn. Vidensk. Selsk. (5) IV, p. 287—393, dazu 
gehérig ein franzdsisches Résumé) die numerische Bestimmung der 
Elementarzahlen auch aller Plancurven’ vierter Ordnung, zeigt die Wege, 
wie man zu den Elementarzahlen der Plancurven noch hiherer Ord- 
nung gelangen kann, und Jegt den Charakter vieler Ausartungen klar 
(Clebsch-Lindemann, p. 407 bis 419). 


Ein anderer Fortschritt in dieser dritten Untersuchungsrichtung 
kniipft sich an die von der kgl. Diinischen Akademie der Wissenschaften 
fir das Jahr 1873 durch Zeuthen gestellte Preisfrage, und ist in den 
nachfolgenden drei Abhandlungen des Verfassers und deren Vorliufern 
enthalten. Die Zeuthen’sche Preisfrage lautet in deutscher Ueber- 
tragung: 

»Ausdehnung der Charakteristikentheorie auf die Systeme desjenigen 
geometrischen Gebildes, welches aus den Punkten und den Osculationsebenen 
einer cubischen Raumcurve besteht, und Bestimmung der Charakteristiken 
der als elementar zu betrachtenden Systeme. “ 

Zuniichst bestimmt Sturm einige Anzahlen der cubischen Raum- 
curve (Borch. J. Bd. 79 und Bd. 80), nachdem schon Cremona (Borch. 
J. Bd. 60) die Construction der cubischen Raumeurve aus gegebenen 
Bestimmungsstiicken in einzelnen Fallen gezeigt hatte. Sturm’s auf 
directer Abzihlung beruhende Methode zur Gewinnung von Anzahlen 
benutzt jedoch die von Chasles und Zeuthen ausgebildete Abzdhlungs- 
theorie nicht, und verschafft ihm daher nur einen verhiltnissmissig 
kleinen Theil der Elementarzahlen des aus den Punkten, Tangenten 
und Schmiegungsebenen einer cubischen Raumcurve bestehenden Ge- 
bildes, welches wir kurz ,cubische Raumcurve“ nennen wollen. 

Der Verfasser strebt im Anfang des Jahres 1874 nach der Beant- 
wortung der Preisfrage in méglichster Allgemeinheit und geht von dem 
damaligen Standpunkte der Abzihlungsmethodik aus. Dabei erkennt 
er, dass zur Erreichung dieses Zieles zunichst namentlich folgende 
Vorarbeiten. zu erledigen sind: 


1) Ausbildung einer fiir die Abzihlungsfragen zweckmiissigen ein- 
heitlichen Terminologie und Symbolik, 
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2) Ausdehnung der Anzahl-Bestimmungen von Plancurven in 
fester Ebene resp. Kegel mit festem Scheitel auf Plancurven 
mit beweglicher Ebene resp. Kegel mit beweglichem Scheitel, 

3) Mit-Beriicksichtigung der Bedingungen, welche sich aus den 
auf die Singularititen der cubischen Plancurven nullten Ge- 
schlechtes beziiglichen Bedingungen zusammensetzen, und welche 
in den Arbeiten von Maillard und Zeuthen (siehe die 
obigen Citate) noch nicht beriicksichtigt waren. 

Nach Bewiiltigung dieser Vorarbeiten, deren Resultate zum Theil 
in einer vorliufigen Note ,,die Charakteristiken der ebenen Curven 
dritter Ordnung im Raume“ (Gétt. Nachr. Mai 1874) publicirt sind, 
gelingt es dem Verfasser bald, von den 5374 Elementarzahlen der cubi- 
schen Raumeurve 5335 sachlich zu bestimmen. Seine Preisschrift wird am 
29. Januar 1875 gekrént, und der von Zeuthen verfasste Bericht tiber 
dieselbe wird in den Oversigt over det Kongelige Danske Videnskabernes 
Selskabs Forhandlinger (1875 Heft 1.) veréffentlicht. Der Verfasser 
vervollstindigt dann die Resultate seiner Preisschrift im Laufe des 
Jahres 1875, indem er namentlich noch genauer studirt: 


1) die allgemeinen Formeln, welche fiir Abzihlungen iiberhaupt 
wichtig sind, also auch die in der Salmon-Zeuthen’schen 
Erweiterung (siehe oben) liegenden Correspondenzformeln, 

2) die Plancurve dritter Ordnung mit Spitze hinsichtlich aller Be- 
dingungen, welche sich aus den Bedingungen zusammen- 
setzen, die sich auf ihre Spitze, ihre Wendetangente, ihre 
Riickkehrtangente, ihren Wendepunkt, ihren Verbindungs- 
strahl von Spitze und Wendepunkt, ihren Schnittpunkt von 
Wendetangente und Riickkehrtangente beziehen, und dadurch 
auch hinsichtlich ihrer 13 Ausartungen. 

Die wichtigsten Resultate der letztgenannten Untersuchung sind 
schon. in einer vorliufigen Note ,,Die dreizehn Ausartungen und die 
Fundamentalzahlen der ebenen Curven dritter Ordnung mit Spitze“ 
(Gott. Nachr. Mai 1875) behandelt. 


Durch die eben angegebenen und einige andere Erginzungen sind 
schliesslich aus der Preisschrift die drei Abhandlungen hervorgegangen, 
welche unter dem obigen Titel ,Beitrdége zur abzthlenden Geometrie“ 
zusammengefasst sind. Die erste, hier vorliegende, Abhandlung ist 
betitelt: , 

,Allgemeingiiltige Formeln und Vorstellungen der abzihlenden Geo- 
metrie. “ 

Die zweite Abhandlung wird ungefahr folgenden Titel fihren: 

»Die fundamentalen Anzahlen und Ausartungen der cubischen Plan- 
curven nullten Geschlechtes.“ 
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Die dritte Abhandlung soll heissen: 


»Die 11 Ausartungen und die Elementarzahlen der cubischen Raum- 
curve“. 

Als Vorléufer der zweiten Abhandlung kann die Note in den Gitt. 
Nachr. Mai 1875, als Vorléufer der dritten Abhandlung Zeuthen’s 
Bericht iiber meine Preisschrift in den Oversigt v. Kopenh. 1875, Heft 1, 
betrachtet werden. Die systematische Form meiner Darstellung macht 
vielleicht die Lectiire der anfanglichen Partieen miihsam. Fiir die ge- 
habte Miihe werden jedoch die folgenden Partieen entschiidigen. 


Allgemeingiiltige Formeln und Vorstellungen der abzihlenden 
Geometrie. 


(Erste Abhandlung der ,,Beitrige zur abzihlenden Geometrie“.) 


(Vergleiche die allgemeine Einleitung.) 


Der erste Abschnitt dieser Abhandlung bespricht zunachst den Zu- 
sammenhang der 4 wichtigsten Objecte der abziihlenden Geometrie. Diese 
sind die Gebilde mit ihren Constantenzahlen, die von ihnen erfiillten Be- 
dingungen mit ihren Dimensionen, die durch die Bedingungen definirten 
Systeme mit ihren Stufen, und endlich die Anzahlen, welche den Be 
dingungen hinsichtlich eines Systems dadurch zugehéren, dass sie ziihlen, 
wie oft ein Gebilde des Systems eine vorgeschriebene Bedingung er- 
fillt. Der Zusammenhang, welcher so zwischen einer Bedingung und 
der ihr zugehérigen Anzahl hinsichtlich eines Systems besteht, fiihrt 
auf die Bedingungssymbolik und das Rechnen mit den Bedingungs- 
symbolen (§ 2. und § 3.), wobei der Begriff eines Moduls einer 
Bedingung und einer Charakteristikengruppe eines Gebildes eingefiihrt 
wird. Bei dem Uebergang auf die specielleren, ,Oerter“ genannten 
Systeme von Hauptelementen, d. h. von Punkten, Ebenen oder Strahlen, 
(z. B. Fiichen, Torsen, Complexe) wird aus der Definition der 14 
Grundgebilde (§ 4.) die Definition der 14 Grundbedingungen fiir die drei 
Hauptelemente, und aus dieser die Definition der 38 Grundbedingungen 
nullter und héherer Dimension fiir die 14 Arten von Oertern abgeleitet. 
(§ 5.) Die den nullfachen Bedingungen der Oerter angehérigen An- 
zahlen sind deren Gradzahlen (Ordnung, Classe, Rang). Die Gebilde 
werden endlich als die Trédger der durch sie bestimmten Oerter (Pliicker- 
sche Oerter) aufgefasst und eine einem Gebilde zugehérige Grundbe- 
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dingung wird als eine Bedingung definirt, welche fiir einen der dem 
Gebilde anhaftenden Oerter Grundbedingung ist (§ 6.). 

Der zweite Abschnitt entwickelt die allgemeinen Beziehungen 
zwischen den Grundbedingungen, ohne die Ausartungsanzahlen einzu- 
fiihren, und ohne ein anderes Princip, als das der speciellen Lage (§ 7.) 
zu benutzen. Die einfachsten dieser Beziehungen sind diejenigen, welche 
zwischen den Grundbedingungen eines einzigen Hauptelementes bestehen 
(§ 8.). Dann folgen in § 9. die Beziehungen, welche zwischen den 
Grundbedingungen zweier in einander liegender Hauptelemente bestehen, 
und in § 10. die Beziehungen, welche zwischen den Grundbedingungen 
eines Hauptelementes und denen eines in demselben liegenden Ortes 
bestehen. Die entwickelten allgemeinen Schemata und Formeln werden 
in § 11., § 12. und § 13. fiir die Ableitung speciellerer Formeln be- 
nutzt, welche grésstentheils in der zweiten Abhandlung unmittelbare 
Anwendung finden werden, z. B. fiir die drei Wendetangenten der 
cubischen Plancurve mit Doppelpunkt. 


Der dritte Abschnitt behandelt die durch zwei Hauptelemente er- 
zeugten, , Paare* genannten Gebilde (§ 14.), und leitet durch nur je 
einmalige Anwendung des gewdéhnlichen Correspondenzprincips - und 
Benutzung der allgemeinen Schemata des § 9. von § 16. bis § 23. viele 
Formeln zwischen den Grundbedingungen jedes der 6 Paare und denen 
seiner Coincidenz ab. Damit werden zugleich auch alle aus der Salmon- 
Zeuthen’schen Erweiterung (vergl. oben) des Correspondenzprincips 
hervorgehenden Fragen vollstindig beantwortet. Es liegt in dem Cha- 
rakter dieser Erweiterung, dass dieselbe die Bestimmung der Multiplici- 
tditen den einzelnen Fillen der Anwendungen iiberlisst. In den §§ 24. 
bis 30. werden die entwickelten Formeln fiir die Ableitung theils bekannter 
theils bisher unbekannter Abzdhlungsresultate angewendet, unter denen 
vielleicht interessiren werden: 


1) die fundamentalen Anzahlen der linearen Congruenz (§ 24.); 

2) die Bestiitigung der von Sturm bei der Behandlung des Problems 
der riéumlichen Projectivitiét gefundenen Anzahlen (§ 25.); 

3) die Lisung aller Zahlen - Probleme, welche sich auf die Tangenten 
beziehen, die eine allgemeine Fliche an einer oder mehreren 
Stellen zwei- oder mehrpunktig beriihren*) (§ 27.); 

4) die Lisung des Zahlen- Problems der Beriihrung zweier einstufiger 
von Plancurven, Fléchen oder Rawmeurven erzeugter Systeme 


(§ 28.); 


*) Die Lésung dieser Probleme vermittelst des gewéhnlichen Correspondenz- 
princips wird der Verfasser auch durch die Géttinger Nachr. (Februar 1876) ver- 
éffentlichen. 
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5) die Ablesung der Productensiitze aus gewissen Correspondenz- 
formeln, und damit auch ein einfacher Beweis der von Halphen 
bestimmten Zahl der gemeinsamen Strahlen zweier Strahlen- 
drter zweiter Stufe (§ 26.). 


1. Abschnitt. 
Terminologie und Symbolik. 


§ 1. 
Systeme und Bedingungen. 

Ist ein algebraisches Gebilde derartig definirt, dass der gewdhn- 
liche Raum oo° Individuen besitzt, welche diese Definition erfiillen, 
d. h. dass seine algebraische Darstellung von ¢ wesentlichen Constan- 
ten abhiingen wiirde, so heisst ¢ die Constantenzahl des so definirten 


Gebildes. 
Beispiele von Constantenzahlen. 
Die Constantenzahl 
1) des Gebildes, welches aus einem Strahle, einem auf ihm lie- 
genden Punkte und einer durch ihn gehenden Ebene besteht, 
ist gleich 4+ 1+ 1; 
2) des riumlichen n-Ecks ist gleich 3n, des — in beweglicher 
Ebene liegenden — ebenen »-Ecks ist gleich 2n + 3; 
3) der Plancurve »'** Ordnung mit d Doppelpunkten und x Spitzen 
ist gleich 
$n(n+3) — 0 — 2x+3. 


In die Definition eines Gebildes nehmen wir immer alle miglichen 


invarianten Festsetzungen auf, welche die freie Lage im Raume nicht 
beschriinken kénnen, z. B. bei einer Plancurve alle Pliicker’schen 
Zahlen. Diejenigen Festsetzungen jedoch, welche iiber die riiumliche 
Lage eines definirten Gebildes etwas aussagen, bezeichnen wir als ihm 
auferlegte Bedingungen, z. B. bei einer Plancurve, dass ihre Ebene 
Schmiegungsebene einer gegebenen Raumcurve sein, soll, oder dass zwei 
ihrer Doppelpunkte eine gegebene Strecke harmonisch theilen sollen. 

Kine Bedingung ist zusammengesetzt, wenn sie nichts anderes aus- 
sagt, als dass mehrere von einander unabhingige Bedingungen zugleich 
erfillt werden sollen, sie ist einzeln, wenn sie sich nicht so in andere 
zerlegen lisst. Die Gesammtheit mehrerer untrennbarer Bedingungen 
bildet also eine Einzelbedingung. 

Ist eine einem Gebilde mit der Constantenzahl ¢ auferlegte einzelne 
oder zusammengesetzte Bediungung so beschaffen, dass-sie von oo*? 
(oo® = endliche Zahl) Individuen erfiillt werden kann, d. h. dass sie 
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b von einander unabhingige Bedingungsgleichungen unter den ¢ Con- 
stanten verursachen wiirde, so bezeichnen wir: 
1) diese Bedingung als b-fach oder von der b'°" Dimension, 

‘ 2) die durch sie definirte Gesammtheit von cot’ Elementen als 

ein System (c—b)*" Stufe. 

Ist also die Stufe eines Systems, dessen Element die Constanten- 
zahl ¢ hat, gleich a, die Dimension der das System definirenden Be- 
dingung gleich }, so ist immer, unsern Definitionen gemiiss, 

a+b=e, 
wo a und b Null oder ganze positive Zahlen sein diirfen. 

Diese Definitionen geben einer fundamentalen Wahrheit der Algebra 
folgende Form: 

Die Dimension einer zusammengesetzten Bedingung ist gleich der 
Summe der Dimensionen der einzelnen Bedingungen, aus denen sie sich 
zusammensetzt. 

Daraus folgt: 

Alle Gebilde eines Systems a” Stufe, welche eine new hinzutretende 
b-fache Bedingung erfiillen, bilden ein System (a—b)*" Stufe. 

Fiir a = b ergiebt sich der Zusatz: 

Es giebt eine, nicht nothwendig von Null verschiedene ,,endliche An- 
zahl* von Gebilden, welche, einem Systeme a” Stufe angehirig, eine 
hinzutretende a-fache Bedingung erfiillen. 

Wir entlehnen der Algebra die Bemerkung: 

Diese Anzahl bleibt, wenn sie nicht unendlich gross wird , immer die- 
selbe, gleichviel welche riiwmliche oder gegenseitige Lage die diese a-fache 
Bedingung verursachenden Gebilde einnehmen méogen. 

Das aus dieser Bemerkung folgende Princip bezeichnen wir als 
das Princip der gleichgiiltigen oder der speciellen Lage, oder als das 
Princip von der Erhaltung der Anzahl unter Hinweis auf § 7. 

Die so hinsichtlich eines Systems a‘ Stufe den a-fachen Be- 
dingungen zugehérigen endlichen Zahlen charakterisiren das System fiir 
die Fragen der abziihlenden Geometrie ebenso gut, wie die dem Sy- 
steme selbst innewohnenden Higenschaften, z. B. seine Singularitiiten. 
(Charakteristikentheorie im eigentlichen Sinne des Wortes.) 


§ 2. 
Die Bedingungssymbolik. 


Die obigen Bemerkungen legen eine fiir die Untersuchungen des 
Verfassers iusserst wichtige symbolische Kurzschrift nahe, welche auf 
folgenden Festsetzungen beruht: 

1) Hinsichtlich eines definirten Gebildes erhilt jede definirte Be- 
dingung ein Symbol; das Symbol einer einzelnen Bedingung ist 
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ein einziger Buchstabe; das Symbol einer zusammengesetzten ist 
das Product der Symbole, welche den zusammensetzenden Be- 
dingungen -zukommen; diese heissen demgemiiss auch Factoren 
der zusammengesetzten Bedingung. 
2) Fiir das symbolische Product von n identischen Bedingungen wird 
thre n“ Potenz gesetzt. 
3) Das Symbol einer a-fachen Bedingung bedeutet nicht bloss : 
a) diese Bedingung selbst, 
sondern auch hinsichtlich eines jedesmal aus dem Zusammen- 
hang ersichtlichen Systems a‘ Stufe, 
b) die endliche Anzahl der diesem System angehirigen und 
zugleich die a-fache Bedingung erfiillenden Gebilde. 

Diese Zweideutigkeit der Bedingungssymbole, welche zu Missver- 
stindnissen keinen Anlass geben wird, rechtfertigt eine kurze Aus- 
drucksweise, bei welcher immer die Bedingung selbst anstatt der An- 
zahl der Individuen gesetzt wird, welche sie und zugleich die das Sy- 
stem definirende Bedingung erfiillen. 

»Ganze lineare Function a-facher einzelner oder zusammengesetzter 
Bedingungen“ ist also ein kurzer Ausdruck fiir die Zahlenfunction, 
welche entsteht, wenn man fiir jede a-fache Bedingung die ibr riick- 
sichtlich des gemeinten Systems a‘ Stufe zugehérige Anzahl einsetzt. 

Andere als ganze lineare Functionen von a-fachen Bedingungs- 
symbolen kénnen in unserm Bedingungscalciil nicht auftreten. Die 
Gleichsetzung von zwei solchen Functionen ergiebt eine Formel at 
Dimension. Jedes Glied einer solchen Formel ist im Allgemeinen ein 
Product von Bedingungen mit der Dimensionssumme a, und dieses be- 
deutet, den obigen Definitionen gemiiss, nicht etwa ein numerisches 
Product von Anzahlen, sondern die Anzahl, welche der aus den Fac- 
toren dieses Productes zusammengesetzten a-fachen Bedingung ange- 
hért. Eine ganze lineare Function von a-fachen Bedingungen betrach- 
ten wir zugleich auch als ganze und im Allgemeinen nicht mehr lineare 
Function jedes in den a-fachen Bedingungen enthaltenen symbolischen 
Factors. 

Modul einer Bedingung in einem Systeme heisse jede Function, 
welche sie mur von andern Bedingungen — nicht aber auch von An- 
zahlen sogenannter ausgearteter Gebilde — abhingig darstellt. Be- 


. dingungen, durch welche allein jede Bedingung beliebiger Dimension 


in jedem von einem Gebilde erzeugten Systeme dargestellt werden 
kann, bilden eine Gruppe von eigentlichen Charakteristiken dieses Ge- 
bildes. 

An diese durch unsere Terminologie erleichterte Definition der 
Charakteristiken eines Gebildes schliessen wir die Bemerkung, dass das 
Problem der Aufsuchung von Charakteristikengruppen und die Fragen 
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nach der Minimalzahl der eine solche Gruppe bildenden Bedingungen 
nur fiir folgende Gebilde als erledigt zu betrachten ist: 

1) Punkt, 

2) Ebene, 

3) Strahl, 

4) Kegelschnitt, 

5) quadratische Fiche. 


Die Bemerkung, dass der Punkt und die Ebene je eine Charak- 
teristik, der Strahl Gruppen von je zwei Charakteristiken besitzt, ist 
in ihrer Form vielleicht neu, in ihrem Inhalt jedoch bekannt (§ 30. 
im III. Abschnitt). 

Dass sowohl der Kegelschnitt wie die quadratische Fliche drei 
einfache Bedingungen besitzt, durch deren Producte allein jede andere 
Bedingung ausgedriickt werden kann, ist von Chasles vermuthet und 
von Clebsch (Math. Annalen Bd. VI, p. 1) und Halphen bewiesen; 
von letgterem in einer Abhandlung (Bull. de la Soc. math. Bd. I, Heft 5), 
welche den Verfasser zu einer consequenten Durchfiihrung seiner Be- 


dingungssymbolik ermuthigte (vergl. auch Clebsch- Lindemann, 
p. 398 bis 406). 


§ 3. 
Das symbolische Rechnen. 


Aus unserer Bedingungssymbolik fliessen folgende Regeln fiir das 
Rechnen mit den Symbolen. 

I. Wenn Formeln zwischen Bedingungssymbolen fiir ein gewisses 
System zugleich gelten, so ist fiir dieses System auch jede Formel 
giiltig, deren rechte resp. linke Seite sich aus den rechten resp. linken 
Seiten jener Formeln durch dieselbe ganze lineare Function ergiebt. 

II. Wenn eine Formel a‘ Dimension fiir ein gewisses System 
a‘ Stufe 2, gilt, welches die p-fache Bedingung Z, enthilt, so gilt 
die Formel (a-+-p)*** Dimension, welche aus der urspriinglichen dadurch 
entsteht, dass jedem ihrer a-fdchen Symbole Z, als symbolischer Factor 
zugesetat wird, fiir dasjenige System (a+ p)'*" Stufe 2,4,, welches durch 
dieselben Factoren, wie ,, doch mit Weglassung von Z,, definirt 
wird. Ist ferner Y,-Z, eins der so entstandenen symbolischen Pro- 
ducte und gilt ein gewisser Modul von Z, fiir ein System p' Stufe, 
das die a-fache Bedingung Y, mitenthilt, so darf nun auch wieder 
statt Y,-Z, der durch symbolische Multiplication dieses gewissen Mo- 
duls mit Y, entstehende Modul eingesetzt werden, wenn er dadurch fiir 
dasselbe System. Giiltigkeit erlangt, das eben mit 2,4, bezeichnet ist. 

Hierin ist enthalten die Regel: 

Ill. Der Modul des Productes zweier Bedingungen mit der Di- 
mensionssumme « ist gleich der aus dem Producte ihrer Moduln durch 
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Ausfiihrung der angezeigten Multiplication entstehenden ganzen Function 
a-facher Bedingungen. Der so entstehende Modul ist allgemeingiiltig, 
d. h. gilt fiir jedes System a'** Stufe, sobald die urspriinglichen Mo- 
duln allgemein galten. Wenn aber der Modul nur der einen Bedingung 
Z allgemein gilt, so erhilt man ein System, fiir das der resultirende 
Modul gilt, nur aus denjenigen unter den den Modul der andern Be- 
dingung Y beherrschenden Systemen, welche Z mitenthalten, und zwar 
dadurch, dass man Z aus der ein solches System definirenden zusam- 
mengesetzten Bedingung fortlisst und die tibrigbleibende Bedingung 
als definirende des gesuchten Systems nimmt. 

Die durch II. und III. gestattete Veriinderung einer Formel oder 
eines Moduls heisse ,symbolische Multiplication“, abgekiirzt ,sbl. Mult.“ 
(Gott. Nachr. Mai 1874, p. 276, und Mai 1875, p. 368). Die symbo- 
lische Multiplication ist also ein ganz selbstverstiéndliches Verfahren, 
das iusserlich in einem Ueberschreiben einer Bedingung aus einem 
Systeme in eine Formel bestelt. 

Zur Klarlegung mégen folgende 5 Beispiele dienen: 

1) Bezeichnen fiir eine Plancurve: 

a die Ordnungszahl, 
P die Bedingung, durch einen Punkt zu gehen, 
vy die Bedingung, einen Strahl zu schneiden, 
u" die Bedingung, die Ebene durch » beliebige Punkte zu 
schicken , 
so hat P den allgemeingiiltigen Modul: 
P=uv—a-w (§ 10.). 
Durch sbl. Mult. dieses Moduls mit sich selbst folgt also der allgemein- 
giiltige Modul: 
P? = wv? — 2a- wv, 
da uw‘ gleich Null zu setzen ist, weil durch vier beliebige Punkte keine 
Ebene gelegt werden kann. 

2) Bezeichnen fiir eine Plancurve dritter Ordnung mit Spitze P, w, v 

dieselben Bedingungen wie in 1), und ausserdem: 

@ die Bedingung, eine Ebene zu beriihren, 

e die Bedingung, die Spitze auf einer Ebene zu besitzen, 
so hat P den allgemeingiiltigen Modul: 

P= uv — 3y? (Beispiel 1)) 

‘und fiir jedes System zweiter Stufe, dessen definirende Bedingung keine 
andern Factoren als P, wu, v, o und die Bedingung F, eine Fliche zu 
beriihren, besitzt, gilt fiir c¢ folgender Modul: ; 

c=4v—to — 2u (vgl. Zeuthen, C. R. Bd. 74, p. 521). 
Durch sbl. Mult. dieser beiden Moduln ergiebt sich nach Regel III. 
ein Modul fiir die zusammengesetzte Bedingung Pc, nimlich: 
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Pe = (uv—3u*) ($v—fo—2u) 
= $uv?—fuvo—b6p r+ wo+6u', 
welcher nun fiir diejenigen Systeme gilt, welche aus den Systemen, 
fiir die der Modul von ¢ galt, dadurch hervorgehen, dass man P aus 
den definirenden Bedingungen fortlisst, d. h. wieder fiir jedes System 


dritter Stufe, dessen definirende Bedingung keine andern Factoren als 
P, wu, v, o, F enthilt. 


3) Bezeichnen fiir eine Rawmceurve mit der Constantenzahl c: 

v die Bedingung, einen Strahl zu schneiden, 

o die Bedingung, eine Ebene zu beriihren, 

Z, die Bedingung, eine Fliiche F, von der Ordnung », und 

dem Range r, zu beriihren, 
so hat bekanntlich (Brill, Math. Annalen Bd. VIII, p. 534) Z, den 
allgemeingiiltigen Modul: 
La=*a:¥+ Ma: Q. 

Daraus folgt, dass die Anzahl der Raumecurven, welche c Flichen 
F,, F,,---F, mit den Ordnungszahlen n,, ”,,---m, und den Rang- 
zahlen 7,, 7, +++ 7 beriihren, sich aus dem Producte: 

(7, -vtn, -0)-(r%,-v-+ n, - @) cee ® (ro>¥ + M+ @) 
ergiebt, wenn man die Klammern lést und fiir die c-fachen Bedingungen 
o, ote, 29? +--+ die zugehérigen als berechnet vorausgesetz- 
ten Anzahlen einsetzt. Diese Zahlen haben z. B. fiir die cubische 


Raumcurve, deren Constantenzahl 12 ist, folgende vom Verfasser in 
seiner Preisschrift abgeleitete Werthe: 


viz = 80160 | vo! = 375296 | vo’ = 264320 

v''o = 134400 | v’ 9° = 415360 | v30° = 188256 

v'°g?== 209760 | v® 0° = 401920 | v? 9! = 128160 

v® 93 == 297280 | v' 9? = 343360 | v'e''=— 85440 

o'? = 56960. 
4) Bezeichnen fiir eine cubische Plancurve mit Doppelpunkt 

u,v dieselben Bedingungen wie in 1), 

f die Bedingung, eine der drei Wendetangenten einen Strahl 
schneiden zu lassen, 

f. die Bedingung, eine solche in einer Ebene zu _besitzen, 
m. a. W., eine Ebene zu osculiren, 

so hat f7 den algemeingiiltigen Modul (§ 11.): 


f7 = 10 Bufi+ lu ffP+3 uf fe—45 uf’). 


Da nun z. B. in dem System siebenter Stufe, welches durch die Be- . 


dingung v‘ definirt wird, nach des Verfassers Tabellen 
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_- BP = 486; wf? = 324; wfPf,—81; wf? = 27 
ist, so ergiebt sich: 

»Die Zahl der cubischen Plancurven mit Doppelpunkt, welche 4 
gegebene Strahlen schneiden und durch 7 gegebene Strahlen ihre Wende- 
tangenten schicken, betrigt: 328860.“ 

5) Bezeichnen fiir eine lineare Congruenz, d. h. eine solche, welche 
sowohl in jedem Strahlenbiindel, wie in jedem Strahlenfelde (Ebene) 
nur 1 Strahl besitzt: 

B die Bedingung, einen Strahl zu enthalten, 

B die Bedingung, einen Strahl eines gegebenen Strahlbiischels 
zu enthalten, 

g die Bedingung, die eine der beiden Leitaxen durch einen 
Strahl zu schicken, 

h die entsprechende Bedingung fiir die andere Leitaxe, 


so ist immer: . 
B=f9-—9, 


B= Bg? — 269° + gt. 
Da nun in dem Systeme vierter Stufe, welches durch die Bedingung 
6’gh definirt wird, nach § 24.: 
Bg=14, pg —4, 
g* natiirlich gleich Null ist, so ergiebt sich fiir die lineare Congruenz: 
Bptgh = 14—2-44+0=6. 


also 


Die Moduln, welche in der vorliegenden Abhandlung auftreten, 
sind alle allgemeingiiltig. 

Unter den Moduln sind durch die Leichtigkeit ihrer Herstellung 
diejenigen ausgezeichnet, welche durch Spaltung von Bedingungen ent- 
stehen. Wird nimlich eine einem Gebilde auferlegte Bedingung Z 
sowohl (und zwar a-mal) dadurch erfiillt, dass es die Bedingung 2, be- 
friedigt, wie auch (etwa b-mal) dadurch, dass es die Bedingung 2, 
befriedigt etc., so ist die Bedingung Z in die Bedingung 2,, 2, 2, --- 
gespalten, und es ergiebt sich dann fiir Z der allgemeingiiltige Modul: 

Z=A:ta+b-a+e-e+-:-: 
Beispiele von Spaltungen: 
1) Bedeuten fiir ein Dreieck mit den Seiten a, 8, y: 
f die Bedingung, dass eine beliebige Seite desselben einen 
Strahl schneide , 
a, b, c die Bedingungen, dass beziiglich die Seiten a, B, y 
einen Strahl schneiden, 
so spaltet sich f in a, b und c, so dass immer 
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f=a+b+e 
gesetzt werden kann. Daher z. B. 
fi =(a+b+e). 
Daraus ergiebt sich, da a", b”, c* Null ist, sobald m grésser als vier ist: 
fi = 35 (atb’+atce+ bai + b+ cta3+ ctd3) 
+ 105 (atb?c+atbe’?+ btatc+ biac+cta*b+ cab’) 
+ 140 (a° b c+ a'c®b + b'c3a) 
+ 210 (ab? c? + b a? c? +-c3.a*b?) 
= 352t3,04 1052421 + 7025) 351 4 1052922, 
wo z“*” die Bedingung bezeichnet, dass von den drei Seiten des 
Dreiecks eine beliebige « gegebene Strahlen, eine zweite v gegebene 
Strahlen, und die dritte w gegebene Strahlen schneidet. 
2) Bezeichnen fiir eine Raumcurve 
v und g wieder die Bedingungen, einen Strahl zu schneiden 
resp. eine Ebene zu beriihren, " 
f die Bedingung, eine solche Flache n'** Ordnung und r" Ranges 
zu beriihren, deren Punkte die »-fach zu rechnenden 
Punkte einer Ebene und deren Tangenten die r-fach zu 
rechnenden Strahlen sind, welche eine in dieser Ebene 
liegende Axe schneiden, 
so wird f m-mal durch jede Raumcurve erfiillt, welche die Ebene der 
Fliche beriihrt, und auch r-mal durch jede Raumcurve, welche die 
Axe der Fiiiche schneidet. Daher ergiebt sich: 


f=r-v+n-o 
(specieller Fall der Brill’schen Formel in Beispiel 3) oben). 
§ 4. 


Die Grundgebilde. 


Jede Definition eines Gebildes fasst dasselbe im Allgemeinen auf als 
eine in gewisser Weise verkettete Gruppe von Systemen anderer Gebilde, 
welche wieder als aus Systemen noch anderer Gebilde bestehend gedacht 
werden, und so fort; und zwar wird dieser Process der Zerlegung, nach 
der modernen Anschauungsweise der projectivischen Geometrie, immer 
derartig angestellt, dass man schliesslich auf drei Gebilde stésst, welche 
als nicht weiter zerlegbar betrachtet werden und dadurch vdllig gleichen 
Anspruch auf Urspriinglichkeit erhalten. Desshalb hat die abzihlende 
Geometrie diese drei Hauptelemente des Raums, Punkt, Ebene und Strahl, 
und die von ihnen erzeugten Systeme, welche Oerter heissen sollen, 
vor allen iibrigen Gebilden zu behandeln. Dazu zwingt auch der Um- 
stand, dass diejenigen einem Gebilde auferlegten Bedingungen, welche 
nichts weiter enthalten als eine Bedingung fiir einen der dem Gebilde 
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angehorigen Oerter, unter allen dem Gebilde auferlegbaren Bedingungen 
eine fundamentale Rolle spielen. 
Da die Constantenzahl des Punktes und der Ebene oe drei, 
die des Strahls aber gleich vier ist, so giebt es: 
1) Punktorter nullter bis dritter Stufe , 
2) Ebenenérter nullter bis dritter Stufe, 
3) Strahlendrter nullter bis vierter Stufe. 


Die Oerter werden durch die endliche Anzahl ihrer gemeinsamen 
Elemente mit gewissen ausgezeichneten Oertern, den sogenannten 
Grundgebilden, genau in derselben Weise . charakterisirt, wie nach 
Chasles, Cremona, Clebsch und Halphen die Systeme von Ke- 
gelschnitten durch die Zahl ihrer gemeinsamen Elemente mit gewissen 
ausgezeichneten Kegelschnittsystemen, welche von Chasles den Namen 
»elementare* erhalten haben. Demgemiiss kénnten die Grundgebilde 
auch ,elementare Oerter“ genannt werden. Der Mangel einer fiir un- 
sere Zwecke brauchparen Terminologie der 4 + 4-+ 6 Grundgebilde 
und der von ihnen verursachten Bedingungen zwingt uns, die von uns 
gewahlten Namen fiir dieselben hier tabellarisch folgen zu lassen, und 
zwar geordnet nach den Stufen und nach den Hauptelementen. 


Grundgebilde 
| des Punktes | derEbene | des Strahls 
Ot Stufe: | Punkt | Ebene | Strahl 
l' Stufe: | Punktaxe | Ebenenaxe | Strahlbiischel 
| ’ 

— ee 2 | (Strahlenfeld 
2'er Stufe: | Punktfeld | Ebenenbiindel | |Strahlenbiindel | 
3' Stufe: | Punktraum | Ebenenraum Strahlenaxe 
4 Stufe: | | Strahlenraum. | 


Die Grundgebilde nullter Stufe sind die Hauptelemente selbst; 
jedes Grundgebilde von héherer als der nullten Stufe giebt im ersten 
Theile seines Namens sein Element, im zweiten Theile seinen Tréger 
an, und zwar letzteren mit dem Worte: 

Biindel, wenn der Trager ein Punkt ist, 
Feld, wenn der Triiger eine Ebene ist, 
Axe, wenn der Triger ein Strahl ist, 
_ ferner mit dem Worte: 
Raum, wenn nichts anderes als der Raum Triiger ist, 
Biischel, wenn der Triger aus zwei Hauptelementen, naimlich 
einer Ebene und einem Punkte besteht, von denen das eine 

Trager des andern ist. Biischel bezeichnet also Biindel und 

Feld zugleich. 

Daher kénnen, wenn keine Unterscheidung néthig ist, die Grund- 
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gebilde auch nur nach ihrem Triiger genannt werden, und zwar wiirden 
unter 


Biindel 2 Grundgebilde, Biischel | Grundgebilde, 
Feld 2 Grundgebilde, Punkt 3 Grundgebilde, 
Axe ~ 3 Grundgebilde, Ebene 3 Grundgebilde, 
Raum 3 Grundgebilde, Strahl 4 Grundgebilde 
verstanden werden kénnen. 
Zu bemerken ist noch, dass der Strahl zwei Grundgebilde zweiter 


Stufe besitzt, sonst aber jedes Hauptelement in jeder Stufe immer nur 
ein Grundgebilde besitzt. 


§ 5. 
Die Grundbedingungen. 


Jedem der 4-+ 4+ 6 Grundgebilde gehért eine Grundbedingung 
oder fundamentale Bedingung zu, niimlich diejenige, welche aussagt, 
dass ein Punkt oder eine Ebene oder ein Strahl dem Grundgebilde als 
Element angehdren soll. Fiir die Namen der so entstehenden Grund- 
bedingungen setzen wir fest, dass dieselben in ihrem ersten Theile den 
Namen des Triigers des zugehérigen Grundgebildes angeben sollen. 
Erfiillt eins der co¢ Elemente eines Ortes a'e" Stufe eine Grundbedingung, 
so schreiben wir dieselbe dem Orte selbst zu. Fiir die Dimensionen der 
den Oertern zugeschriebenen Grundbedingungen ergiebt sich aus den 
Satzen des § 2. Folgendes: 

1) Die Dimension d einer einem Orte nullter Stufe auferlegten 
Grundbedingung ist 
d=c—b, 
wenn b die Stufe des zugehérigen Grundgebildes und ¢ die 
Constantenzahl des Elementes ist, welches Ort und _Grundge- 
bilde erzeugt; 
ferner: 
2) Eime Grundbedingung ist fiir einen Ort a'e" Stufe (d—a)- fach, 
wenn sie fiir einen Ort nullter Stufe d-fach ist; 
also: 
3) Verursacht ein Grundgebilde b'' Stufe einem Orte a' Stufe, 
dessen Element die Constantenzahl e hat, eine d-fache Be- 
dingung, so muss sein: 


a+tbt+d=e. 


Was eben fiir Oerter, d. h. fiir Systeme von Hauptelementen, ge- 
sagt ist, lisst sich natiirlich auf Systeme von Gebilden beliebiger De- 
finition tibertragen. 

Ist in 3) a+b gleich oder grésser als c, so hat nach § 2. der 
Ort und das Grundgebilde ein System (a+ b—c)'* Stufe von Haupt- 
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elementen gemein. Wenn also ein Ort und ein Grundgebilde einen 
Ort e*" Stufe gemein haben, so wire die Dimension d der zugehdérigen 
Grundbedingung fiir diesen Ort als negativ, naimlich als gleich —e zu 
bezeichnen. Ist im speciellen Falle a + b= c, so ist die Grundbe- 
dingung nullfach, und der Ort hat mit dem Grundgebilde einen Ort 
nullter Stufe, d. h. eine von der Lage des Grundgebildes unabhiingige 
(Princip der gleichgiiltigen Lage § 1.), endliche Anzahl von Haupt- 
elementen gemein. Diese einen Ort charakterisirende Anzahl heisst 
sein Grad. Der Grad eines Orts a‘ Stufe, dessen Element die Con- 
stantenzahl ¢ hat, giebt also an, wieviel Elemente der Ort mit jedem 
von demselben Element erzeugten Grundgebilde (c—a)'* Stufe gemein 
hat. Aus der letzten Bemerkung des § 4. folgt: 

Jeder Ort jeder Stufe hat nur eine einzige Gradzahl, ausgenommen 
der Strahlenort zweiter Stufe (die Congruenz), welche zwei Gradzahlen 
hat, von denen die eine, der Biindelgrad, angiebt, wieviel Elemente der 
Ort mit jedem Strahlenbiindel gemein hat, und die andere, der Feldgrad, 
angiebt, wieviel Elemente er mit jedem Strahlenfelde gemein hat. 

Die folgende Tabelle enthilt die Namen und Symbole der 14 
Grundbedingungen. Der Index i des jeder Grundbedingung vorge- 
setzten Symbols giebt an, dass ihre Dimension fiir einen Ort a‘ Stufe 


i—a ist. Die nachgesetzten 24 Symbole sind die in den folgenden 
Untersuchungen fiir die Grundbedingungen erster und héherer Dimen- 
sion vorzugsweise gebrauchten, und zwar bezeichnet immer das n° 
nachgesetzte Symbol die einem Orte (m — 1) Stufe zugeschriebene 
Grundbedingung. 


A. Fir Punktérter: 
p, Raumbed. 
p, Feldbed. c, 
p, Axenbed. ¢,, v, 
ps, Punktbed. C, P, TT. 


B. Fir Ebenendrter: 
é, Raumbed. 
e, Biindelbed. uw, 
e, Axenbed. fy, Vv, 
e, Ebenenbed. M, P’, TT’. 


C. Fir Strahlendrter. 
Ss, Raumbed. 
s, Axenbed. g, 
e Feldbed. g., @ 
Sy; Biindelbed. g,, 9'’ 
s, Biischelbed. g,, ¢, B, 
s, Strahlbed. G, 7, B, S. 
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Bezeichnen wir im Folgenden ein Hauptelement mit einem Buch- 
staben, so soll damit zugleich ausgesprochen sein, dass die diesem 
Hauptelement zukommende einfache Grundbedingung mit demselben 
Buchstaben, und die Grundbedingungen héherer Dimensionen mit den- 
jenigen Symbolen bezeichnet werden sollen, welche aus diesem Buch- 
staben ebenso hervorgehen, wie die in obiger Tabelle nachgesetzten 
ersten Symbole aus c, u und g hervorgehen. Z. B. die Biischelbe- 
dingung des Strahls h heisst h,, die Strahlbedingung H. 


§ 6. 
Die Gebilde als Trager von Oertern. 


Ein geometrisehes Gebilde reprisentirt im Allgemeinen eine Ge- 
sammtheit mehrerer in gewisser Weise verketteter Punktérter, Ebenen- 
érter, Strahlenérter verschiedener Stufen, von denen einige das ganze 
Gebilde zu erzeugen im Stande sind. In jedem einzelnen Falle folgt 
aus der genauen Definition eines Gebildes die Definition jedes dieser 
Oerter und die Art und Weise ihrer Verkettung. Gewisse dieser Oerter 
bezeichnen wir als die Pliicker’schen Oerter des Gebildes und itiber- 
lassen es jeder einzelnen Definition eines Gebildes, festzustellen, welche 
der ihm anhaftenden Oerter als seine Pliicker’schen betrachtet wer- 


den sollen. Den Namen ,,Pliicker’sche* haben wir desshalb gewihlt, 
weil die Gradzahlen vieler dieser Oerter durch Relationen verbunden 
sind, welche ftir eine Plancurve von Pliicker zuerst abgeleitet sind. 
Wir bemerken ausdriicklich, dass die Definition der Pliicker’schen 
Oerter eines Gebildes zuniichst nur mehr oder weniger conventionell 


ist. Diese Definition geben wir hier fiir die von uns vorzugsweise be- 
handelten Gebilde. 


1) Eine Plancurve habe folgende Pliicker’sche Oerter: 

a) den Ebenenort nullter Stufe ersten Grades ihrer Ebene, 

b) den Punktort erster Stufe ihrer Punkte, 

c) den Strahlenort erster Stufe ihrer Tangenten, 

d) die Punktérter nullter Stufe, gebildet von ihren Doppelpunkten, 
Spitzen, Doppeltangentenberiihrungspunkten, Wendepunkten und 
den etwaigen analogen Punkten hoéherer Singularitiit, wie mehr- 
fachen Punkten, Undulationspunkten, ete. 

e) die Strahlenérter nullter Stufe der Verbindungsstrahlen je zweier 
solcher Punkte, 

f) und g) die den unter d) und e) genannten Oertern in der Ebene 
dualistisch entsprechenden Oerter. 

2) Die cubische Rawmcurve habe folgende Pliicker’sche Oerter: 

a) den Punktort erster Stufe ihrer Punkte, 

b) den Strahlenort erster Stufe ihrer Tangenten, 
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c) den Ebenenort erster Stufe ihrer Schmiegungsebenen , 
d) den Srahlenort zweiter Stufe, gebildet von den Zweipunktaxen, 
e) den Strahlenort zweiter Stufe, gebildet von den Zweiebenenaxen. 
3) Das Punktepaar, d. h. das aus zwei Punkten bestehende Ge- 
bilde habe zu Pliicker’schen Oertern: 
a) den Punktort nullter Stufe zweiten Grades, gebildet von diesen 
beiden Punkten, 
b) den Strahlenort nullter-Stufe ersten Grades, gebildet von dem 
Verbindungsstrahle der Punkte. 
4) Das Strahlenpaar oder, was dasselbe ist, die lineare Congrueng 
habe zu Pliicker’schen Oertern: 
a) den durch die beiden Strahlen erzeugten Strahlenort nullter Stufe 
zweiten Grades, 
b) den Strahlenort zweiter Stufe mit dem Biindelgrad 1 und dem 
Feldgrad 1, gebildet von allen Strahlen, die die beiden Strahlen 
schneiden. 


Die in 1) gegebene Festsetzung ergiebt nach dem Princip der 
Dualitit eine Festsetzung fiir einen Kegel, ebenso die in 3) gegebene 
eine Festsetzung fiir das Ebenenpaar. 


Wir folgen einem Sprachgebrauche, welcher sich in den bisherigen 
Arbeiten tiber Charakteristikentheorie herausgebildet hat, wenn wir fiir 
eine Plancurve die Oerter, welche bei 1) unter a), b), c) genannt sind, 
und fiir eine allgemeine Raumeurve den Ort ihrer Punkte, den Ort 
ihrer Tangenten und den Ort ihrer Schmiegungsebenen elementare 
Oerter nennen im Gegensatz zu den iibrigen, den singuldren Oertern. 
Wir fiigen jedoch ausdriicklich hinzu, dass der Begriff der elementaren 
Oerter jetzt nur als conventioneller gelten kann, nachdem nachgewiesen 
ist, dass Chasles irrte, als er, verfiihrt durch seine Resultate bei 
Kegelschnitten, vermuthete, bei jeder Plancurve seien die ihren elemen- 
taren Oertern zugeschriebenen Grundbedingungen allein schon im Stande, 
alle tibrigen der Plancurve auferlegten Bedingungen auszudriicken. 

Fiir ein Gebilde heisse jede Bedingung fundamental resp. elementar 
resp. singulir, deren symbolische Factoren siimmtlich nichts anderes, als 
Grundbedingungen fiir Pliicker’sche Ocerter resp. elementare Ocerter 
resp. singulére Oerter aussprechen, wnd jedes System und jede Anzahl 
heisse fundamental resp. elementar, wenn dies die das System oder die 
Anzahl definirende Bedingung ist. 

Mit Hilfe dieser Definitionen kann der Verfasser jetzt die wichtig- 
sten numerischen Resultate der zweiten und dritten Abhandlung seiner 
»Beitrage zur abziihlenden Geometrie“ kurz so aussprechen: 

1) Bestimmung aller fundamentalen Anzahlen der cubischen mit 
Spitze behafteten Plancurve, 
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2) Bestimmung aller derjenigen fundamentalen Anzahlen der cubi- 
schen mit Doppelpunkt behafteten Plancurve, welche als sym- 
bolische Factoren keine andern Bedingungen enthalten, als 
elementare und solche singulire, die von.dem Ort nullter Stufe 
dritten Grades der Wendetangenten herriihren , 

3) Bestimmung der elementaren Anzahlen der cubischen Raumcurve. 

Die gegenwirtige Abhandlung enthalt von diesen Resultaten noch 
nichts. 

Die Ausdriicke Ordnung, Classe, Rang, bei deren bisherigem Ge- 
brauch der Verfasser weder Uebereinstimmung noch ein greifbares 
Princip zu entdecken vermocht hat, kénnten durch die Angabe der. 
Gradzahlen gewisser Pliicker’scher Oerter immer vermieden werden. 
Indem wir sie dennoch der Kiirze wegen in unsere Terminologie auf- 
nehmen, schlagen wir zugleich fiir ihren Gebrauch folgende Ueberein- 
kunft vor: 

Ordnung eines Gebildes sei immer die Gradzahl des resp. eines 
bestimmten ihm angehdérigen elementaren Punktorts von hoherer 
als der nullten Stufe, 

Classe die Gradzahl eines ebensolchen Ebenenorts, 

Rang die Gradzahl eines ebensolchen Strahlenorts. 

Bei dem Gebilde, welches durch einen allgemeinen Strahlenort 
zweiter Stufe vollistiindig erzeugt werden kann (Congruenz), und welches 
diesen Strahlenort als elementaren enthalt, wiirde man Biindelrang und 
Feldrang unterscheiden miissen. 

Nach dieser Uebereinkunft und den friiheren Definitionen elemen- 
tarer Oerter ist genau bestimmt, was bei den Plancurven Ordnung 
und Rang, bei den Kegeln Classe und Rang, bei den Raumeurven 
Ordnung, Classe und Rang bedeutet; ebenso auch, was bei den Flachen 
Ordnung, Classe und Rang bedeutet, wenn wir noch festsetzen, dass 
fir eine Flache nur drei Oerter, namlich der Ort zweiter Stufe ihrer 
Punkte, der Ort zweiter Stufe ihrer Tangentialebenen, und der Ort 
dritter Stufe ihrer Tangenten als elementar gelten sollen. 

Bei Gebilden anderer Definition wiirde erst die vorliufig willkiir- 
liche Festsetzung, welche der anhaftenden Oerter Pliicker’sche resp. 
elementare heissen sollen, dariiber entscheiden kénnen, welche Ort-Grad- 
zahlen Ordnung, Classe und Rang, und auch, welche Bedingungen, 
Systeme und Anzahlen fundamental resp. elementar heissen miissten. 

Die elementare Bedingung, welche eine Plancurve, ein Kegel, eine 
Raumcurve, eine Flaiche dadarch erfiillt, dass ein elementarer Punktort, 
Ebenenort oder Strahlenort a'*" Stufe des Gebildes die Grundbedingung 
Z befriedigt, erhilt im Folgenden meist dasselbe Symbol, welches oben 
in der Tabelle der Grundbedingungen bei Z fiir einen Punktort, Ebenen- 
ort oder Strahlenort a'*" Stufe angegeben ist. 
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| 
Fiir das Erfiillen einiger der fundamentalen Bedingungen durch 
gewisse Gebilde haben sich besondere Ausdriicke eingebiirgert. Nament- 
lich sind folgende Ausdriicke iiblich, die wir neben unsrer rationellen 
Terminologie gebraughen wollen, wo keine Verwechselung méglich ist: 
1) ,eine Gerade schneiden* bei Raum- und Plancurven fiir ,,v er- 
fiillen“, 
2) , durch einen Punkt gehen“ bei Ravm- und Plancurven fiir 
yl erfiillen“, bei Flichen fiir ,,1T erfiillen“, 
3) ,eime Ebene beriihren* bei Raum- und Plancurven fiir ,o er- 
fiillen*, bei Flachen fiir ,,1T’ erfiillen“, 
4) ,eine Gerade beriihren* bei Raum- und Plancurven fiir ,,7' er- 
fiillen“, bei Flachen fiir .,.S erfiillen“, 
5) ,,eime Ebene osculiren* bei Raumcurven fiir ,P’ erfiillen“. 


Beispielsweise zihlen wir hier die in der zweiten Abhandlung ein- 
gehend behandelten sdimmtlichen fundamentalen Einzelbedingungen der 
Plancurve C,° und der cubischen Raumcurve C, auf: 


1) die C,°, deren Spitze c, deren Riickkehrtangente g, deren 
Wendetangente w, deren Wendepunkt v, deren Schnittpunkt 
von Wendetangente und Riickkehrtangente y, deren Ver- 
bindungsstrahl von Wendepunkt und Spitze z heisst, hat 
folgende fundamentale Einzelbedingungen : 

#, to» M3 v, P; @, 9, t, T; 
Cy Cg, Cy Gy Gey Ir Us» V3 
©, We, Wp, W, W; 0, v9, V; 
Y; Yor V3 2, Zey Spy 4s, Z. 
2) Eine cubische Raumcurve hat folgende fundamentale Einzel- 
bedingungen: 
vy, P; v, Ps 0,9, t, T; 
6, By BY, B; 
wo 6 und B auf den Ort der Zweipunktaxen, 6’ und B’ auf den Ort 
der Zweiebenenaxen zu beziehen sind. 


Die in diesem § niedergelegte Auffassung eines Gebildes als eines 
Triigers der thm anhaftenden Oerter, wonach also z. B. bei einer Raum- 
curve weder der Ort der Punkte, noch der Ort der Tangenten, noch 
der Ort der Schmiegungsebenen wurspriinglicher als die andern Oerter 
oder vor ihnen bevorzugt erscheinen soll, ist einerseits eine Consequenz 
der modernen .geometrischen Betrachtungsweise, in welcher Punkt, 
Ebene und Strahl als véllig gleichwerthige Hauptelemente des Raums 
auftreten (Voss, Math. Ann. Bd. VIII, p. 54), andererseits aber auch 
vom Verfasser als die Quelle der handlichsten Terminologie fiir das 
von ihm betretene Gebiet der Geometrie erkannt. 
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Der niichste Abschnitt beschaftigt sich daher nur mit Punkt, 
Ebene, Strahl und den von ihnen erzeugten Systemen und Grundbe- 
dingungen, um allgemeine Relationen zwischen den letzteren zu ént- 
wickeln, welche im Folgenden eine fundamentale Rolle spielen werden. 


Il. Abschnitt. 


Allgemeine Formeln zwischen den Grund- 
bedingungen. 


§ 7. 
Das Princip der speciellen Lage. 


Die algebraische Quelle der allgemeinen Formeln, welche in diesem 
Abschnitt entwickelt werden, ist einzig und allein das schon friiher 
(§ 1.) erwihnte Princip der gleichgiiltigen oder der speciellen Lage, 
welches auch das Princip von der Erhaltung der Anzahl genannt 
werden kiénnte. Dasselbe kann fiir die Zwecke der Anzahlen bestimmen- 
den Geometrie etwa so gefasst werden: 

»Die riiumliche Lage der Gebilde, welche gewisse einem Gebilde A 
auferlegte Bedingungen verursachen, ist fiir die Anzahl der Gebilde A, 
welche diese Bedingungen erfiillen, gleichgiiltig, sobald diese Anzahl iiber- 
haupt endlich bleibt.“ 

Anwendung fand dieses Princip bisher namentlich bei der Be- 
stimmung von Gradzahlen, indem fiir die Abziihlung der Hauptelemente, 


‘welche ein Ort des vorliegenden Gebildes mit einem Grundgebilde ge- 


meinsam hat, der Triiger des letztern so gewahlt wurde, dass er eine 
durch die Definition des Gebildes bevorzugte, und desshalb das Abzdhlen 
erleichternde Lage einnahm. Viele dieser Abzihlungsarten lassen sich 
nun ganz allgemeinen Formeln unterordnen, die hier entwickelt werden 
sollen. 

Dem oben allgemein ausgesprochenen Principe ertheilen wir folgende 
besondere Form, welche die Art und Weise seiner Benutzung fiir die 
Gewinnung von Formeln zwischen Bedingungssymbolen verrathen, und 
den Namen ,,Princip der speciellen Lage“, abgekiirzt: ,,Pr. d. sp. L.“ (Gott. 
Nachr. Mai 1874, p. 274 und Mai 1875, p. 365) rechtfertigen wird: 

Kann den beiden Gebilden, welche eine aus zwei Factoren X und 
Y zusammengesetzte Bedingung X Y veranlassen, eine derartige specielle 
Lage zu einander ertheilt werden, dass X Y sich in die Bedingungen 
215 2) 23,°++ Spalten muss (§ 3. am Schluss), so ist: 

“ X¥=24,+%+24;+---." 

Eine nach dem Pr. d. sp. L. abgeleitete Formel a‘ Dimension 

hat also links vom Gleichheitszeichen ein Product zweier Symbole mit 
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der Dimensionssumme a, rechts eine Swmme a-facher einzelner oder zu- 
sammengesetzter Symbole. 


Beispiel fiir die Anwendung des Pr. d. sp. L. 

Ertheilt man den beiden Punktaxen, welche die beiden einer C,* 
auferlegten Bedingungen v und »v (die Symbole der Grundbedingungen 
der C,° sind in § 6. erklirt) verursachen, die specielle Lage, dass sie 
sich schneiden, und im Strahle g unendlich nahe sind, so kann jetzt, 
bei Voraussetzung eines elementaren Systems, die Bedingung v? nur in 
folgenden Fillen erfiillt werden: 

a) einmal, wenn eine Curve des Systems durch den Schnittpunkt 
der beiden unendlich nahen Strahlen geht, 

b) einmal, wenn eine Curve die Ebene der beiden Strahlen so be- 
riihrt, dass der Beriihrungspunkt in dem Strahle g liegt, 

c) dreimal, wenn eine Curve ihre Spitze im Strahle g besitzt, 

d) sechsmal, wenn eine Curve ihre Ebene durch g schickt. 

Daraus folgt, wenn die in a) erfiillte Bedingung P, die in b) er- 
fiillte x, die in c) erfiillte ¢,, die in d) erfiillte uw, heisst (v, P, c,, u, 
sind schon in § 6. aufgefiihrte Grundbedingungen, x aber ist die 
Bedingung, eine gegebene Ebene so zu beriihren, dass der Beriihrungs- 
punkt auf einem in der Ebene gegebenen Strahle liegt): 

v= P+2+ 3e,+ 6u,, 


eine Formel, welche fiir alle Elementarsysteme zweiter Stufe giiltig ist. 


Die in diesem Abschnitt durch das Pr. d. sp. L. abgeleiteten 
Formeln sind allgemeingiiltig, erzeugen also nicht bloss durch Addition, 
Subtraction, Multiplication mit Zahlencoefficienten, sondern auch durch 
sbl. Mult. mit Bedingungssymbolen oder deren allgemeingiiltigen Moduln 
wieder allgemeingiiltige Formeln. Die in ihnen auftretenden Grundbe- 
dingungen sind nicht bloss den Hauptelementen und ihren Oertern, 
sondern auch jedem Gebilde zuzuschreiben, welches dieselben enthiilt. 

Zu beachten ist namentlich, dass die hier entwickelten Resultate 
des Bedingungscalciils kein anderes Princip voraussetzen, als das Pr. 
d. sp. L., namentlich also nicht erfordern: 

1) das sonst fiir die Gewinnung von Anzahlen so fruchtbare Chasles’- 
sche Correspondenzprincip in den Grundgebilden erster Stufe, 
welches erst vom III. Abschnitt an Anwendung findet, 

2) die Siitze tiber die Gradzahlen des Orts der zweien Oertern ge- 
meinsamen Elemente, welche erst im III. Abschnitt § 26: als 
specielle Fille allgemeinerer Siitze sich ergeben, 

3) die Beachtung der in den Systemen von hoherer als der nullten 
Stufe vorkommenden ausgearteten Gebilde (courbes singuliéres), 
welche erst in der zweiten und dritten Abhandlung in den Vorder- 

grund treten werden. 
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Nur wenige Anzahlen werden im Folgenden als Axiome angesehen. 
Es sind dies die Anzahl der einer Punktaxe und einem Punktfelde ge- 
meinsamen Punkte, die Anzahl der zwei Strahlbiindeln gemeinsamen 
Strahlen und einige ahnliche Anzahlen. Diese axiomatischen Anzahlen 
sind simmtlich gleich 1. 


. § 8. 


Relationen zwischen den Einem einzigen Hauptelemente angehérigen 
Grundbedingungen. 


Die Grundbedingungen, welche ein Gebilde dadurch erfiillt, dass 
ein ihm angehdériger Punkt p resp. Ebene e resp. Strahl g sie erfiillt, 
bezeichnen wir, gemiiss der Tabelle in § 5. mit: 


P, Dor Ps ¢, yg, Ey 9, Jer Ips Ys» G. 
Dann ergiebt sich aus der Definition dieser Grundbedingungen, da zwei 
Punktfelder eine Punktaxe gemeinsam haben etc.: 
P= Pos PPp =P; =e; Ce — E. 
Durch sbl. Mult. der ersten dieser Gleichungen mit p und Benutzung 
der zweiten kommt: 
p>=P; analog: ce = E. 
Fiir den Strahl g erhilt man, wenn man den beiden Axen der beiden 


Axenbedingungen g und g die specielle Lage zweier sich schneidender 
Strahlen ertheilt, durch das Pr. d. sp. L.: 


7 = Ip + Ge- 
Ferner ist, da eine Strahlenaxe mit einem Strahlenbiindel einen Strahl- 
biischel gemein hat ete: 


IIe = Is. JJe= 9s} IJ=F; IG = 9. 
Aus diesen fiinf Gleichungen erhilt man durch sbl. Mult. und ge- 
eignete Elimination noch folgende andere: 
g = 295; 9? = Gr = 9 Ip =P H=t9' = G. 
Beispiele. 

1) Bezeichnet fiir eine Plancurve uw, die Axenbedingung ihrer Ebene, 
M die Ebenenbedingung derselben, so darf statt wu, immer die 
zweite und statt WM die dritte Potenz der Biindelbedingung ihrer 
Ebene gesetzt werden. 

2) Bezeichnen fiir eine Regelfliiche mit einer Doppelaxe 9, Jp, Je, Js, G 
die Grundbedingungen ihrer Doppelaxe, so darf: 


Ip + Ge=9 
Is= 49°, 
G = $9" 


gesetzt werden. 
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Wenn aber die erwihnten 3+ 3-++ 5 Grundbedingungen nicht 
von Einem einzigen Hauptelemente, sondern von einem Orte herriihren, 
welcher mehr als 1 Hauptelement enthalt, so gelten die obigen Be- 
ziehungen nicht mehr (vergl. § 11.). 


Beispiel hierfiir: 
Hat eine Plancurve drei Spitzen ¢,, c,,¢,, und gehéren dem von 


ihnen gebildeten Punktorte nullter Stufe dritten Grades die Grundbe- 
dingungen ¢, ¢c,, C zu, so ist 


ce? nicht gleich ¢, , 
sondern es ist, da sich ¢ in ¢, und ¢, und ¢, spaltet, 


= (ce, +e, + 6)? 
= (¢,? + ¢,? + ¢;”) + 2 (e,¢; + ¢ Cs + 10) 
= ¢, + obo, 


wo c!-!>° die Bedingung bedeutet, dass von den drei Spitzen irgend 
zwei auf zwei gegebenen Punktfeldern so liegen, dass jedes Punktfeld 
immer nur 1 Spitze enthilt. 


§ 9. 


Relationen zwischen den Grundbedingungen zweier Hauptelemente, von 
denen das eine Traiger des andern ist. 


. 
Der Punkt kann zum Triiger haben: den Punkt, den Strahl als Axe 
und die Ebene als Feld; 
die Ebene: die Ebene, den Strahl als Axe, den Punkt als Biindel; 
der Strahl: den Strahl, die Ebene als Feld, den Punkt als Biindel, 
Punkt und Ebene zugleich im Falle des Strahlbiischels, 
und endlich den Strahl als Axe. 


Schliessen wir daher die drei Fille aus, wo ein Hauptelement sein 
eigener Triger ist, und wo also die Grundbedingungen des Haupt- 
elementes und des Triigers natiirlich identisch sind, so bleiben nur 
folgende vier Fiille iibrig, in denen ein Hauptelement Triiger eines 
andern ist: 

1) Punkt und Strahl: der Punkt ist dem Strahle ein Biindel, der 

Strahl dem Punkte eine Axe. 
Il) Ebene und Strahl: die Ebene ist dem Strable ein Feld, der Strahl 
der Ebene eine Axe, 
Ill) Punkt und Ebene: der Punkt ist der Ebene ein Biindel, die 
Ebene dem Punkte ein Feld. 
IV) Strahl und Strahl: jeder der beiden Strahlen ist dem andern 
eine Axe. 
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Im ersten Falle erhilt man die Formel geringster Dimension, 
welche zwischen den Grundbedingungen des Punktes p und des Strahles g 
besteht, dadurch, dass man dem Strahle der Axenbedingung von g die 
specielle Lage ertheilt, in der Ebene der Feldbedingung von p zu liegen, 
und nun das Pr. d. sp. L. anwendet. Da sich nun die zusammengesetzte 
Bedingung pg spaltet, und zwar in die Bedingung, dass der Strahl in 
dem Felde von p liegt, und in die Bedingung, dass der Punkt in der 
Axe von g liegt, so erhalt man allgemeingiiltig: 


(1) PI = Py + Ge- 
Dem entspricht dualistisch die Hauptformel des zweiten Falls, wo der 
Strahl wieder g, und die Ebene e heissen soll: 


(II) eg =e + D- 

Aus diesen beiden Hauptformeln folgen durch sbl, Mult. mit p, e, 9, Jp, Gey 
durch Benutzung der Formeln des § 8. und durch geeignete Elimi- 
nationen eine Reihe von Formeln, unter denen wir hervorheben: 


PIp= GIs + P, 

CDIJe = Ys + E, 

PIs = Pop = G+ Pg, 

CIs = CyJe = G+ Eg, 

oder: 

Is = PIp — P*; 
Is=Cge — &, 
G = p'9r— P°9, 
G = eg, — eg. 

Hieraus folgt: 

1) Geht ein Strahl durch einen Punkt, so liisst sich seine Feldbedingung, 
seine Biischelbedingung und seine Strahlbedingung durch seine 
Azenbedingung und die Grundbedingungen jenes Punktes aus- 
driicken. 

2) Liegt ein Punkt in einem Strahle, so lésst sich seine Axenbedingung 
und seine Punktbedingung durch seine Feldbedingung und die 

* Grundbedingungen jenes Strahles ausdriicken 
3) und 4) das beziiglich 1) und 2) dualistisch entsprechende Resultat 

fiir einen in einer Ebene liegenden Strahl resp. fiir eine durch 
einen Strahl gehende Ebene. 

Die Formeln fiir den dritten Fall erhalten wir auf rein arithme- 
tischem Wege dadurch, dass wir die zu I. und II. gehérigen Formeln 
auf ein und denselben Strahl g anwenden, und dessen Grundbedingungen 
eliminiren. Die dadurch entstehenden Relationen verbinden die Grund- 
bedingungen einer Ebene mit denen eines auf ihr liegenden Punktes, 
weil, wenn ein Strahl zugleich durch einen Punkt geht und in einer 
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Ebene liegt, der Punkt Triiger der Ebene oder’, was dasselbe ist, die 
Ebene Triiger des Punktes sein muss. 

Eliminirt man pg, aus der mit p multiplicirten Gleichung (II) und 
der oben erwihnten: 

PIp = 9s+ P 
durch Addition, so kommt: 
peg = peg + 9s+ P 
und, dualistisch entsprechend: 
peg=ep, +g+ LE. 
Durch Elimination der auf g beziiglichen Grundbedingungen aus diesen 
beiden Formeln ergiebt sich die gesuchte Formel: 
(O11) peg + P=ep, + E*), 
oder: 
p—pet+pei—ei=—0. 
Aus dieser Hauptformel ergeben sich durch sbl. Mult. mit p oder e die 
Formeln héherer Dimension: 
pre— pe + pe =0 
und 
pe — pe =0, 
von denen die letzere sich auch unmittelbar durch die geometrische 
Anschauung ergiebt. 

Die Formel niedrigster Dimension, welche zwischen den 6 + 6 
Grundbedingungen zweier sich schneidender Strahlen g und h besteht, 
kann man wieder durch blosse Rechnung erhalten, wenn man aus den 
Formeln, welche nach Fall (I) erstens zwischen g und dem Schnitt- 
punkt p und zweitens zwischen h und p bestehen, die auf p beziiglichen 
Grundbedingungen eliminirt. 

Multiplicirt man niimlich von den aus I. resultirenden 6 Formeln: 

G = por — v*9, 
I= PIp — P*; . 
I—=PI —P, 
h=ph —p*, 
h,= ph, — p’, 
H = p*h, — p*h 
die erste mit 1, die zweite mit — h, die dritte mit h,, die vierte mit g,, 


die fiinfte mit —g, die sechste mit 1, und addirt die erhaltenen 
6 Gleichungen vierter Dimension, so erhilt man die gesuchte Formel: 


(IV) G — gsh + gehp + Gphe — Gh, + H=0O. 


*) Beispiele zu dieser und mehreren anderen Formeln folgen am Schlusse von 
§ 9. und § 10. ' 
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Dafiir kann man auch schreiben, da nach § 8. 
9h? = (Ge+ Gp) (he+ hy) 
g — Ph + Ph? — gh + h* = Ge—gp) (he—hy). 
Durch sbl. Mult. mit den Potenzen von g oder h erhilt man hieraus: 


Gh— PFRr+Gh? — ght—0, 
gh? — gh? + ght =0, 
g'h® — ght = 0. 


ist, 


Ferner folgt aus (IV) durch sbl. Mult. mit den Grundbedingungen 
von g oder h: 


Gh — gs (hp + he) + (Gp +9) ts — gH =0, 
Gh, —9:h + 9-H =0, 

Gh. —g.h+9,H=0, 

Gh,—g,H=0. 


Die letzte Formel folgt auch daraus, dass ein Paar sich schneiden- 
der Strahlen eindeutig bestimmt ist, gleichviel ob der erste Strahl und 
ein Strahlbiischel fiir den zweiten, oder ob der zweite- Strahl und ein 
Strahlbiischel fiir den ersten gegeben ist. Aus den Formeln (III) 
und (IV) ist Folgendes ersichtlich : 

Wenn ein Punkt einem Felde oder eine Ebene einem Biindel, oder 
ein Strahl einer Axe angehdrt, so lisst sich die dem Punkte resp. der 
Ebene resp. dem Strahle auferlegte Grundbedingung hichster Dimension 
durch die tibrigen Grundbedingungen und die Grundbedingungen des 
Triigers ausdriicken. . 

Als Beispiele zu den 4 mit rimischen Nummern bezeichneten Haupt- 
formeln wihlen wir einige der Beziehungen, welche zwischen den in 
§ 6. mit ihren Symbolen aufgeziihlten Grundbedingungen der Plancurve 
dritter Ordnung dritten Ranges bestehen: 


zu (I): ct = cd — 4; 
CF = Cdp — Gs} 
au (IIL): @m=eq — eH, 


d= UGe — B, 
Q = wae— 095 
zu (IIT): e=uc? — we+ yp, 
wc = prc? — pre; 


au (IV): W = W,q — Wedp — Wp Ge + WG; — Q. 
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Zahlenbeispiel zu (III): _ 
In dem Systeme dritter Stufe, welches durch die siebenfache Be- 


dingung we definirt wird, ist nach den vom Verfasser berechneten 
Tabellen: 


uc? = 528; uc = 364; 3 12; 
daher nach (IIJ): 


c = 528 — 364+ 12 = 176, 
d. h. 


ewe = 176. 
Dieses Zahlenresultat wiirde in die gewdhnliche Terminologie auf 
4 verschiedene Arten iibersetzt werden kénnen, nimlich: 
1) ,,Es giebt 176 Curven C,°, welche - - - .“ 
2) ,,Die Spitzen der Curven C,5, welche ---, fiillen den Raum 
176 mal aus.“ 
3) ,,Die von den Wendetangenten aller C,*, welche - -, gebildete 
Regelfliche ist vom 176'" Grade.“ 
4) ,,Die Tangenten aller C,', welche ---, bilden eine Congruenz, 
deren Classe (Feldrang) 176 ist.“ 


§ 10. 


Relationen zwischen den Grundbedingungen eines Hauptelementes und 
den Grundbedingungen eines in demselben liegenden Ortes. 


Die Formeln des § 9. lassen sich auf die Fille iibertragen, wo ein 
Hauptelement nicht bloss ein anderes Hauptelement, sondern die simmt- 
lichen Elemente eines Ortes triigt. Wir sagen in diesem Falle, dass 
der Ort selbst in dem Triiger liege. Im Allgemeinen kann jeder Ort 
als Traiger von Oertern gleicher oder niedriger Stufe auftreten, z. B. 
ein Punktort zweiter Stufe zweiten Grades ist Trager von oo? Punkt- 
értern erster Stufe zweiten Grades. Doch kann jeder beliebige Ort 
a‘" Grades nur dann einen andern Ort b'" Grades zum Triiger haben, 
wenn @ eine gewisse Grosse nicht iiberschreitet. Z. B. ein Punktort 
nullter resp. erster Stufe besitzt nur dann immer,ein Punktfeld als 
Traiger, wenn sein Grad nicht grésser als drei resp. zwei ist. Der Raum 
ist natiirlich als Trager aller Oerter zu betrachten. 

Indem wir im Folgenden nur die Hauptelemente als Triiger dienen 
lassen, erhalten wir zugleich alle zu beriicksichtigenden Fille, welche 
die Grundgebilde Triiger sein lassen. Denn von den 14 Grundgebilden 
haben nur folgende nicht ein Hauptelement als Triiger: die drei mit 
Raum bezeichneten, und der Strahlbiischel. Die ersteren brauchen nicht 
beriicksichtigt zu werden, weil sie keinen Grundbedingungen unter- 
worfen werden kénnen; und der Strahlbiischel kann auch tibergangen 
werden, weil fiir einen in ihm liegenden Ort die Formeln, welche sich 
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auf die Lage des Ortes in dem Felde des Biischels, und die, welche sich 
auf seine Lage in dem Biindel des Biischels beziehen, zugleich gelten 
miissen. Endlich kénnen auch alle Fille tibergangen werden, welche 
einen Ort a‘ Grades in einem Grundgebilde liegen lassen, das dieselbe 
Stufe hat, wie er. Denn dann ist natiirlich jede dem Orte, d. h. hier 
einem a-fachen Grundgebilde, auferlegte Grundbedingung gleich dem 
a-fachen der gleichnamigen dem Triiger zugeschriebenen Grundbe- 
dingung. Daher treten fiir uns die Grundgebilde nullter Stufe iiber- 
haupt nicht als Triiger auf. Also haben wir bei der Aufstellung der 
Formeln zwischen den Grundbedingungen eines Grundgebildes und den 
Grundbedingungen eines in demselben liegenden Ortes nur folgende 
13 Falle zu _beriicksichtigen : 
A) Der Punkt als Tréiger eines: 
1) Strahlenorts nullter Stufe I., 
2) Strahlenorts erster Stufe L., 
3) Ebenenorts nullter Stufe III., 
4) Ebenenorts erster Stufe III. , 
B) Die Ebene als Triiger eines: 
5) Strahlenorts nullter Stufe IL., 
6) Strahlenorts erster Stufe IL., 
7) Punktorts nullter Stufe IIIL., 
8) Punktorts erster Stufe III. 
C) Der Strahl als Triger eines: 
9) Punktorts nullter Stufe I., 
10) Ebenenorts nullter Stufe II., 
11) Strahlenorts nullter Stufe IV., 
12) Strahlenorts erster Stufe IV., 
13) Strahlenorts zweiter Stufe IV. 


Jede einem Falle nachgesetzte rémische Nummer deutet an, dass 
ihm der in § 9. mit derselben Nummer bezeichnete Fall als specieller 
Fall untergeordnet ist. Fiir Oerter nullter Stufe a'e* Grades kann die 
Uebertragung der Formeln des § 9. in folgender Weise bewerkstelligt 
werden. Jede dem Orte auferlegte Grundbedingung Z verlangt nichts 
weiter, als dass eins seiner Elemente die gleichnamige Grundbedingung 
erfiillt. Daher ist durch Spaltung 

Z= 2, + % + +--+ * fa, 
wo die 2,, 2,-++2%q die Bedingungen bedeuten, welche dem Orte da- 
durch erwachsen, dass sein erstes, zweites, ---, a'** Element die mit 
Z gleichnamige Grundbedingung erfiillt. Jedes dieser Elemente liegt 
aber in dem Hauptelemente, welches den Ort tragen soll; fiir jedes gilt 
also auch die nimliche Formel des § 9. Addirt man daher die a Glei- 
chungen, welche sich ergeben, wenn man jene Formel auf jedes der 
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a Elemente des Ortes anwendet, so erhilt man zwischen den Grund- 
bedingungen des Ortes und seines Tragers eine Beziehung, welche mit 
jener Formel genau iibereinstimmt bis auf das gar keine Grundbedin- 
gung des Ortes enthaltende Glied, das jetzt mit a multiplicirt erscheint 
(vergl. die folgenden Formel-Tabellen). 

Wollte man nun dieses Verfahren auch zur Ableitung der auf 
Oerter von héherer als der nullten Stufe beziiglichen Formeln anwenden, 
so wiirde man oo’ Gleichungen zu addiren haben, wenn b die Stufe 
des Ortes ist. Dabei wiirde nach einer Bemerkung in § 5. die Dimen- 
sion der Formel um b erniedrigt werden, also wiirden auch alle Glieder 
verschwinden miissen, welche in der urspriinglichen Formel auf den 
Ort beziigliche Factoren von niederer als der b'* Dimension enthielten. 
Wir bemerken, dass diese Schlussweise auf dieselben Formeln, welche 
wir spiter streng beweisen wollen, fiihren wiirde, kénnen sie jedoch 
ohne Weiteres nicht als richtig anerkennen, weil sie die Addition von 
unendlich vielen Gleichungen voraussetzt. 

Zuniichst benutzen wir die Conformitaét der den obigen 13 Fallen 
zugehdrigen Formeln mit den Formeln des § 9. zu der folgenden um- 
fassenden, tibersichtlichen Darstellung aller dieser Formeln. 

»yMan bezeichne die 14 Grundbedingungen mit den ihnen in § 5. 
gegebenen Symbolen: : 

Por Pir Por P33 or &1> 2» 33 Gor Gir Jor Jur Isr Ia» 
fiige zu den folgenden 4 Hauptformeln: 


(1) P92 — 19; + Po = 9; 
(II) Co9n— AI + J = 9, 
(IIT) Pols — Pil + Poe; — Psey = 9, 
(IV) Joly — Iihs + Gola t+ Inky) — gyhy + Glo =O 
noch alle diejenigen hinzu, welche sich aus jeder dieser Formeln durch 
sbl. Mult. mit jedem Symbole ergeben, dessen Buchstabe schon in der 
Formel enthalten ist, und beriicksichtige bei dieser sbl. Mult. folgende 
aus § 8. sich ergebende Regeln: 
nn A=$ Ini AIn=%,; 
sonst aber immer 
Gz * Oy = Ge+y, 
wenn 6 eins der Symbole p, e, g bedeutet, und endlich: 
ps=0 und e,=0, wenn z>3 ist, g,—0, wenn 2 >4 ist“ “, 
Dann erhalt man alle auf die oben aufgezihlten 13 Fille beziig- 
lichen Formeln, wenn man erstens von den beiden in jeder Formel vor- 
kommenden Buchstaben sowohl den ersten auf das Hauptelement und 
den zweiten auf den in ihm liegenden Ort, wie auch umgekehrt be- 
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zieht, wenn man zweitens jedes Glied gleich Null setzt, dessen dem 
Ort b' Stufe angehériger Factor einen Index hat, der kleiner ist als 
b, wenn man drittens jedes dem Orte angehérige mit dem Index b be- 
haftete, also fiir ihn nullfache Symbol gleich der Gradzahl des Ortes 
setzt, wenn man viertens jedes dem Trager angehérige, mit dem Index 
Null behaftete, Symbol gleich dessen Gradzahl, d. h. gleich 1 setzt, und 
wenn man endlich bei dem Strahlenort zweiter Stufe g,, gleich dem 
Biindelgrad, g, gleich dem Feldgrad setzt.“ 

Hieraus ergeben sich, bei Benutzung der in der Tabelle des § 5. 
den Grundbedingungen nachgesetzten, nach der Stufenzahl der Oerter 
unterschiedenen Symbole, eine Reihe von Formeln, denen wir hier die 
fiir die Anwendungen brauchbarste Gestalt geben. Jede Forme) erhiilt 
diejenige arabische Nummer, welche der von ihr behandelte Fall in der 
Tabelle der 13 Fille erhalten hat. a@ bezeichnet immer den Grad des 
Ortes, beim Strahlenort bezeichnet b den Feldgrad, b’ den Biindelgrad. 


Aus (I) folgt: 
zu 1): a) G=cg —a-e, 
b) g—=Cgp —a-e, 
ce) G=ey, — eg; 


zu 2): a) @=a-C¢, 

b) ¢ =cQ’, 

c) T=eo —a-c; 
zu 9): a) CG =CY —A:%, 


b) C=cy —a-y. 
Aus (If) folgt: 
zu 5): a) P=ug —a-w, 
b) Js=UGe —a-u', 
ce) G=wyg— ug; 


zu 6): a) @ =a-u, 

b) ¢ =ue@, 

ce) T=we—a-w; 
zu 10): a) y= Ug —G4-gp, 


b) M=uge — a> Qs. 
Aus (III) folgt: 


zu 3): M=cu,—cCu+a-c; 
zu 4): P =cy’ —a-e; 
zu 7): C =uq—weta-w'; 
zu 8): P=pv—a-u’. 


Mathematische Annalen. X 3 
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Aus (IV) folgt (die Axe heisse g, der in ihr liegende Strahlenort 
nullter Stufe habe zu Grundbedingungen: h, h,, h., h,, H): 


zu 11): H = gh, — gphe— Gehy + gh —a-G, 
zu 12): Tf = gi — Jn — 90 +a-49:, 
zu 13): B=gp — b-g —U'-q. 


Die geometrischen Beweise dieser Kormeln beruhen simmtlich nur 
auf Anwendungen des Pr. d. sp. Lage, und sind so beschaffen, dass 
aus dem Beweise einer Formel fiir einen in einem Trager liegenden 
Ort nullter Stufe der Beweis der entsprechenden Formel fiir einen in 
demselben Trager liegenden Ort hdherer Stufe unmittelbar abgelesen 
werden kann. 

I. Beweis der aus (I) folgenden Formeln. 

Man lege die Aze der Grundbedingung g in das Feld der Grund- 
bedingung c. Dann wird die zusammengesetzte Bedingung cg erstens 
fiir einen in dem Biindel p liegenden Strahlenort nullter Stufe a'e" Grades 
sowohl dadurch erfiillt, dass dieser die Feldbedingung erfiillt, als auch 
amal dadurch, dass der Triiger p die Axenbedingung erfiillt, und zweitens 
fiir einen in dem Strahle g liegenden Punktort nullter Stufe a'* Grades 
sowohl dadurch, dass dieser die Axenbedingung erfiillt, wie auch a mal 
dadurch, dass der Triiger g die Feldbedingung erfiillt. Daraus ergiebt 
sich nach dem Gesetz der Spaltung Formel 1a) und 9a). Formel 1b) 
und 9b) ergiebt sich in aihnlicher Weise, wenn man den Punkt der 
Biindelbedingung g, in die Ebene der Feldbedingung ¢ legt. Legt 
man endlich den Scheitel des Biischels von g, in die Ebene von c, so 
ergiebt sich: 

cg = G+ 29; 
und aus dieser Formel und der mit ¢ symbolisch multiplicirten Formel 1b) 
folgt durch Elimination von cg, die Formel 1c). Hat man in dem 
Biindel p statt des Strahlenorts nullter Stufe einen Strahlenort erster 
Stufe a‘ Grades, so ergeben die ebenso specialisirten Lagen die 
Formeln 2a), 26) und 2c). Fiir 2c) ergiebt sich zuniichst wieder: 
ct=T+a-c', 
und daraus erst durch Benutzung der mit ¢ symbolisch multiplicirten 
Formel 2b) die gesuchte Formel: 


Ce =T+a-c. 
Il. Beweis der aus (II) folgenden Formeln: 
durch dualistische Uebertragung der Betrachtungen von I. 
Ill. Beweis der aus (III) folgenden Formeln. 
Fiir die Ableitung von 7) lege man erstens die Aze von c, durch 
den Biindel von w, zweitens die Aze von uw? in das Feld von c. Da- 
durch ergeben sich nach dem Pr. d. sp. L. und durch Spaltung, wenn 
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man unter x die Bedingung versteht, dass die Ebene des Punktorts 
a‘** Grades durch eine Axe geht, welche zugleich einen seiner Punkte 
enthalt, zwei Formeln, nimlich 


weg =x+C 


we=a2+ta-us, 
also durch Elimination von x die gesuchte Formel 7). Die Ableitung 
von 8) fiir einen Punktort erster Stufe ist genau dieselbe, wenn man 
statt c, v setzt, und statt des Feldes von ¢ eine beliebige Ebene nimmt. 
Die den obigen beiden Formeln entsprechenden Formeln sind dann: 


wve=ac+P 


und 


und 
a-=2, 
woraus durch Elimination von 2 Formel 8) folgt. Formel 3) resp. 4) 
folgen durch dualistische Uebertragung aus Formel 7) resp. 8). 
IV. Beweis der aus IV folgenden Formeln. 

Man verstehe unter x die Bedingung, dass der in der Axe g liegende 
Strahlenort einen seiner Strahlen einem Strahlbiischel zuschickt, wahrend 
die Axe in der Ebene dieses Strahlbiischels liegt, unter y die Bedin- 
gung, dass die Axe einem Strahlbiischel angehért, wihrend der Ort 
einen seiner Strahlen durch den Scheitel dieses Strahlbiischels schickt, 
und unter 2’ und y die durch dualistische Uebertragung aus x resp. y 
resultirenden Bedingungen. Legt man dann erstens die Aze der 


Axenbedingung g in den Strahlbiischel von h,, so ergiebt sich durch 
das Pr. d. sp. L. 


hg=H+e2e+4+2; 
legt man zweitens den Biindel von h, in das Feld von g., so folgt: 
hpJe = 2+ Y; 
legt man drittens das Feld von h, durch den Biindel von g,, so folgt: 
hegp = 2 +Y3 
legt man endlich viertens die Ave der Axenbedingung h in den Strahl- 
biischel von g,, so kommt: 
hg=y+y+a-G 
Die Elimination von z, 2’, y, y’ aus diesen 4 Gleichungen ergiebt die 
Formel 11). 


Fir die Formel 12), d. h. einen Strahlenort erster Stufe ergiebt 
das analoge Verfahren folgende Gleichungen: 


tg=T+e+4+2, 


OJe=x+y, 
OM =x+y', 
a-g=yt+y. 


3* 
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Fiir die letzte Formel seij noch bemerkt, dass y= a-g, und 
y =a’ - g,, wenn man unter « die Zahl derjenigen Strahlen des Strahlen- 
orts erster Stufe versteht, welche durch einen auf der Axe gelegenen 
Punkt gehen, und unter a’ die Zahl derjenigen Strahlen versteht, welche 
in einer durch die Axe gehenden Ebene liegen, so dass, da a die Zahl 
der die Axe und noch einen zweiten Strahl schneidenden Strahlen ist, 
nach dem Pr. d. sp. L. a + « =a ist. Fiir die Formel 13), d. h. 
einen Strahlenort zweiter Stufe fallt die letzte jener 4 Gleichungen ganz 
fort, da jetzt die Axe eine dreifache Grundbedingung nicht mehr erfiillen 


kann. Also: 
Bg =~B+eaet+e. 


Vge= 2, 
bYp =a ? 


wo, wie schon erwihnt, b den Feldgrad, b’ den Biindelgrad des Strahlen- 

orts bezeichnet. 

Unter den vielen Anwendungen, welche die eben bewiesenen 13 
Relationen zwischen den Grundbedingungen eines Hauptelementes und 
eines von demselben getragenen Ortes gestatten, heben wir hier nur 
die fiir Plancurven wichtigste hervor. 

Bezeichnen fiir eine beliebige Plancurve: 
uw, uw’, w® die Grundbedingungen ihrer Ebene, 

v, P die Grundbedingungen ihres elementaren Punktorts, @ dessen 
Grad, d. h. ihre Ordnung, 

o, o, t, T die Grundbedingungen ihres elementaren Strahlenorts, b dessen 
Grad, d. h. ihren Rang, 

¢, ¢,, C die Grundbedingungen eines beliebigen ihrer Pliicker’schen 
Punktorter nullter Stufe, « dessen Grad, d. h. die Anzahl ge- 
wisser singularer Punkte, z. B. der dreifachen Punkte, 

I> Jey Ins Js, & die Grundbedingungen eines beliebigen ihrer Pliicker’- 
schen Strablenérter nullter Stufe, y dessen Grad, d. h. die An- 
zahl gewisser singulirer Strahlen, z. B. der Verbindungsstrahlen 
je zweier Spitzen, so ist: 


nach 8): P=pv—a-p; 

nach 6a): o =b-u, 

nach 6b): t —ueg, 

nach 6c): T = wo —d-up'; 

nach 7): C=uq —we+a-p'; 
nach 5a): Io=ug —7-H?, 

nach 5b): Is = UGe — yw, 


nach 5c): G = u'g,— wg. 
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Diese 8 Resultate lassen sich zu folgendem Satze vereinigen: 

»Bei einer Plancurve kinnen immer alle diejenigen auf einen ihrer 
Pliicker’schen. Oerter beziiglichen Grundbedingungen, welche bei fester 
Ebene der Plancurve nicht befriedigt werden kinnen, d. h., welche mit 
u® symbolisch multiplicirt, ihrer Natur nach, jedem Systeme die Anzahl 
Null verschaffen, durch die iibrigen auf denselben Pliicker’schen Ort 
beziiglichen Grundbedingungen und durch die Grundbedingungen der 
Ebene ausgedriickt werden.“ 

Analoge Sitze gelten fiir alle Gebilde, welche in Tragern liegende 
Oerter besitzen. 

Jede in einer der obigen Formeln links vom Gleichheitszeichen 
stehende Grundbedingung bezeichnen wir daher als unwesentliche, jede 
rechts stehende als wesentliche, werm der zugehérige Ort die specielle 
Lage hat, bei der diese Formel gilt. 


§ 11. 


Beziehungen zwischen den zusammengesetzten Grundbedingungen eines 
in einem Trager liegenden Ortes nullter Stufe a" Grades und 
den Grundbedingungen seines Tragers. 


Wir haben eben in § 10. gesehen, dass bei einem von einem 
Hauptelemente getragenen Orte nullter Stufe die unwesentlichen Grund- 
bedingungen sich durch die wesentlichen und die Grundbedingungen des 
Trigers ausdriicken lassen. Aber auch diese wesentlichen Grundbedin- 
gungen sind bei Zulassung zusammengesetzter Grundbedingungen nicht 
von einander unabhdngig. Ks lassen sich namlich bei einem Orte-nullter 
Stufe a‘ee Grades diejenigen zusammengesetzten Grundbedingungen, wel- 
che mehr als a symbolische Einzel-Factoren enthalten, durch diejenigen, 
welche a oder weniger als a Einzel-Factoren enthalten, und durch die 
Grundbedingungen des Trigers ausdriicken, Dies soll an einem Beispiele 
erliutert werden, welches so gewihlt ist, dass die dabei entwickelten Resul- 
tate spiiter, nimlich fiir die drei Wendetangenten der Plancurve dritter 
Ordnung vierten Ranges, unmittelbare Anwendung finden kénnen. Dieses 
Beispiel ist der Strahlenort nullter Stufe dritten Grades, welcher eine 
Ebene mit den Grundbedingungen uw, uw”, u® zum Trager hat, d. h. also 
ein ebenes Dreiseit. Die Grundbedingungen des Ortes seien /, f,, [2, f., F. 

Dann ist nach den Formeln des § 10.: 

fp=uf—3w; A=ee—30; Fw — vf; 
Unsere Aufgabe besteht nun darin, Formeln zu entwickeln, welche 
die Symbole ff", wo m-+ n> 3 ist, durch die Symbole /" f, wo 
m+n < 3 ist, und durch die Potenzen von mw ausdriicken. Zunichst 
fiihren wir Symbole f*:*:ein. Jedes f* °° bedeute die Bedingung, 
dass ein beliebiges der drei Elemente des Ortes die Axenbedingung 
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amal, ein zweites dieselbe bmal, das dritte dieselbe cmal erfiille. Dann 
ist natiirlich jedes f**»* gleich Null zu setzen, in welchem eine der 
Zahlen a, b, ¢ grésser als 4 ist, oder in welchem die Summe zweier 
grosser als 7 ist, oder in welchem die Summe aller drei grésser als’9 ist. 
Es giebt demnach fiir unsern Ort 28 Bedingungen von der Form 
f*:*-*, Aus dieser Bezeichnungsweise fliessen folgende Regeln fiir die 
sbl. Mult. zweier Symbole /*?>°: 

1) Wenn sowohl a > 0 ist, als auch d > 0 ist, so ist: 

{2% {49° = fard,0,0 a fe 49, 

2) Wenn mehr als eine der Zahlen a, b, c grésser als Null ist, 

und zugleich d > 0 ist, so ist: 
fee [2-00 anes perstee a faetae a [eb-e+4, 

3) Wenn sowohl mehr als eine der Zahlen a, b, ¢ grosser als 
Null ist, wie auch mehr als eine der Zahlen d, e, f grésser als Null 
ist, so ist: ; 

{* b,¢ f@ ad atts fore b+e, c+/ + [ere b+f, e+e 
ot fere 6+d, e+/ ob {ere b+/, c+d 
-- fers b+, c+e a [ats b+e, c+. 


1) [22% 9 72000 coe foo + fee, 
2) £20 £110 — DFS10 4 F211 
3) ft f 8, © uns 4f3.%1 a 2/222 2 
Beriickzichtigt man nun noch, dass nach dem Friiheren 
f> =f +h =f+uf— sy’, 
[Pom 2f,—=2uf, —6 y, 
foo 2 P= 2 utf— 2 wif 
ist, so ergeben ‘die eben aufgestellten Regeln fiir die 28 von Null ver- 
schiedenen Bedingungen f*** folgende Moduln, welche nur von den 
Potenzen von w und denjenigen f"/,", wo m+ n< 3 ist, abhingen: 
Erster Dimension: 
1) [bom f. 
Zweiter Dimension: 
2) [20° — f+ uf — 3°, 
3) fie = foo {f° — f2%° 
=ff—f.—vft+ 3e’. 
Dritter Dimension: 
4) f2°°—2uf,— 6p, 
5) f% 0 ae £00 72,00 _ £3, 0,0 


=ffe+ uff — 2uf.— 3wf + 6y', 
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6) fit ae £100 fb — 2f%1,0 
=fff—3ffe—3uff+4uf.+ 9u*f— 1245. 
Vierter Dimension: 
1) fO%° = 2uf, — 2 uf, 
8) £310 a £1,0,0 £3,0,0__ £4, 0,0 
=2uff—2wf—4u'f, 
9) [2° a= [20,0 f° pe {*%%° 
=fefe+2uff+ wff—8wf—4 uf, 
10) £241 == f4%0 £%1.0 _ £3,1,0__ 72,20 
= [20 f1,1,0 — 2f310 
= fffe—fefe + wtf — 6 uffe— 4 wf + Wer fe+ 14y%f. 
Fiinfter Dimension : 
11) f*'° = [4,0 £1,0,0 
=2u’ffe— 2u' ff, 
12) [32° == [*%° £2.00 
2ufefe + 2u/fe— 12 uf, 
13) f* 1,1 oe f* %0 7%00 ss f*° —— f%%e 
= £30 £110 _ 2 F4,1,0 
=2ufffe— 2ufef—Owffe —2u'ff+ 12uf., 
14) f%%t = [229 £100 2 £3,20 
= f%10 £2,0,0 [40 — f%%0 
=ffefe+ 2ufff—4ufhe+ wfff — 12 uff. 
—4u'ff + 24u%f. 
Sechster Dimension: 
15) f 420 as [2% £2 %0 
=2w ff, 
16) f*'! am f* 1,0 f'1, 0,0 a ft 2° 
— f* 6,0 71, 1,0 
=2wfff.—2wffe —2u'fff, 
17) [3° aus [2% 9 F300 
=4 Whole ’ 
18) [221 = f3%0 £1.99 a= £310 £2,0,0 _ £3, 3,0 
= [210 £3,0,0 _ £420 
= 2uff-fe+2wffh— 6whfe — 12u'ff., 
19) f2%2 — (%2%1 £100 __ 2 73.21 
= f%%9 £2,0,0 _ 24,20 
=fehefe + 3uffefe+ 3th — bw h+ wfff— Be" sf. 








40 


H. Scnuserr. 
Siebenter Dimension: 
20) fs? == [4% 0 £3,0,0 
=4u'f.f., 
21) f**! == {420 /1,0,0 — {430 
== ft 1,o £2,0,0 _ f*%° a= [4% 0 72,1 0 
=2u*/f-f.—4w ff, 
22) f>** ass [2% £10 ae 2f%%0 
aan f* 1,0 £3, 0,0 aod f**° 
=4wff.fe— 8u'ff. , 
23) f3%2 = [229 £20 _ £4, 3,0 — £3,0,0 £2,2,0 
=2uffft+4wfhte+ 2u°fffe — 22 uff, 
Achter Dimension: 
24) fest pen f4%0 £3 1,0 = [%° 77440 


== f* 3,0 foo 
=4 uw fff. ? 

25) 4%? — £400 £220 — 74,20 £2,0,0 
=2whfefe+2u*fhel- , 

26) f* 9 an f 3,0 f® = f?. 2,0 f* 0, 0 
=—4wfffe.+ 4u ffl - 


Neunter Dimension: 
27) {43% oe f4:%0 £820 [420 £300 — £2 %0 f4,3,0 
— 4 whelefe ? 
28) f*® &3 am f* 0, 0 /*® 0,0 f* O06 oe f> 3,0 [2% 0 
= 8 eff. 


Stellt man nun durch Spaltung die Potenzen von f als Summen 
von Summanden her, welche die Form f**° haben, und setzt fiir diese 


die eben berechneten Moduln ein, so erhiilt man die Potenzen von f 


als Functionen von 


#, w, pe 
und 
f, fe, 
ff, fhe» fefes 
fff, fffe, fheles fefefe- 
Z. B. 


{7 = 35 £459 4+ 105 £421 4 70 £3514 105 £322, 
Dies giebt nach Substitution der Moduln: 

f? = 210 wf? + 910 wff2 + 210 wf?f, — 3150 wf. 
Dieser Modul fiir f* ist schon in § 4. als Beispiel erwabnt. 
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In analoger Weise kénnte man nun auch Moduln fiir die Symbole 
entwickeln, welche nicht f allein, sondern f und f, als Einzelfactoren 
enthalten und so zu Moduln fiir diejenigen 20 Bedingungen f”/." ge- 
langen, in welchen m + n > 3 ist. 

Wir wollen jedoch dieses Verfahren durch ein bequemeres ersetzen. 
Multiplicirt man nimlich jene 28 Symbole f**¢ auf alle mégliche Weise 
mit einander, so erhilt man theils freilich Identititen, theils aber auch 
Gleichungen, welche nur ein einziges Symbol f"f.", wo m--n grosser 
als 3 ist, enthalten, und welche also zur Ableitung der gesuchten Mo- 
duln und zur Erlangung von Bestiitigungen geeignet sind. Am schnell- 
sten gelangt man zu den 20 gesuchten Formeln, wenn man nach dem 
eben angegebenen Verfahren nur die Moduln der 5 Symbole f4, f*/., 
ff, ff, f+ berechnet und hieraus die Moduln der 15 tibrigen Sym- 
bole dadurch ableitet, dass man fortwibrend mit f und f, sbl. multi- 
plicirt und unmittelbar darauf fiir rechts etwa auftretende Symbole 
{"f", wo m-+n> 3 ist, die nun schon berechneten Moduln einsetzt. 
Die meisten dieser 15 Moduln erhailt man dann auf zweierlei Weise, 
naimlich durch sbl. Mult. mit f sowohl wie mit f,. 


1) f‘ wird abgeleitet entweder aus: 
£4%0 ft = 3f%11, 


[440 [10 a QKH20 4 4f%11, 


Man erhalt iibereinstimmend nach Substitution der oben berech- 
neten Moduln: 


f' = 6/%f, —3f2 — 2uffe +6 uf? + 30uef,— 21 wef? + 54prf. 
2) f°f- ergiebt sich entweder aus: 

[1% 9 f2 i, a= f511 + 2 f2%1, 

[2° fit? a 3 £311, 


nachdem fiir das dabei auftretende {4 der eben berechnete Modul ein- 
gesetzt ist. 


oder aus: 


oder aus: 


3) {7/2 ergiebt sich entweder aus: 


[2% 7221 == f% 32 ae 2 f%% 1, 


oder aus: 


[2° f® 1,1 == f+ 1,1 + 2/f%*!), 


nachdem fiir f‘ und f*/, die Moduln eingesetzt sind. 
4) ff. ergiebt sich entweder aus: 


£10 £222 = 3/322, 


f2%0 [221 aus {*2? 4- 2 F431, 
nachdem fiir f‘, f°f., f?f2 die Moduln eingesetzt sind. 


oder aus: 
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5) f.' erhilt man entweder aus: 
£20 £2.22 ae 3 F422, 
nachdem fiir f', /°f., f?f2, ff. die Moduln eingesetzt sind, oder noch 
kiirzer direct geometrisch. 

Als Beispiel fiir die Ableitung der Moduln derjenigen f”/,", bei 
denen m-+n>4.ist, aus den Moduln derjenigen, bei denen m-+n=—4 
ist, diene die Ableitung von f‘f, (vergl. die unten folgende Tabelle). 

Der mit f sbl. multiplicirte Modul von ff, ist: 


f= 300? + buff. — Tuff? — 18y°f?f.— 3w'f? + 30p°ff., 


die Substitution der dann als berechnet vorauszusetzenden Moduln fiir 


f?f2 und f*f, ergiebt: 
ff = 8/2 + Buffe +.21we ff, — Tutfe — wf? — W2u*ff.. 


Dieselbe Form d erhilt man auch dadurch, dass man den Modul von 
f* mit f, sbl. multiplicirt und fiir die dadurch rechts auftretenden 
{?f.? und f*f, wieder die als berechnet vorausgesetzten Moduln einsetzt. 


Wir stellen jetzt die so vom Verfasser auf verschiedenen Wegen 
gewonnenen tnd verificirten Moduln aller 30 von Null verschiedenen 
Bedingungen f”/." zusammen und nehmen also der Vollstandigkeit 
wegen auch die Bedingungen f?/f.2, wo p + q <3 ist, mit in die Ta- 
belle auf. Rechts vom Gleichheitszeichen stehen also nur Bedingungen 
von der Form u"f?f2, wo p+q<3 ist, und zwar geordnet nach 
steigenden Potenzen von uw. Die Formeln selbst sind wieder nach ihren 
Dimensionen geordnet. 


Nullter Dimension: 


1) f°f = 1. 

Erster Dimension: 
2) f'f® =f. 

Zweiter Dimension: 
3) f° f'=f., 
4) f?f? =f?. 


Dritter Dimension: 
5) f'f' = ff, 
6) (Pf? =f?. 
Vierter Dimension: 
)PR=f,; 
8) Pr =Pf, 
9) ff? = 6f%f,—3f.2—22 uff. + 6 uf? + 30u2f,— 21 u2f? + 54 pf. 
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Fiinfter Dimension: 
10) f'f? =ff?, 
11) f°fe' = 3 ff? + 6uf?f.— Twp? —- 18 e?/f. — 3u°f? + 30u%F., 
12) f*f2 = 15ff? + 50uf*f.— 60mf2 + 15u2/*— 210u*ff.— 90 u*f? 
: + 360u'f, . 
Sechster Dimension: 
13) (°f =f, 
14) (°f? =f? + Suff? — OW fi? +e Pi— wf —S8 uff, 
15) (4 fe! = 3f8 + 26 uff? + 21? ff, — T2u?f? — 6 f>— 102% ff, 
16) f°f.° = 15f3 + 165 uff? + 195 wf? f, — 5450726? — 15 wf? 
— 990 4° ff. . 
Siebenter Dimension: 
17) ff) = 3uf3 + 3 uff? — 3 wf?f. — 12 wf?, 
18) ff? = 8ufe + 21 t/f2 — 6uif?f,— 66 wf, 
19) ffe! = 35 uf? + 130 w? ff? + 5 uf? fe — 425 wf, 
20) ff, = 210 wf? + 910 w2ff2? + 210 wf?f, — 3150 w2. 
Achter Dimension: 
2) ffi'= 6wfi— 6u*ff, 
22) ffd— efr+ 3wff?, 
23) (f= 45h + 45 eff2, 
24) ff! = 285 wf + 345 uff’, 
25) f*f° = 1540 w*f? + 2660 uff. 
Neunter Dimension: 
26) f'ft'= 12 uf’, 
27) ffi = 39 u*f3, 
28) ff? = 180 p*f.’, 
29) f Tf = 1050 uf, 
30) £972 = 7280 uf’. 

Alle diese Formeln sind durch die wichtige Anwendung, welche 
sie spaiter finden werden, mehrfach auch numerisch verificirt. 

Ueber diese Anwendung sei hier vorliufig Folgendes mitgetheilt. 
Wie schon in § 6. erwihnt ist, war eins der dussern Ziele bei des 
Verfassers Untersuchungen die in dem Preisthema der kgl. dinischen 
Akademie verlangte Bestimmung aller elementaren Anzahlen der cubi- 
schen Raumcurve. Diese Anzahlen hiingen aber, wie in der dritten 
Abhandlung gezeigt werden wird, namentlich von gewissen bisher 
noch nicht bestimmten Anzahlen gewisser Plancurven und gewisser 
diesen dualistisch entsprechender Kegel ab. Unter den letzteren An- 
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zahlen befinden sich aber auch alle diejenigen auf eine Plaucurve drit- 
ter Ordnung vierten Ranges beziiglichen Anzahlen, welche als symbo- 
lische Einzelfactoren ausser. den elementaren Bedingungen der C,* auch 
noch die Grundbedingungen f, f,, f., f, F’ des Orts ihrer 3 Wende- 
tangenten enthalten. Von diesen Anzahlen lisst sich nun vermittelst 
der Formeln des vorigen § und der eben mitgetheilten Formeln der 
grissere Theil durch den kleineren Theil ausdriicken, so dass eine directe 
Berechnung nur noch weniger Anzahlen iibrig lisst, namlich nur aller 
derjenigen, welche in folgender Form enthalten sind: 


evo f?f2, 
wo p+q< 3 ist, natiirlich m <3 und 


mt+tn+r+p+ 2q 
gleich der Constantenzahl 11 der C,' ist. 


§ 12. 


Moduln fiir die Potenzen der Axenbedingung des in einem Strahlbiischel 
liegenden Strahlenorts nullter Stufe dritten Grades. 


Bei dem Fall eines in einem Strahlbiischel liegenden Ortes war in 
§ 10. nur erwihnt, dass dann die Formeln fiir die Lage des Ortes in 
dem Felde w uhd die Formeln fiir seine Lage in dem Biindel ¢ des 
Strahlbiischels gleichzeitig gelten miissen. Wir benutzen diesen Um- 
stand fiir die Lésung des folgenden Problems: ,,Herstellung von Mo- 
duln, durch welche alle zusammengesetzten Grundbedingungen des in 
einem Strahlbiischel liegenden Strahlenorts nullter Stufe dritten Grades 
nur von folgenden Bedingungen abhingen: 
1) den Producten der Grundbedingungen u, u*, uw der Ebene des 
Strahlbiischels mit den Grundbedingungen c, c?; c> des Scheitels 
des Strahlbiischels , 
2) der Bedingung v,, welche aussagt, dass ‘keiner der drei Strahlen 
des Orts die Axenbedingung v erfiillt, 
3) der Bedingung v,, welche aussagt, dass einer der drei Strahlen 
v erfiillt, 
4) der Bedingung v,, welche aussagt, dass jeder von zweien der drei 
Strahlen v erfiillt, 
5) der Bedingung v,, welche aussagt, dass jeder der drei Strahlen 
v erfiillt. 
Nach § 10. ist, wenn a Strahlen g durch einen Punkt c gehen und 
zugleich in einer Ebene wu liegen: 


Je=Cg—a-e, 
Ip = UI — a: pu’, 
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also durch Addition: 


gf = (Ute) —a-(w+e*). 
Daher ist: 


erstens die Bedingung, dass einer der drei Strahlen die Axen- 
bedingung zweimal erfiillen soll, gleich 


Y (ue) — 3+ v9 (u? +c?) 5 
eweitens die Bedingung, dass einer die Axenbedingung einmal, 
einer der beiden andern dieselbe zweimal erfiillen soll, gleich 


¥ (upc) — 2-9, (w+); 
drittens die Bedingung, dass jeder von zwei Strahlen die Axen- 
bedigung einmal, der dritte sie aber zweimal erfiillen soll, gleich 


vy (+0) — 1+», (2-2). 
Wir erhalten daher durch sbl. Mult. von »%, »,, »,, v, mit v 
folgende Regeln. Es ist immer: 
MoM» 
vy = +1- [4 (ue) —3 %(W+e)], 
vv, =v,+2-[v,(u+e)—2»,(u?+c’)], 
rh: Jara 3+ [v5 (ute) — 3 v,(u?+c*)]. 
Bei fortwihrender sbl. Mult. mit » und gleich darauf folgender 
Benutzung dieser Regeln ergiebt sich nach einander: 
1) Y%=y, 
2) vt = 1» 
3) v= vw, + v, (u+c) —3 % (u?+c?) , 
4) v9 = vy +3 my (utc) — 6m, (Ure) + 2D, (uc) — 3 m (uP 0?) 
~ 3% (ure+uc’) , | 
5) vt = 6» (utc) — 3, (uP +c) + 1405 (ue) — 21%, WF) 
— 19 v, (w?e+ mc) + 30 % (u?c?) , 
6) v8 = 15 v4(u?-+c%) + 50» (we) — 4504(u3-+c8) — 15», (u2e-t pc’) 
— 80 v, (ue?) + 240 v4 (ui e2) , 
7) v8 — 1805 (u2c+-pe®) — 500 v, (u®e®) + 560 v, (ue?) , 
8) v7 == 1120 v,(u2c?) — 2520 v, (uc?) , 
9) v§ == 4200 v, (uc?) . 
Die sehr leichte direct geometrische Herleitung der letzten dieser 
9 Formeln liefert eine Bestitigung, denn 


8,-(8—4),-2-2-4-8, -(8—4), -4-2- (14-1) -+8,-(8—8),-}-2-2-(14-1)—4200, 


wo a, die Zahl bedeutet, welche angiebt, auf wieviel Arten aus a 
Elementen je 6 zusammengefasst werden kénnen. Alle iibrigen zusam- 
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mengesetzten Grundbedingungen des Orts lassen sich durch die ange- 
gebenen ausdriicken, sobald man hinreichend benutzt die schon erwihn- 
ten Formeln aus § 10.: 


Ip =ug—s3eu, 
Je = cg —3e’, 
und die aus ihnen folgenden: 
9s = weg — 3(we-+c%) = weg — 3(u?+ yu), 
G = (uc?—e')g — 3y?c? = (we —u)g — 3 pre’. 
Auch die in diesem § entwickelten Formeln haben durch ihre 


Anwendungen bei den Ausartungen der cubischen Plancurven viele 
numerische Bestitigungen erfahren. 


§ 13, 

Die Producte aller Potenzen der Axenbedingungen zweier in einem Strahl- 
biischel liegenden Strahlen, ausgedriickt durch die nullten und ersten 
Potenzen ihrer Axenbedingungen und durch die Grundbedingungen 
des Scheitels und der Ebene des Strahlbiischels. 


Die Ebene des Strahlbiischels habe wieder die Grundbedingungen 
uw, w, w, sein Scheitel c, c*, c*. Die beiden in ihm liegenden Strah- 
len a und b mit den Axenbedingungen a und b seien so beschaffen, dass 
ihre Gesammtheit nicht als ein einziger Strahlenort zweiten Grades aufge- 
fasst werden darf. Dann ist jedes Symbol a"b™ eine Function von 
a, b, a-b und den Producten der Potenzen von w unde. Aus Formel 
(I) und (IL) in § 9. und der Formel g* = g, + g. in § 9. ergiebt sich 
nimlich zuniichst: 


1) a? = a(u+c) — (w?+e’), 
2) = b(u+o) — ute. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgen durch sbl. Mult. mit a und 8, 
und jedesmalige Ersetzung der dabei rechts erscheinenden Symbole a? 


und 6? durch die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen, nach und 
nach die Formeln: 


3) a® = 2a(uc) — (u®+c%) — (wre+uc’), 

4) a?b = ab(uc) — b(u?+e), 

B) at = — auc) + a(ure+uct) — 2(u*e), 

6) a°b = 2ab(uc) — b(u'+ c*) — b(wc+ uc’), 

7) a®b? = ab (uw? +c?) + 2ab(uc) — (a+b) (wu? +c’) 
— (a+b) (we-+ uc’) + 2 (ure?) , 

8) atb = — ab(u®+c*) + ab(wre+uc’) — 2b(urc’) , 
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9) a°b? = 2ab(we+ mc?) — 2a(urc?) — 4b(u?c*) + 4(u%c?) , 
10) ab? = 2ab (uc?) — 4b (ure?) , 
11) ab? = 4ab(u?c*) — 4(a-+-b) (ur c*) , 
12) atb’ = 4ab(usc*) , 
und ausserdem die durch Vertauschung von a und b aus diesen her- 
vorgehenden neuen Formeln. 

Wir machen von diesen Formeln sogleich eine Anwendung, welche 
uns spiter fiir die Berechnung der Anzahlen gewisser ausgearteter 
eubischer Plancurven (z. B. der in den Gott. Nachr. Mai 1875 mit 4d, 
bezeichneten Ausartung der C,*) von Nutzen sein wird. Sind nimlich 
die beiden Strahlen a und b aus einem in dem Biischel (uw, c) gelege- 
nen Strahlenorte nullter Stufe dritten Grades dadurch hervorgegangen, 
dass zwei seiner drei Strahlen in den Strahl a, der dritte in den Strahl 
b gefallen ist, so lassen sich jetzt die Potenzen der Axenbedingung v 
dieses Strahlenorts durch die Producte der Potenzen von mw und ¢, 
durch die Axenbedingung a des Strahls a, durch die Axenbedingung | 
des Strahls &, und durch das Product beider a -b ausdriicken. Denn 
es ist nach dem Gesetze der Spaltung: 

v" == (2a-+b)". 
Daraus folgt durch Ausfiihrung der angedeuteten Potenzirung und hin- 
reichende Benutzung der eben gefundenen 12 Formeln: 


1) v'==2a+b, 
2) v? = 4ab + 4a(u+c) + b(u+e) —5(w?+<’), 
3) v? = 18 ab (u+c) — 6a (u?+c?) + 16 a(uc) — 12d (w?+ ce?) 
+ 2b(we) — 9(u>+ *) — 9(w?e+ we), 
4) vt = 24ab(u*? +-c*) + 128ab(uc) — 48a (us +c) — 16a(u?e+ pc’) 
— 57 b(u> +e) — 55b(we+- uc’) + 14 (u?e’), 
5) v? = — 90 ab (u® + c*) + 330 ab (we + uc*) — 340 a (u*c’) 
— 560 b (u?c*) + 480 (u%c*) , 
6) v® = 1240 ab (u?c*) — 880a(u*c?) — 1600 (usc?) , 
7) v? = 3360 ab (usc?) . 
Die letzte Formel ist sehr leicht geometrisch zu verificiren, da 
das aus a@ und b bestehende Strahlenpaar durch 7 Strablen, die es 


schneiden soll, endlichdeutig bestimmt ist. Werden 4 der 7 gegebenen 
Strahlen zur Bestimmung des Doppelstrahls verwendet, so ergiebt sich: 
7,°24-2-2; 
und werden 4 Strahlen zur Bestimmung des einfachen, also 3 zur Be- 
stimmung des doppelten Strahls verwendet, so ergiebt sich: 
7, + 23.2.2, 
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Die Summe beider Zahlen ist aber 3360, d. i. der Coefficient von 
a - b(w%c?) in der. letzten der 7 Formeln. 

Alle iibrigen Producte von Grundbedingungen des behandelten Ge- 
bildes hingen durch die Formeln der friiheren §§ nur von den Potenzen 


von v, uw, ¢ ab, lassen sich also dann vermittelst der obigen Formeln 
leicht durch: 


a,b, a-b, (ute), (w+), (we), (w+), (We + wc?) 
ausdriicken. 

Am Schlusse dieses Abschnitts sei noch besonders hervorgehoben, 
dass es in dem fundamentalen Charakter der in ihm entwickelten Re- 
sultate begriindet liegt, warum die Ableitung derselben von algebrai- 
schen Principien nur das Princip der speciellen Lage vorauszusetzen 
braucht, namentlich also frei bleiben konnte von dem gewoéhnlichen 
Correspondenzprincip und den Productensiitzen, das ist den Sitzen, 
welche den Grad des Orts der zweien Oertern gemeinsamen Elemente 
als Function der Gradzahlen dieser Oerter angeben. Jedoch wird schon 
der niichste Abschnitt dadurch, dass er nicht bloss Oerter, d. h. Sy- 
steme von Hauptelementen, sondern aus Oertern bestehende Gebilde, 
nimlich das Punktepaar, das Ebenenpaar und das Strahlenpaar, be- 
handelt, das Correspondenzprincip voraussetzen und dabei auch den 
Begriff eines ausgearteten Gebildes einfiihren miissen. Die Untersuchung 
dieser niichst den Hauptelementen einfachsten Gebilde ergeben dann 
alle méglichen im Sinne von Zeuthen (C. R. Juni 1874) erweiterten 
Correspondenzsidtze, bei deren Auffindung auch die Resultate unsres 
§ 10. zur Anwendung kommen. In diesen Correspondenzsiitzen stecken 
die eben erwihnten Productensiitze als einfachste specielle Fille. 


ill. Abschnitt. 


Die Paare von Hauptelementen und ihre 
Coincidenzen. 


§ 14. 
Definition der Paare und ihrer Coincidenzen. 


Nachdem wir uns im vorigen Abschnitt nur mit Punkt, Ebene, 
Strahl und den von ihnen erzeugten Systemen beschiftigt haben, gehen 
wir in diesem Abschnitt zu einer Untersuchung der nichst einfachen 
Gebilde tiber, nimlich zu denjenigen 6 Gebilden, welche von je zwei 
Hauptelementen erzeugt werden, also von 
1) Punkt und Punkt, 

2) Ebene und Ebene, 
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3) Strahl und Strahl, 
‘4) Punkt und Ebene, 
5) Punkt und Strahl, 
6) Ebene und Strahl. 

Namentlich werden uns die drei ersten dieser 6 Gebilde beschiaftigen, 
das Punktepaar, das Ebenenpaar und das Strahlenpaar. Da das Punkte- 
paar und das Ebenenpaar sich dualistisch entsprechen, so brauchen 
wir von diesen beiden Paaren nur das eine zu beriicksichtigen. Wir 
wihlen das Punktepaar. Unter den Paaren sind besonders ausgezeichnet 
die Coincidenzen, das sind solche Paare, wo die beiden erzeugenden 
Elemente unendlich nahe sind, und dadurch die Constantenzahl des 
allgemeinen Paares um 1 erniedrigen. Jede Coincidenz heisse «. 

In den folgenden Abhandlungen werden wir immer unter einer 
Ausartung eines Gebildes A ein solches Gebilde verstehen, welches der 
Definition von A vollkommen geniigt, aber eine um 1 kleinere Con- 
stantenzah] als A dadurch gewinnt, dass die auf ihm liegenden Pliicker’- 
schen Oerter (§ 6.) eine specielle Lage einnehmen. Demgemiiss diirfen 
wir die Coincidenzen als ausgeartete Paare ansehen. 

Wir lassen jetzt die Beschreibung der Paare und ihrer Ausartungen 
mit Angabe der Symbole folgen, welche im Folgenden fiir die Grund- 
bedingungen ihrer Pliicker’schen Oerter gebraucht sind. 

1) Das Punktepaar. Seine Constantenzahl ist 6. Seine Pliicker’- 
schen Oerter sind nicht bloss seine beiden Punkte ¢ und d, sondern 
auch deren Verbindungsstrahl g. Die beiden Punkte seiner Coincidenz ¢ 
liegen wie zwei consecutive Punkte einer Curve, der Verbindungsstrahl 
wie die zugehérige Tangente. Da eine ¢ angehérige Grundbedingung 
fiir ¢ identisch ist mit der gleichnamigen d angehérigen Grundbedin- 
gung, so soll, damit keiner der Buchstaben ¢ und d bevorzugt erscheine, 
der Coincidenzpunkt von ¢ 6 heissen. 

2) Das Ebenenpaar entspricht dem Punktepaar dualistisch. 

3) Das Strahlenpaar. Seine Constantenzahl ist 8. Seine Pliicker’- 
schen Oerter sind nicht bloss seine beiden Strahlen g und h, sondern 
auch der Strahlenort zweiter Stufe (Congruenz), welcher von allen, 
g und h zugleich schneidenden Strahlen gebildet wird. Feldgrad und 
Biindelgrad dieses Ortes sind beide gleich 1. Die Biischelbedingung 
heisse 6, die Strahlbedingung.B (Bezeichnung von § 5.). Die beiden 
Strahlen der Coincidenz ¢ liegen wie zwei consecutive Strahlen einer 
Regelfliche. Der Coincidenzstrah] von « heisse k. Das Strahlenpaar 
hat ausser der Coincidenz noch eine zweite Ausartung, namlich das 
Schneidepaar 6. Bei ihm schneiden sich die Strahlen g und h, ohne 
unendlich nahe zu sein, wodurch die Constantenzahl 8 des nicht-aus- 
gearteten Paares ebenfalls um | erniedrigt wird. Bei o zerfallt der 
Strahlenort zweiter Stufe in das Strahlenfeld der den beiden Strahlen 
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g und h gemeinsamen Ebene uw, und den Strahlenbiindel des ihnen ge- 
meinsamen Punktes ec. 

4) Das aus Punkt und Ebene bestehende Paar. Seine Constanten- 
zahl ist 6. Seine Pliicker’schen Oerter sind nur sein Punkt ¢ und 
seine Ebene pu. 

5) Das aus Punkt und Strahl bestehende Paar. Seine Constanten- 
zahl ist 7. Seine Pliicker’schen Oerter sind nicht bloss sein Punkt c 
und sein Strahl g, sondern auch die beide enthaltende Ebene w. 

6) Das aus Ebene und Strahl bestehende Paar entspricht dem eben 
genannten Paare dualistisch. 


Bei jeder Coincidenz fallen zwar, der Definition gemiss, die beiden 
das Paar erzeugenden Hauptelemente zusammen. Trotzdem aber ist der 
etwa ausserdem hinzukommende Pliicker’sche Ort vollkommen be- 
stimmt. Da jede Ausartung eines Gebildes eine um 1 kleinere Con- 
stantenzahl hat, als das Gebilde selbst, so enthilt ein System a'" Stufe 
von Paaren ein System (a—1)'* Stufe von Ausartungen. In eine fiir 
ein System a'* Stufe aufgestellte Formel zwischen a-fachen Bedingungs- 
symbolen kénnen daher auch (a—1)-fache einer Ausartung angehirige 
Bedingungssymbole eintreten, da ja ein ausgeartetes Gebilde der De- 
finition des Gebildes vollkommen geniigt. Wir bezeichnen nun die 
Zahl der Ausartungen t von bekannter Definition, welche die definirende 
Bedingung eines zu Grunde gelegten Systems a' Stufe und ausserdem 
eine (a—1)-fache Bedingung erfiillen, wie das Product, dessen einer 
Factor das Symbol dieser (a—1)-fachen Bedingung, und dessen anderer 
Factor das Symbol +r der Ausartung ist. Die Operation, welche in 
§ 3. unter dem Namen der symbolischen Multiplication erliutert und 
im zweiten Abschnitt vielfach angewendet ist, lasst sich natiirlich auch 
auf Formeln anwenden, welche Ausartungssymbole enthalten, d. h. es 
kann auch bei solchen Formeln jede Bedingung dem hinzuzudenkenden 
Systeme genommen und den a-fachen Symbolen resp. den (a — 1)-fachen 
Ausartungssymbolen der Formel zugeschrieben werden. Namentlich 
kann also jede allgemeingiiltige Formel mit jedem allgemeingiiltigen 
Modul symbolisch multiplicirt werden, ohne dass die Allgemeingiiltigkeit 
der resultirenden Formel beeintrichtigt wird. 


§ 15. 
Die Correspondenzprincipien. 


Das von Chasles 1864 aufgestellte Correspondenzprincip (Comptes 
rendus, Februar) hat seitdem nicht bloss viele Anwendungen, sondern 
auch Erweiterungen erfahren, und zwar in zwei Richtungen: 

in der ersten Richtung durch Cayley und Brill (Cayley in den 
C. R. Bd. 62, p. 586 und in den Philos. trans. vol. 158, 1868) 
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(Brill in den Math. Ann. Bd. VI, p. 33, 1873 und Bd. VII, 

p- 607, 1874), 

in der zweiten Richtung durch Salmon und Zeuthen (Salmon 
in d. Geom. of 3 dim. 1865, p. 511, und in der zweiten Auflage 
der Fiedler’schen Bearbeitung dieses Werkes, 2'* Theil, p. 556) 
(Zeuthen in den Comptes rendus, Juni 1874). 
Ausserdem vergleiche man Lindemann’s Vorlesungen von 
Clebsch, p. 210 und 388. 

Im Folgenden sind nun die simmtlichen Correspondenzprobleme, 
welche in der von Salmon-Zeuthen eingeschlagenen Richtwng der 
Erweiterung des urspriinglichen Correspondenzprincips liegen, durch 
eine Untersuchung der Systeme geldst, welche von jedem der 6 in § 14. 
beschriebenen Paare von Hauptelementen erzeugt werden. Dabei wird die 
Richtigkeit des der Algebra zu entlehnenden urspriinglichen Chasles’- 
schen Correspondenzprincips vorausgesetzt, und vermittelst desselben 
fiir ein ganz beliebiges System erster Stufe von Paaren eine oder zwei 
Formeln erster Dimension aufgestellt, welche die Grundbedingungen 
des Paares mit der Anzahl der im Systeme vorhandenen Ausartungen 
verbindet, Geeignete symbolische Multiplicationen dieser Formel mit 
Grundbedingungen ergeben dann bei ausreichender Benutzung der 
grundlegenden Formeln des § 9. die simmtlichen Correspondenzsiitze 
der Salmon-Zeuthen’schen Erweiterung. 

Wenn also zwischen zwei Hauptelementen eine gewisse Correspon- 
denz stattfindet, so heisst dies in unserer Betrachtungsweise nichts 
anderes, als dass durch eine gewisse, Bedingung, die Correspondenzbe- 
dingung, ein System a'*t Stufe definirt wird, dessen Element das von 
diesen beiden Hauptelementen erzeugte Paar ist. Die Correspondenz- 
formeln sind nun Formeln, welche, fiir ein solches durch eine Corre- 
spondenzbedingung definirt gedachtes System a‘ Stufe aufgestellt, 
nichts anderes enthalten, als a-fache dem nicht-ausgearteten Paare 
angehdrige Grundbedingungen, und (a —1)-fache den Ausartungen des 
Paares angehérige Grundbedingungen. Kann die einer Formel a‘e* Dimen- 
sion zu Grunde gelegte Correspondenzbediagung in zwei Bedingungen 
zerlegt werden, und zwar in die Bedingung, dass die beiden Haupt- 
elemente auf ein und demselben Grundgebilde liegen sollen, und in eine 
andere Bedingung, die restirende Correspondenzbedingung, so heisst 
dieses Grundgebilde der Trédiger des von den beiden Hauptelementen 
gebildeten Paares, und die darauf beziigliche Bedingung die Trégerbe- 
dingung. 

Das Punktepaar kann zum Trager haben: 

1) die Punktaze , 
2) das Punktfeld, 
3) den Punktraum. 


4* 








52 H. Scuunerr. 


Im ersten Falle ist die Triiger-Bedingung gleichbedeutend damit, 
dass der Verbindungsstrahl g (§ 14.) die Strahlenbedingung G erfiillt, 
also vierfach. 

Im zweiten Falle ist sie gleichbedeutend damit, dass der Ver- 
bindungsstrahl g die Feldbedingung g, erfiillt, also zweifach. 

Im dritten Falle ist sie selbstverstindlich, d. hb. nullfach. 

Das Strahlenpaar kann zum Trager haben: 

1) den Strahlbiischel, 

2a) das Strahlenfeld, 2b) den Strahlenbiindel , 
3) die Strahlenaze , 

4) den Strahlenraum. 

Im ersten Falle bedeutet die Triigerbedingung, dass das Strahlen- 
paar in ein Schneidepaar 6 ausgeartet ist, und dass von diesem der Schnitt- 
punkt ¢ und die Schnittebene uw gegeben ist, d. h. dass es die sechs- 
fache Bedingung p*c*o erfiillt. 

Im zweiten Falle bedeutet die Triigerbedingung, dass das Strahlen- 
paar in ein Schneidepaar ausgeartet ist, welches die Cotngung us 
resp. c® erfiillt, ist also vierfach. 

Im dritten Falle bedeutet die Trigerbedingung, dass der dem 
Strahlenpaare angehdrige Strahlenort zweiter Stufe einen gegebenen 
Strahl besitzt, d. h. die Bedingung B erfiillt, ist also zweifach. 

Im vierten Falle ist die Trigerbedingung selbstverstandlich, d. h. 
nullfach. 

Im Allgemeinen werden wir bei den Formeln dieses Abschnitts 
die Trigerbedingung aus dem Systeme in die Formel iiberschreiben, 
so dass als definirende Bedingung des Systems nur eine reine, keine 
Tragerbedingung mehr enthaltende Correspondenzbedingung iibrig bleibt. 

Demgemiiss ist der Inhalt des Chasles’schen Correspondenzprincips 
(C. R. 1864) fiir ein auf einer Punktaxe liegendes Punktepaar durch 
folgende lormel dargestellt (vergl. die in § 14. erklirte Bezeichnung): 

eG+dG= eG. 


Ein in einem Strahlenbiischel liegendes Strahlenpaar ist immer ein 
Schneidepaar o. Dass dessen Schnittpunkt und Schnittebene festliegt, 
wird durch unser Symbol wc? ausgedriickt. Daher ist das Chas] es’- 
sche Correspondenzprincip fiir ein in einem Strahlbiischel liegendes 
Strahlenpaar in folgender Formel enthalten: 

gwec + hwea = epee. 

Der Fall, dass der Triiger des Punktepaares, Ebenenpaares, Strahlen- 
paares ein Grundgebilde von hiherer als der ersten Stufe ist, d. h. dass 
die Tragerbedingung von kleinerer als der 4'* resp. 6'°° Dimension 
ist, ergiebt die Salmon-Zeuthen’sche Erweiterung des Correspondenz- 
princips. 
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Herr Salmon hat den Fall, dass der. Trigger des Punktepaares ein 
Punktfeld ist, unter der Beschrinkung, dass die Punkte des Punktepaars 
sich durch vollstindige Schnitte bestimmen, zum Theil erledigt (vergl. 
die oben citirten Abh.). Herr Zeuthen hat 

1) den Fall, dass der Triiger des Punktepaars ein Punktfeld ist, und 

damit nach dem im Felde, im Raume und im Biindel gelten- 
den Dualititsprincip auch die Fille, dass der Traiger des Strahlen- 
paars ein Strahlenfeld ist, dass der Traiger des Ebenenpaars ein 
Ebenenbiindel ist, und dass der Traiger des Strahlenpaars ein 
Strahlenbiindel ist, , 

vollstiindig erledigt , 

2) den Fall, dass das Punktepaar keinen Trager niederer Stufe als 

den Raum hat, und damit nach dem Dualititsprincip auch den 
Fall, dass das Ebenenpaar nur den Raum zum Triger hat, 

zum Theil erledigt. 

In der folgenden Untersuchung wiirde also nicht bloss durch die 
Betrachtungsweise, sondern auch durch die Resultate neu sein: 

1) die vollstdndige Erledigung der eben als zum Theil erledigt ange- 

gebenen Fille, 
2) die vollstindige Erledigung der Fille, wo der Triger eine 
Strahlenaxe ist, und wo der Triiger der Strahlenraum ist. 

Die Cayley-Brill’sche (vergl. die oben citirten Abh.) Erweiterung 
des Correspondenzprincips nimmt als Traiger des Paares einen Ort, der 
im Allgemeinen kein Grundgebilde ist, und ist bis jetzt fiir den Fall 
des Punktorts erster Stufe behandelt. Fiir diese Erweiterung kann 
unsere Untersuchungsweise vor der Hand noch keine Resultate liefern. 

Unter unsern Correspondenzformeln sind fiir Anwendungen heson- 
ders geeignet diejenigen, welche wir ,,eigentliche“ nennen wollen. So be- 
zeichnen wir zunichst eine Correspondenzformel, wenn sie nur solche dem 
nicht-ausgearteten Paare angehérige Bedingungssymbole enthilt, deren 
Factoren sich simmtlich auf die beiden das Paar bildenden Hauptele- 
mente beziehen, von deren Factoren also keiner eine Grundbedingung fiir 
den etwaigen dritten Pliicker’schen Ort (§ 14.) ausspricht, und wenn 
die in der Formel enthaltenen Ausartungssymbole nur Coincidenzsymbole 
sind. ,,Eigentlich“ nennen wir dann auch solche Correspondenzformeln, 
welche aus einer Correspondenzformel von der eben angegebenen Be- 
schaffenheit durch symbolische Multiplication mit einer auf jenen dritten 
Pliicker’schen Ort beziiglichen Grundbedingung hervorgehen (vergl. 
die Formel in § 16. und 18.). Demnach sind die urspriinglichen 
Chasles’schen und die Salmon-Zeuthen’schen Correspondenzsitze 
als eigentliche zu bezeichnen. 

Bei den Anwendungen des Chasles’schen Correspondenzprincips, 
abgekiirzt ,,Corr.-Pr.“, wird es nur néthig sein anzugeben: 
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1) das Grundgebilde, welches dem Paare als Triiger dient; 

2) die dem Punktepaar, Ebenenpaar oder Strahlenpaar auferlegte 
Correspondenzbedingung ; 

3) die Correspondenzsumme, das ist, die Summe.der beiden von der 
Trigerbedingung freien Symbole, c + d resp. g +h; 

4) die Coincidenzsumme, das ist die Anzahl aller Coincidenzen. 


§ 16. 
Formeln fiir das Punktepaar. 


Der erste Punkt des Paares sollte c, der zweite d, der Verbindungs- 
strahl g heissen. Demnach erhalten wir, nach den allgemeinen Regeln 
(§ 5.) fiir die Bezeichnung der Grundbedingungen der Hauptelemente, 
als einzelne Grundbedingungen des Paares nur folgende:. 

: c,&, ce; d, &, @; 
9+ Ip» Ger I, G3 P=—Ip+ GH; P=2G5; g' = 2G (§ 8); 
é bedeutet nicht bloss das Gebilde, welches aus zwei im Punkte b unend- 
lich nahen Punkten ¢ und d, und ihrem Verbindungsstrahle g besteht, 
sondern auch die Anzahl solcher Coincidenzen in einem Systeme erster 
Stufe; «z bedeutet, wenn ¢ eine a-fache Bedingung ist, die Anzahl 
der Coincidenzen, welche diese erfiillen, und zugleich einem Systeme 
(a+ 1)'* Stufe von Punktepaaren angehéren. Die ¢ angehdrigen ein- 
zelnen Grundbedingungen sind also: 
eb, éb?, &b'; 
EJ, EGp, EGJey EJs, EG.. 

Wir setzen jetzt ein System erster Stufe voraus, welches durch eine 
ganz beliebige 5fache einzelne oder zusammengesetzte Bedingung defi- 
nirt sei. Dann besteht zwischen den Zahlen c, d, g, ¢ immer eine 
Relation, welche wir durch Anwendung des gewédhnlichen Corr.- Pr. in 
folgender Weise erhalten: 

Tréger: Ebenenaxe. 

Correspondenzbedingung: die eine Ebene sojl den einen, die 
andere Ebene den andern Punkt eines der oo' Punktepaare 
enthalten. 

Correspondenzsumme: c +- d, 

Coincidenzsumme: g +- «. 

Daher: : 

(1) c+d—g=—e. (I) 
Durch sbl. Mult. mit der Trigerbedingung (§ 15.) G erhalten wir, 
da gG = 0 ist, 

2) G (c-+d) = 8G, ) 
das ist das Chasles’sche Princip fiir Punkte. 
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Da die Formel (1) allgemeingiiltig ist, so liefert die symbolische 
Multiplication (§ 3., § 14.) derselben mit jeder Bedingung wieder eine 
allgemeingiiltige Formel, Um daher alle méglichen nur Grundbedin- 
gungen enthaltenden Formeln zweiter Dimension zu erhalten, miissen 
wir Formel (1) mit ¢, d, g multipliciren; um die 7 Formeln dritter 
Dimension zwischen Grundbedingungen zu erhalten, miissen wir mit 
c*, ed, d*, 9, Jp, ¢g, dg sbl. multipliciren ete. Die Formeln gleicher 
Dimension diirfen dann noch mit Coefficienten multiplicirt und zu ein- 
ander addirt werden (§ 3.). Von den so entstehenden Formeln heben 
wir nur diejenigen hervor, welche zur Ablesung von brauchbaren Corre- 
spondenzprincipien besonders geeignet sind. Wir benutzen bei ihrer 
Ableitung die in § 9. entwickelten Formeln, welche zwischen den 
Grundbedingungen eines Punktes ¢ oder d und eines durch ihn gehen- 
den Strahles g bestehen, also: 


cg=gte; dg=yutd; 
I9p = I9e= I= $9 = Ip — O = dg, — a; 

IIs = Iv Ip = IeJo=P I=L Ip = G =E PHC g,—Cyg=aKgy—ag. 
Durch sbl. Mult. von Formel (1) und Benutzung der eben erwahnten 
Formel: cg=9.+€ =g? — gp +c? erhalt man: 
3) Of cd + & — gy = 8(g +0). (Il) 
Diese Formel, mit der Trigerbedingung g. (§ 15.) sbl. multiplicirt, er- 
giebt, da g.g,p = 0 ist, 
(4) ge(c + cd-+d?) = ég.(9-+b), (Il) 
das heisst, den Inhalt des Correspondenzprincips im Punktfelde (Zeu- 
then, ©. R, Juni 1874). 

Formel (1) ergiebt ferner durch sbl. Mult. mit ¢ und Benutzung 
von cg = 9. + ¢*: 
(5) cd — yg, = 8b, 
eine Formel, welche auch durch das Pr. d. sp. Lage (§ 7.) zu erhalten 
ist, wenn man die Ebene von c mit der von d zusammenfallen lasst. 
Von den Formeln dritter Dimension heben wir hier drei hervor. 
Formel (3) giebt, mit c sbl. multiplicirt, und Benutzung von 
Cp = ue + C: 
(6) ed + cd? — g, = eb(g+b), 
Formel (1) giebt, mit g, sbl. multiplicirt, bei Benutzung von cg, —g,+-¢* 
und dg, = 9; + da: ; 
(7) O4+ P+ 9,— ey. 
Die Addition von Formel (6) und (7) giebt: 


(8) Ctedtclt+P—eg+bg+b2). (111) 


° 
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Diese Formel stellt den Inhalt des Correspondenzprincips im Punkt- 
raume dar. 


Fiir ein System erster und zweiter Stufe kann es keine Formel 
geben, welche von Grundbedingungen, die sich auf den Verbindungs- 
strahl des nicht-ausgearteten Punktepaares beziehen, ganz frei wiire. 
Fiir ein System dritter Stufe giebt es eine solche Formel, nimlich 
Formel (8). Fiir Systeme héherer Stufe erhalten wir solche Formeln 
durch sbl. Mult. von Formel (8) mit ¢ oder d, mit c®, cd oder d?, und 
endlich mit c*, c?d, ed* oder d*®. Der Versuch, derartige Formeln 
durch ein zweites Verfahren abzuleiten, naimlich durch aufeinander- 
folgende Multiplicationen der linken Seite mit c+-d—e und der 
rechten Seite mit dem nach Formel (1) dem c+ d— « gleichen g, 
ergiebt links die nimlichen Resultate, als wenn wir bloss mit c, d ete. 
multiplicirten. Die rechten, die Ausartungssymbole enthaltenden Seiten 
der Formel werden bei dem zweiten Verfahren zwar anders, ergeben 
jedoch bei Ersetzung von g? durch g,-+ g9., von g, durch bg — b?, 
von g, durch bg, — b*, von G durch b?g, — b*g dasselbe, wie bei An- 
wendung des ersten Verfahreus. Wir schreiben daher die Symbole der 
Coincidenz immer nur so, dass in ihnen von Grundbedingungen des 
Verbindungsstrahls nur die wesentlichen (§ 10. am Schluss) g und g, 
vorkommen. Wir erhalten so nach einander: 


(9) ed+e@+ cd =eb (g,+b9+0?) ; (IV) 
(10) Od? + cd = eb? (g,+b9); (V) 
(11) . cd3 = eb'g, . (VI) 


Die eben angegebenen Formeln, oder auch schon die Formel (1) allein 
ergeben leicht die siimmtlichen Fundamentalzahlen (§ 6.) des Gebildes, 
welches wir Punktepaar genannt haben, wenn wir die Fundamental- 
zahlen der Coincidenz als bekannt voraussetzen. Letztere sind alle 
Null, mit Ausnahme von éb'g,=—1; &b?g,—=1; ebG@=—1. Nun 
kéniien aber auch die Fundamentalzahlen des nicht ausgearteten Punkte- 
paars als bekannt angesehen werden, nimlich: 
CBP=—=1; bd’g—1; edg,—1; cdg,—1; cdG —1 ete. 


Daher kénnen die obigen Formeln durch diese Zahlen verificirt wer- 
den, z. B. 


Fiir das durch g, definirte System ist: 
G=0; cPd=1; c#=—1; & =—0; 
Gp = VU; ebg=—1; «bh? —1. 
Wir erwiihnen dies hier namentlich desshalb, weil bei dem nicht-aus- 


gearteten Strahlenpaare die analogen Formeln die noch nicht bekannten 
Fundamentalzahlen der linearen Congruenz ergeben werden, d. h. des 
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Gebildes, welches durch einen Strahlenort zweiter Stufe mit dem Biindel- 
grad 1 und dem Feldgrad 1 erzeugt wird. 


g§ 17. 


Die Ablesung der in Worten ausgesprochenen Correspondenzsitze aus 
den eigentlichen Correspondenzformeln. 


Die durch Chasles und Salmon-Zeuthen ausgesprochenen Cor- 
respondenzformeln sind simmtlich solche, welche wir (§ 15.) eigentliche 
nennen wollten, d. h. ihre Correspondenzsumme enthilt nur Grundbe- 
dingungen, welche sich auf die beiden durch die Correspondenz ver- 
bundenen Hauptelemente beziehen, nicht aber solche, welche sich auf 
den dritten Pliicker’schen Ort — hier den Verbindungsstrahl der 
beiden Punkte — beziehen. Daher werden wir auch hier von den in 
§ 16. abgeleiteten Correspondenzformeln besonders die eigentlichen, 
dort mit den rémischen Nummern IJ bis VI bezeichneten hervorheben. 
Die Uebersetzung der auf den linken Seiten unserer Formeln stehenden 
Symbole in Worte ist ohne Weiteres klar, z. B. cd? kann auf dreierlei 
Weise iibersetzt werden: 


1) ed? ist die Anzahl der Paare sich entsprechender Punkte, von 
denen der erste in einer beliebigen Ebene, der zweite in einer 
beliebigen Geraden liegt; 

2) cd® ist die Orduung der Fiiche aller derjenigen Punkte der 
zweiten Sorte, welche den simmtlichen, als Punkte der ersten 
Sorte aufgefassten Punkten einer beliebigen Ebene entsprechen ; 

3) cd? ist die Ordnung der Curve aller derjenigen Punkte der ersten 
Sorte, welche den siimmtlichen, als Punkte der zweiten Sorte 
aufgefassten Punkten einer beliebigen Geradet entsprechen. 

Wir gehen nun zur Uebersetzung der Coincidenzsymbole iiber. Diese 
waren, da von den Grundbedingungen des Strahls g alle iibrigen durch 
g und g, ersetzt werden konnten: 


é, éb, eéb?,  &b3; 
ég, ebg, eb’g, &b*g; 
EYp) Ebgp, Eb° gp, ED* gp. 


Jedes dieser Symbole stellt natiirlich eine nicht nothwendig von Null 
verschiedene endliche Anzahl dar, und zwar die Anzahl derjenigen 
Coincidenzgebilde, welche die beigesetzte a-fache Bedingung und die 
hinzuzudenkende (5 —a)fache Correspondenzbedingung erfiillen. Ist 
nun eine Coincidenz im Punkte b so beschaffen, dass d nicht noth- 
wendig von einander verschiedene durch b gelegte Strahlen als Ver- 
bindungsstrahlen der beiden in b vereinigt gedachten Punkte aufgefasst 
werden miissen, so ist eine solche Coincidenz 0-fach, und fiir die Be- 
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stimmung von ¢ auch 8-fach zu ziihlen. Die Bestimmung dieser Viel- 
fachheit einer Coincidenastelle bleibt in jedem einzelnen Falle der An- 
wendungen einer besonders anzustellenden Untersuchung iiberlassen, deren 
Charakter dem Charakter der gegenwéirtigen Untersuchung fremd ist. 

Das Symbol ¢g9 wiirde erfiillt werden kinnen: 

erstens von allen denjenigen unter oo! Coincidenzstellen, welche 
ihren Verbindungsstrahl durch die Axe der Axenbedingung 
g schicken, d. h. ¢g ist der Grad der Regelfliche, welche von 
den simmtlichen cot den oo! Coincidenzstellen angehérigen 
Verbindungsstrahlen erzeugt wird, 

zweitens aber auch von jeder einzelnen Coincidenzstelle, bei welcher 
nicht endlich viele, sondern oo! Strahlen als Verbindungsstrahlen 
aufgefasst werden miissen, und zwar von jeder solchen Coinci- 
denzstelle dmal, wenn von deren oo! Verbindungsstrahlen 
d eine beliebige Axe schneiden kénnen, d. h. wenn die Ver- 
bindungsstrahlen einen Kegel 6" Ranges bilden, der die Co- 
incidenzstelle zum Scheiiel hat. 

Analog kann das Symbol eg, von drei Arten von Coincidenzen er- 
fiillt werden. 

Dies fiihrt zu einer Eintheilung der Coincidenzen in Gattungen, 
gemiiss der folgenden Definition: 

»Fallen die beiden Punkte c und d eines Punktepaares mit dem 
Verbindungsstrahle g derartig in einen Punkt b, dass als Verbindungs- 
strahl der beiden in b fallenden Punkte c und d jeder Strahl eines im 
Biindel b liegenden Strahlenortes (a—1)'" Stufe und 6" Grades auf- 
gefasst werden kann, so soll die in b befindliche Coincidenz 0-fach und 
ar Gattung oder (a—1)-stufig heissen.“ 

Mit andern Worten und speciell: 

1) Eine 6-fache Coincidenz erster Gattung besitzt d Verbindungs- 
strahlen, welche iibrigens auch zusammenfallen kénnen; 

2) eine d-fache Coincidenz zweiter Gattung ist im Stande, die 
Axenbedingung g des Verbindungsstrahls dmal von selbst zu 
erfiillen ; 

3) eine d-fache Coincidenz dritter Gattung ist img Stande, die 
Bedingung g, dmal von selbst zu erfiillen. 

Daraus folgt, dass die Constantenzahl einer Coincidenz 

erster Gattung gleich 5 ist, 
zweiter Gattung gleich 4 ist, 
dritter Gattung gleich 3 ist. 

Eine Coincidenz von hoéherer als der dritten Gattung ist desshalb 
nicht méglich, weil der Punkt schon die Constantenzahl 3 hat. 

Ueberhaupt ist, wenn wir diese Begriffe auf Paare beliebiger Ge- 
bilde von gleicher Definition iibertragen, die Coincidenz eines Paares 
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héchstens sovielter Gattung, als die Constantenzahl jedes der bejden 
das Paar constituirenden Gebilde angiebt. 

Da die Constantenzahl einer Coincidenz «'* Gattung um a kleiner 
ist, als die des nicht-ausgearteten Paares, so bilden die Coincidenzen, 
welche in einem Systeme p'* Stufe von Paaren enthalten sind, d. h. 
hier, welche einer (6—p)-fachen Correspondenzbedingung gentigen, 
ein System (p—«)'" Stufe. 

Z. B. das durch eine Correspondenzbedingung dritter Stufe_ im 
Punktraume definirte System dritter Stufe von Punktepaaren’ enthiilt: 

1) eine endliche Anzahl von Coincidenzen dritter Gattung (points 
isolés bei Zeuthen, C. R. Juni 1874), 

2) co' Coincidenzen zweiter Gattung, deren Punkte also eine Curve 
bilden, und deren Verbindungsstrahlen eine Congruenz, oder 
genauer, die 0o' - co! Erzeugenden eines Systems von Kegeln - 
bilden, 

3) co? Coincidenzen erster Gattung, deren Punkte also eine Flache 
und deren Verbindungsstrahlen eine Congruenz bilden. 

Im speciellen Falle kann der Strahlenkegel 6" Grades einer Co- 
incidenz zweiter Gattung ein d-facher Strahlbiischel sein. 

Nach diesen Bemerkungen ist die Zerlegung der obigen 12 Co- 
incidenzsymbole in Summanden, deren jeder sich auf eine Coincidenz 
erster, zweiter oder dritter Gattuig bezieht, leicht zu bewerkstelligen. 

Namlich: 

(1) be = b*¢,, 
wo das Symbol 6", angiebt, wieviel Coincidenzen erster Gattung ihren 
Coincidenzpunkt zugleich auf m gegebenen Ebenen haben, jede Co- 
incidenz so oft gerechnet, als ihre Vielfachheit anzeigt. 
(2) gb™e = be, + b"ue,, 
wo erstens das Symbol 6b", angiebt, wieviel Coincidenzen zweiter 
Gattung ihren Coincidenzpunkt zugleich auf n gegebenen Ebenen 
haben, jede so oft gerechnet, als ihre Vielfachheit anzeigt, d. h. 
hier, als der Grad ihres Verbindungsstrahlen- Kegels anzeigt, 
und wo zweitens das Symbol b" we, angiebt, von wieviel Coincidenzen 
erster Gattung jede ihren Coincidenzpunkt zugleich auf n ge- 
gebenen Ebenen besitzt, wihrend einer ihrer Verbindungsstrahlen 
einen gegebenen Strahl schneidet. 


(3) Gpb* é = be, + b* we, + b" ve, 
wo erstens das Symbol b*«, die Zahl der Coincidenzen driiter Gattung 
ist, welche ihren Coincidenzpunkt auf m gegebenen Ebenen haben, 
jede so oft gerechnet, als ihre Vielfachheit anzeigt, d. h. hier, 
so oft als jeder beliebige Strahl durch den Coincidenzpunkt als 
Verbindungsstrahl aufgefasst werden muss, 
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wo zweitens das Symbol b"we, angiebt, von wieviel Coincidenzen 
zweiter Gattung jede ihren Coincidenzpunkt zugleich auf n ge- 
gebenen Ebenen hat, wahrend einer ihrer Verbindungsstrahlen 
durch einen gegebenen Punkt geht, d. h. hier wihrend die Fliche 
des ihr zugehérigen Verbindungsstrahlen - Kegels durch einen ge- 
gebenen Punkt geht, 

und wo drittens das Symbol b"ve, angiebt, von wieviel Coincidenzen 
erster Gattung jede ihren Coincidenzpunkt auf » gegebenen Ebenen 
hat, wihrend zugleich einer ihrer Verbindungsstrahlen durch 
einen gegebenen Punkt geht. 

Analog ist die Deutung der Symbole g.b"z, g,b"e, Gbe. Dieselben 
kénnen wegen der Formeln, welche g., g,, G durch g und g, ausdriicken, 
immer auf die eben eingefiihrten Symbole zuriickgefiihrt werden. 

Z. B. Get = (bu—b*)e, + be,. 


Wir fihren jetzt die neu eingefiihrten, auf die Coincidenzen ver- 
schiedener Gattungen beziiglichen Symbole: 

b"é,, 5" &, bé,, 

b"ue,, b* we, 

b" ve, 
in unsere Correspondenzformeln (I) bis (III) ein, 
@) e+d—g—4,; 
(I) @+ed+@ —g=—& + ue, + b8,; 
(iD &+ed+cad + & =e, + we, + be, + ve, + due, + dre,. 
Wir fiigen diesen Formeln noch diejenige hinzu, welche aus der ele- 
ganten Formel (7) in § 16. hervorgeht: 

b+ d+ g,— & + we, + ve. 

Die mit G multiplicirte Formel (1) ist das Chasles’sche Correspondenz- 
princip. Die mit g, multiplicirte Formel (II) ist zuerst mit Vernach- 
lissigung des zweiten und dritten Gliedes der rechten Seite von Salmon, 
dann mit Beriicksichtigung dieser Glieder von Zeuthen ausgesprochen. 
Die Formel (III) ist, jedoch mit Beriicksichtigung nur des ersten Gliedes 
der rechten Seite, von Zeuthen ausgesprochen (siehe die Citate in 
§ 15.). Alles tibrige, namentlich aber die Art der Entwickelung aller 
Resultate, ist new. Diese Entwickelung zeigt deutlich, dass, bei Vor- 
aussetzung der fundamentalen Formeln des § 9., und unter Anwendung 
der symbolischen Multiplication, alle in der Richtung der Salmon- 
Zeuthen’schen Erweiterung liegenden Correspondenzsdtze nur Um- 
formungen des urspriinglichen Correspondenzprincips Chasles’ sind; 
was vielleicht auch schon aus der Natur der Beweise Zeuthen’s fir 
seine Correspondenzsitze vermuthet werden konnte. 
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Es wiire sehr weitschweifig, wenn man bei dem Ausspruche unserer 
Correspondenzformeln in Worten immer die EKintheilung der Coincidenzen 
in Gattungen mit beriicksichtigen wollte. Nach den vorangehenden 
Bemerkungen ist vielmehr hinreichend verdeutlicht, wie die Zahl aller 
Coincidenzen, welche eine Verbindungsgerade durch. eine gegebene 
Axe schicken, sich im Allgemeinen aus zwei Summanden zusammen- 
setzt, und wie die Zahl aller Coincidenzen, welche ihre Verbindungs- 
gerade durch einen gegebenen Punkt schicken, sich im Allgemeinen 
aus drei Summanden zusammensetzt. 

Wir kénnen daher wohl das in Formel (III) des § 16. oder § 17. 
steckende Correspondenzprincip im Punktraume kurz in folgender Form 
aussprechen: 

» Wenn vermige einer dreifachen Correspondenzbedingung 

einem Punkte C resp. D des Raums c Punkte D resp. d 
Punkte C entsprechen, 

und den siimmtlichen Punkten C resp. D einer Geraden oo! 
Punkte D resp. C entsprechen, welche eine Curve von der 
Ordnung c?d resp. cd bilden, 

wenn ferner die Zahl 

ég, angiebt, wieviel Punkte im Raume liegen, in denen zwei 
Punkte C und D derartig zusammenfallen kinnen, dass ihre 
Verbindungsgerade durch einen gegebenen Punkt geht, 

ebg angiebt, wieviel Punkte in einer Ebene liegen, in denen zwei 
Pinkte C und D derartig zusammenfallen kinnen, dass ihre 

‘ Verbindungsgerade eine gegebene Gerade schneidet, 

eb? angiebt, wieviel Punkte in einer Geraden liegen, in denen 
zwei Punkte C und D zusammenfallen, jeder der Coincidenz- 
punkte jedoch so oft gerechnet, als thm Verbindungsgeraden 
der beiden zusammengefallenen Punkte angehiren, 

so besteht zwischen diesen 7 Zahlen die Relation, dass die Summe 
der vier ersten gleich der Summe der drei letzten ist, also: 

e+eced+ca+ d= eg, + ebg + eb*.“ 

Wir figen noch die Uebersetzung der, wenn auch nicht ,eigent- 
lichen,“ so doch durch ihre Einfachheit brauchbaren Formel (7) des § 16. 
hinzu: 

»Besteht zwischen den Punkten des Raums eine Correspondenz der- 
artig, dass einem Punkte C c> Punkte D, und umgekehrt einem Punkte 
D d Punkte C entsprechen, und ist g, der Grad des Complexes (Strahlen- 
orts dritter Stufe) der Verbindungsgeraden entsprechender Punkte, so 
ist die Summe dieser drei Zahlen gleich der Anzahl derjenigen Punkte 
des Raums, in denen zwei Punkte C und D derartig zusammenfallen 
kinnen, dass ihre Verbindungsgerade durch einen gegebenen Punkt geht,“ 
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Hinsichtlich der Uebersetzung unserer Formeln in Worte mag nur 
noch Folgendes bemerkt werden. Die Formel (1) in § 16. bezieht sich 
auf den Fall, wo nicht jeder Punkt des Raums, sondern nur jeder 
Punkt einer Curve von der Ordnung ¢ einen entsprechenden Punkt 
besitzt; die Formel (3) bezieht sich auf den Fall, wo die Punkte, 
welche entsprechende besitzen, eine Kliche von der Ordnung ¢? bilden. 
Die Formel (III) bezieht sich auf den Fall, wo jedem Punkte des 
Raums eine endliche Anzahl c* von Paunkten entspricht. Die Formel 
(IV) erledigt den Fall, wo jedem Punkte oo! Punkte entsprechen, die 
eine Curve von der Ordnung c*d bilden. Die Formel (V) erledigt den 
Fall, wo jedem Punkte oo? Punkte entsprechen, die eine Fliche von 
der Ordnung c*d? bilden. Die Formel (VI) bezieht sich auf den Fall, 
wo jedem Punkte des Raums jeder Punkt des Raums entspricht, also 
auch in jedem eine Coincidenz stattfindet, giebt also nur Selbstver- 
sténdliches. Die mit der Trigerbedingung g, sbl. multiplicirte Formel 
(II) hangt mit der Formel (IV) dadurch zusammen, dass nach Formel 
(5) in § 16.: 

Ge = cd — &b 


ist. Die Formel, welche entsteht, wenn man diese mit cd=g, + éb 

sbl. multiplicirt und ¢g, durch ebg — eb? ersetzt, d. h. die Formel 
G=cd — sb'g 

vermittelt ebenso den Zusammenhang zwischen der mit G sbl. multi- 

plicirten Formel (I) einerseits und der Formel (V) andererseits. (Man 

vergleiche Nr. 4 von Zeuthen’s Abhandlung in den Comptes rendus, 

Juni 1874.) 

Wir bemerken an dieser Stelle noch einmal, dass die vorliegende 
Untersuchung ihrer Natur nach der von Cayley und Brill (siehe die 
Citate in § 15.) gegebenen Ausdehnung des Corr.-Pr. auf Plancurven 
fern steht. Zwar kénnen wir unsere Formel (1) auf das System erster 
Stufe der Punktepaare anwenden, welches durch eine auf einer Plan- 
curve n'* Ordnung gelegene Correspondenz (a, a’) definirt wird. Wir 
haben dann c=n-a, d=n-a zu setzen. Wir kénnen jedoch da- 
durch nichis anderes erhalten, als das auch unmittelbar ersichtliche 
Resultat, dass die Anzahl ¢ der Coincidenzen gleich 

n(a+a')—g 
ist, wo g angiebt, wieviel von den co! Verbindungsgeraden entspre- 
chender Punkte durch einen Punkt der Ebene gehen. 

Beispiele zu unsern Correspondenzformeln folgen erst in § 26., 
§ 27. und § 28., nachdem wir auch die tibrigen Paare von Haupt- 
elementen, analog wie das Punktepaar, behandelt haben werden. 

Die dualistische Uebertragung aller unserer Betrachtungen und Re- 
sultate ergiebt die analoge Behandlung des Ebenenpaars. 
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§ 18. 


Formeln zwischen den Grundbedingungen des Strahlenpaares und denen 
seiner beiden Ausartungen *). 


Das Strahlenpaar und seine beiden Ausartungen, die Coincidenz ¢ 
und das Schneidepaar 6 sind schon in § 15., Nr. 3 definirt. Dort sind 
auch die Symbole fiir die Grundbedingungen angegeben. Wir erhalten 
demgemiss folgende einzelne Grundbedingungen: 

1) beim allgemeinen Strahlenpaare: 
I> Iv» Jer Joy Fi hy hy, he, he, Hy B, B; 
2) bei der Coincidenz «: 
ky kp, key ks, K; B, B; 

3) bei dem Schneidepaar o: 

9) Iv» Jer Gs» G3 hy Ip, hey hs, Hy B, By wm, w, w3 ¢, e, e. 

Unter diesen bestehen nach den Grundformeln des § 9, und § 10. 
gewisse Relationen, welche wir hier folgen lassen. 

Nach der allgemeinen Formel (IV) des § 10. lisst sich B, die 
Strahlbedingung des Strahlenorts zweiter Stufe, welcher von allen g 
und h schneidenden Strahlen erzeugt wird, und welcher, da er den 
Biindelgrad 1 und den Feldgrad 1 hat, ,,lineare Congruenz“ heissen soll, 
durch £, die Biischelbedingung dieses Orts und die Grundbedingungen 
einer der beiden erzeugenden Axen ausdriicken, namlich: 


(1) B= fg —1-9,—1-g=6Bg —g’, (Fall 13 in § 10.) 
Ebenso: 
(2) B= bh—i’. 


Diese Formeln gelten natiirlich auch fiir jede der beiden Aus- 
artungen, da die Definition dieser in der Definition des allgemeinen 
Strahlenpaares mit enthalten ist. Also: 


(3) Be = pke —i’*e, 
(4) Bo = Bgo — g*o, 
(5) Bo = bho — hte. 


Da bei dem Schneidepaar g und h Strahlen eines Strahlbiischels 
sind, dessen Ebene wu und dessen Scheitel ¢ ist, so lassen sich nach 
Formel (I) und (II) des § 9., bei dem Schneidepaar alle iibrigen auf 
g und h beziiglichen Grundbedingungen durch die Axenbedingungen 
g und h und die Grundbedingungen von ¢ und pw ausdriicken. Also: 


*) Die hier gegebenen Bezeichnungen gelten auch in § 19., 20., 21. Ebenso 
gehen die Formelnummern in diesen §$ weiter, 














64 


(6) gpo=ugso—w'e, 

(7) ho=pho— wo, 

(8) 9.6 = cgo—co, 

(9) ho=cho—eco, 

(10) 9.6 = ucgo —w'o—ueo —ucgo — o—uco, 

(11) h,o = ucho — w'6— pers =—ucho — 6 — pw'co, 

(12) Go= (u*c—p*)go — wero = (uc’—)go — we’o, 

(13) Ho = (we—p)ho — wees = (u?—A)ho— wees. 

Soll das Schneidepaar die Bedingung 6 erfiillen, so kann dies entweder 
dadurch geschehen, dass seine Ebene uw durch den Scheitel des Bii- 
schels von 6 geht, oder dass sein Punkt ¢ in der Ebene des Biischels 
von 6 liegt, da ja die dem Schneidepaar angehérige lineare Congruenz 
von dem Strahlenfelde der Ebene w und von dem Strahlenbiindel des 
Punktes ¢ gebildet wird. Also nach dem Gesetz der Spaltung: 


(14) Bo=—uo+co. 


Daraus folgt mit Benutzung von Formel (4) und (5) die auch direct 
geometrisch leicht abzuleitende Formel: 

(15) Be=we+ec. 

Die bisher mitgetheilten Formeln waren nur Anwendungen der 
allgemeinen Grundformeln, welche sich auf die Lage der Hauptelemente 
und Oerter in Grundgebilden beziehen. Die eigentliche Untersuchung 
des Strahlenpaars beginnt erst mit der Ableitung von Formeln fiir ein 
System erster Stufe vermittelst des Corr.-Pr. 

Wir setzen zu diesem Zwecke ein durch eine ganz beliebige Tfache 
Bedingung definirtes System erster Stufe von Strahlenpaaren voraus, 
und wenden nun auf dasselbe das Chasles’sche Corr.-Pr. in folgender 
Weise an: 

Trdger: Strahlbiischel, 

Correspondenzbedingung: der eine Strahl soll Axe fiir den einen, 
«der andere Strahl] soll Axe fiir den andern Strahl eines der 
co! Strahlenpaare sein, 

Correspondenzsumme g +h, 

Coincidenzsumme: B + ¢. 

Daher: 

(16) g+h—poe. () 

Um auch die Zahl 6 mit den einfachen Grundbedingungen g, h, B 
in Beziehung zu setzen, wenden wir am besten die, in § 17. auch in 
Worten ausgesprochene, Formel (7) des § 16. auf das System dritter 
Stufe derjenigen Punktepaare au, welche durch jeden Punkt eines 
Strahls g und jeden Punkt des zugehdrigen Strahls h gebildet werden. 
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Fiir dieses ist das c* und das d* des § 16. gleich Null, das g, gleich 8, 
das eg, gleich e+ 6, da durch einen gegebenen Punkt zu jeder Co- 
incidenz ein Strahl méglich ist, der die beiden in ihr zusammenfallen- 
den Strahlen schneidet, und auch zu jedem Schneidepaar ein Strahl 
modglich ist, der zwei zusammenfallende Punkte des Punktepaar-Systems 
enthialt, niimlich der Strahl, welcher zu dem Schnittpunkt der beiden 
Strahlen des Schneidepaars geht. Also: 


(17) B=o-+e. 

Aus (16) und (17) folgt durch Elimination von # resp. .é: 
(18) gth=o422, 
(19) 2B —(g+h)=o. 


Diese Formeln, welche ganz allgemeingiiltig sind, werden wir nun, 
ebenso wie die Formeln bei Punktepaaren, mit allen méglichen Grund- 
bedingungen symbolisch multipliciren diirfen, ohne dass dadurch die 
Allgemeingiiltigkeit der resultirenden Formeln beeintrichtigt wiirde. 
Ehe wir dies jedoch behufs Auffindung von Formeln héherer Dimen- 
sion thun, leiten wir noch durch das Pr. d. sp. Lage zwei wichtige 
Kormeln zweiter Dimension ab. Liasst man niimlich die Ebene des 
Biischels einer Bedingung £6 mit der Ebene des Biischels einer anderen 
Bedingung 8 zusammenfallen, so erhiilt man sehr leicht durch das Pr. 
d. sp. L.: 


(20) &@=—B+¢g+th+eco, 
und durch das dualistisch entsprechende Verfahren: 
(21) B= B+ gt+hp+uc. 


Durch Elimination von £? aus jeder dieser Formeln und der mit B 
sbl. multiplicirten Formel (17) erhiilt man, nachdem man fo nach 
Forme] (14) durch wo + co ersetzt hat, und co resp. wo gehoben hat: 


(22) po—B+y +h, — Be, 
(23) co=B+gy+h — Be. 


Ferner folgt durch sb]. Mult. der Formel (16) mit g oder h, und 
Kinfiihrung des Symbols B durch Formel (1) oder (2): 


(24) B=gh—ke, 


eine Formel, welche auch durch das Pr. d. sp. Lage sich ergiebt, wenn 
man die Axe der Bedingung g mit der von h zusammenfallen lisst, 
und welche analog der Formel (5) in § 16. ist. Setzt man nun den 
Werth von B aus (24) in (22) und (23) ein, so kommt: 


(25) ge + gh+h. —po=—ke+ Be, (IL) 
26) Gp tgh+th, —comtke+ Be. (iL’) 


Mathematieche Annalep, X, 5 
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Aus diesen beiden Formeln werden sich die Correspondenzprinci- 
pien im Strahlenfelde und im Strahlenbiindel ergeben. Um andere 
brauchbare Correspondenzformeln zu erhalten, streben wir nun darnach, 
bei weiteren symbolischen Multiplicationen die dem nicht-ausgearteten 
Paare angehérige Grundbedingung 6 immer aus den Formeln zu ent- 
fernen, und ebenso alle dem Schneidepaar angehérigen Symbole még- 
lichst fern zu halten, jedenfalls aber von solchen Symbolen nur die- 
jenigen zuzulassen, welche von der Form 

uc" 6 
sind. Um diesen Zweck zu erreichen, leiten wir eine allgemeine For- 
mel ab, welche nur die Producte der Potenzen von g und h, die Sym- 
bole w™c"o und die Symbole ¢k«#? enthilt. Man multiplicire die Haupt- 
formel (16) mit dem Resultate der Division von. 


(g+h)" — B" durch (g +h) — B. 


Dann erhilt man: 

(g a h)" ini p =é [p> + 2'k p= “+ 22? B»-3 “hb at ge-tip—*} 4 
Dann addire man zu dieser Gleichung die mit 6"*-' symbolisch multi- 
plicirte Gleichung {17). Dann erhalt man: 

(9+ hy = Beto + Bete $e [Br + BMkBre Bethe], 
Da aber nach Formel (14): 


Bo — (u a cp-*e 
ist, so erhailt man durch Einfihrung von (u + c)"—'o statt B"-'o die 
gesuchte allgemeine Formel: 


QT) GEN — (woe [2B"1 Bh pr-? 4 DKS... Bea fey], 

Gelingt es nun, einige oder alle in dieser Formel enthaltenen Sym- 
bole von der Form w*c’o noch auf andere Weise durch die Producte 
der Potenzen von g und kh und durch die « zugehdrigen Symbole aus- 
zudriicken, so wiirde man durch Einfiihrung der so erhaltenen Aus- 
driicke Correspondenzformeln von der wiinschenswerthesten Gestalt er- 
halten. Wir suchen daher jetzt die Symbole u*c’ 6 so wie eben gesagt 
ist, auszudriicken. 


Zunichst ist nach Formel (18), (25), (26): 
o=g +h — 22, 
uo=ge + gh+h, —e(B+h), 
co=g, + gh+ hp — e(B+h). 
Multipliciren wir nun die beiden letzten Formeln mit g und subtrahiren 


von der erhaltenen Gleichung die mit g, resp. g, multiplicirte erste 
Formel fir ¢, so erhalten wir, da nach (6) und (8) 
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HgS — gp6 = wo 


und 
cg6 —g.6=—C6 
_ ist, e 
(28) wo=gh. + och — & [ke —kp+ Bk), 
(29) C6 = ghy — gph — e[ky—ke + Bh] . 


Kine Formel fiir wco aber kann auf ihnlichem Wege nicht erhal- 
ten werden, da sich wco nicht durch ugo, cgo, gp6, g-6 ausdriicken 
lisst. Daher lisst sich aus der fiir » = 3 specialisirten Formel (27) 


w?o und c*o6 durch (28) und (29) entfernen, nicht aber wco. Wir 
erhalten so: 


(9 + b) — (gh? +. g%h) + 26Bk —2uco — e [26+ 4Bk+ 42%], * 
oder, nach Vereinfachung dieser Gleichung und Division durch 2: 
(30) uco=y,+ 9h + gh? + h, — [B+ 2h). 


Subtrahirt man von dieser Gleichung die Summe der durch 2 di- 
vidirten Gleichungen (28) und (29), so kommt: 
uco—fwo—teo—y+tigh+tgh + h, —e(p—Bk+2h), 
oder: 

(31) get hgh + dgh? +h, +4(u— oo = e[6?— Bk 27]. (AM) 
Diese Formel enthilt das Correspondenzprincip in der Strahlenaze. 
Da die Symbole utc’, woa+bS3 ist, sich durch die, wo 
a+b <3 ist, und durch die Grundbedingungen von g ausdriicken 
lassen, so erhilt man jetzt auf leichte Weise Formeln fiir diese Sym- 
bole, indem man die Formeln (18), (22), (23), (28), (29), (30) mit 
9) Iv» Ye» Js, G symbolisch multiplicirt und die erhaltenen Gleichungen 
passend verbindet. Z. B. folgt eine Formel fiir w*6 durch Subtraction 
der mit g, multiplicirten Formel (22) von der mit g multiplicirten 
Formel (28), da 
WG = ug — UGG 

ist. Es ergiebt sich so oder durch Benutzung von 
wG = Wge — 9,6 

die folgende Formel fiir u*o: 


(32) wo = gh, — ¢ (Bk. —k;). 
Ebenso folgt aus c’o—=c?go—cy.6=cg,6—g,6 auf zweifache Weise: 
(33) co = g,h, — & (Bk, —k,). 


Ebenso ergiebt u?co = ucgo — cg,o und wc’o = wcgo — Mg.G: 

(34) weo=yh+ gh? + ghs — gph, — ¢ [Bk — Bhp + 3ks) , 

(35) uo =g ht gh? +gh,—gehe — ¢ (Bk — Bke+3k,)- 
5* 
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Endlich erhailt man aus den Formeln: 


wee = u?cgo— ucg,6 = ucg,.6 — ¢g,6, 
- pelo = pe’go— weg. = UCgpO— UG. , 
weo=—pco + ucie, ; 
weco=weic — weg —ucrg, —ucg — cg, = ete. 
jede der folgenden 4 Formeln auf mehrfache Weise: 


(36) wee = gh. + gh, — &[B’ke — Bk, + K), 
(37) uo = gh, + gph, — &[B’kp— Bk, + K]), 
(38) weo—gh? + gh, — «[B?k? — Bhi+ k), 
(39) weo=—po= gh, — é (pk, — Bk*); 


#®c%o ist natiirlich gleich Null. 

Substituirt man nun die eben entwickelten Werthe von u*c’o in 
die aus der Gleichung (27) durch Specialisirung von n folgenden For- 
meln, so erhilt man Identititen, wenn »=—1 und n= 2 ist. Es 
gelingt also nicht, aus den Correspondenzformeln erster, zweiter und 
dritter Dimension nach Entfernung von 6 auch 6 ganz zu entfernen, 
sondern es bleibt dann mindestens noch ein 6 angehériges Symbol stehen. 
Fiir n = 4 ergiebt sich jedoch aus Formel (27) nach Einsetzung der 
in (32), (33), (34), (35) entwickelten Werthe von uo, w?co, we's, 
e'6 die folgende wichtige Formel: 


(40) G+ gh+ gehet Gp hp + ghe+ H = e[B*—26°k 438%), (IV) 
welche das Correspondenzprincip im Strahlenraume darstellt. Man findet 
diese Formel auch auf folgendem Wege. Man multiplicire von der 
aus (30) folgenden Gleichung: 
wco + & (B+ 2h?) — gy, + gh + gh? + h, 

und von der aus (16) folgenden Gleichung: 

B=g+h—e 
die linken Seiten und die rechten Seiten mit einander, setze die er- 


haltenen Ausdriicke gleich und substituire wo + co fir Bo. Dann 
kommt zunichst: 


(w?c + wc?) + ¢(P+2h 8) — G+ H+ 3g,h+3gGh, + 2¢*h? 

— (2k, 42h]. 
Setzt man nun fiir w?co und we?o die Werthe aus (34) und (35) 
und vereinfacht die erhaltene Formel, so erhilt man die Forme! (40) 
noch einmal. Dieselbe ist vom Verfasser urspriinglich nicht auf dem 
hier angegebenen Wege der blossen symbolischen Rechnung aus den 
Hauptformeln (16), (17), (20), (21) abgeleitet worden, sondern direct 
geometrisch durch mehrmalige Anwendung des Pr. d. sp. Lage gefunden 
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worden. Die hier gegebene Ableitung sollte beweisen, wie unsere Sym- 
bolik kraft der Grundformeln des § 9. die oft schwierigen oder wenig- 
stens miihsamen rein geometrischen Herleitungen auf ein Minimum be- 
schrdankt. 

Analog, wie wir beim Punktepaare (§ 16.) die Formeln von héherer 
als der dritten Dimension durch Multiplicationen mit den Grund- 
bedingungen eines der beiden Punkte aus der Formel dritter Dimen- 
sion III ableiten konnten, so finden wir auch beim Strahlenpaare die 
Formeln von héherer als der vierten Dimension durch Multiplication 
mit 9, Jp, Ye) Js, G aus der Formel (IV) vierter Dimension. 

Also: 


(41) Gh+gh'+9h+g H=« (Pk — 2+ 3ph), (V) 


(42) Gh, + gshs+ gp H = é (Bk, — 26k, + 3BK), (VI) 
(43) Ghe + delat geH = & (Bh, — 262k, + 36K), (VY) 
(44) Gh, + 9, H = « (pk, — 28°K), (VI1) 
(45) GH =«(B'K). (VIII) 


Die letzte Formel ist selbstverstandlich. 


§ 19. 


Relationen, welche nur Grundbedingungen des Strahlenpaares oder nur 
Grundbedingungen seiner Coincidenz enthalten. 


Beim Punktepaare konnten die linken Seiten der eigentlichen 
Correspondenzformeln von hdéherer als der dritten Dimension auf mehr- 
fache Weise aus der linken Seite der Formel dritter Dimension erhal- 
ten werden. Hiitte man diesen Umstand zur Aufstellung von Relatio- 
nen zwischen den Cvincidenzsymbolen benutzt, so wire man auf keine 
andern Beziehungen gefiihrt, als auf diejenigen, welche schon aus § 9. 
bekannt sind. Wendet man jedoch beim Strahlenpaare das analoge 
Verfahren an, so kommt man auf Formeln zwischen den Grund- 
bedingungen einer Strahlen-Coincidenz, welche neu und desshalb inter- 
essant sein diirften, weil in den letzten Jahren analoge Formeln zwi- 
schen den Grundbedingungen eines Kegelschnitts aufgefunden sind. 
(Vergl. Lindemann’s Vorl. von Clebsch, p. 406.) 

Die linke Seite der Formel (41) kann aus der Formel (40) nicht 
bloss wie oben durch Multiplication mit g oder h, sondern auch da- 
durch erhalten werden, dass man ihre linke Seite mit der linken Seite, 
ihre rechte mit der rechten Seite der aus (16) folgenden Formel: 


g+th—e=B 
multiplicirt und alle Coincidenzsymbole nach rechts bringt. Dadurch 
erhailt man niamlich zunichst: 
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2Gh + gh? + gelpt+Iphs+Gshe+Gehs+GPrhs+29H 
=e (K+ kk -+lpkp+heke+ kk, + K] + ¢ [8'—26%%4+3B°%], 
und aus dieser Formel durch Vereinfachung: 
2Gh+ 29,h? + 2¢°h, + 2g H = ¢ (P'— 2k + 38PR+6K). 


Die linke Seite dieser Formel ist nun das Doppelte der linken 
Seite von Formel (41). Multiplicirt man also die Formel (41) mit 2 
und vergleicht die rechten Seiten, so erhilt man: 

s (8! — 26% 4 3°? + 6K) — « (26 — 4 ph + GBR), 
oder: 

(46) é (Bt — 46k + 7H°k? — 6BK* + 3k') —0, 
oder: 


é (6? — Bk + Kk?) (8? — 36k + 3k?) =0. 


é (Bk — kh?) =eB 
ist, so kann die Formel (46) durch Einfiihrung des Symbols B eine 
einfachere Form annehmen, aus welcher nun k ganz verschwunden ist, - 
namlich : 
(47) e (61 — 462?B+ 3B) =0, 
oder: 


Da 


é (6? — B) (6 —3B)=0. : 


Fiir eine lirfeare Congruenz, deren beide erzeugende Axen unend- 
lich nahe sind, gilt also der Satz, dass zwischen der einfachen Grund- 
bedingung ihrer Coincidenz-Axe k und ihrer Biischelbedingung B, oder 
zwischen ihrer Biischelbedingung B und ihrer Strahlbedingung B immer 
ein und dieselbe Relation vierter Dimension besteht, welche durch Formel 
(46) oder (47) dargestellt wird. Aus der Formel (46) kann man dann 
auch verschiedene auf das allgemeine Strahlenpaar, oder, was dasselbe 
ist, auf die allgemeine lineare Congruenz beziigliche Relationen fiinfter 
Dimension finden. Dies geschieht dadurch, dass man die Gleichung 


g+th—Bp=e 

derartig mit g und h zugehérigen Symbolen multiplicirt, dass durch 
Addition der so erhaltenen Gleichungen eine Formel entsteht, deren 
rechte Seite nach Formel (46) gleich Null zu setzen ist. Wir erwih- 
nen von diesen Relationen diejenige, welche zwischen (g+h) einerseits 
und # andererseits besteht. Zu dem Ende multipliciren wir 

: g+h—p=s 

erstens mit B*, 

eweitens mit — 4 B*(g-+h) , 
drittens mit +7B(g+h), 
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viertens mit — $B (g+h)', 
finftens mit + #5 (9 +h), 
‘und addiren die erhaltenen Gleichungen. Dann kommt bei Benutzung 
von (46): 
(48) 166°—488*(g+h) +606 (g-+h)?—406?(g +h)? + 15B(g-+h)' 
—3(g-+h)P=0. 
In diese Gleichung lisst sich leicht die Bedingung vy einfihren, 
welche aussagt, dass eine der beiden erzeugenden Axen der linearen 


Congruenz einen gegebenen Strahl schneiden sollen. Dieselbe ist nim- 
lich nach dem Gesetz der Spaltung gleich 


g+h. 


Ersetzt man demgemiiss das Symbol g +h in (48) durch v, so 
erhalt man eine Beziehung fiinfter Dimension zwischen der Bedingung, 
dass ein Strahl der linearen Congruenz einem Strahlbiischel angehiren 
soll, und der Bedingung, dass eine Axe einen Strahl schneiden soll. 


Es gelingt auch, eine Formel fiinfter Dimension aufzufinden, 
welche nur 6 und B enthilt. Wir multipliciren zu diesem Ende die’ 


Formel (17) 6 
=¢o-+86 


B'— 4 BB+ BBY, 
und benutzen erstens, dass nach Formel (47) 
é (pt‘—468°B + 3B’) =0 
ist, und zweitens, dass auch 
o (B'— 48°B+ 3B’) =0 
ist. Letzteres folgt daraus, dass bei Benutzung von (14) und (15) 
und von 


mit 


we + uc? = u’c? (Grundformeln des § 9.) 
der Ausdruck 
6 (6'—48°B + 3B) = 6 [(u+c)*— 4(u+e) (u?+ ¢) + 3 (w+ c)) 
verschwindet. Daher wird die mit (61—46*B+3.B’) symbolisch mul- 
tiplicirte Formel (17) zu: 
(49) b> — 4B B+ 3pB?—0 * 


oder: 


B (6°— B) (6? —3B)=0. 
Dieses Resultat kénnte in Worten etwa so ausgesprochen “werden: 


»Fiir jede beliebige einer linearen Congruenz auferlegte dreifache 
Bedingung Z sind die drei Anzahlen, von denen 
die erste angiebt, wieviel. lineare Congruenzen die Bedingung Z 
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zu erfiillen, und zugleich 5 gegebenen Strahlbiischeln je einen 
Strahl zuzuschicken vermégen , 
die zweite angiebt, wieviel Z erfiillen, 3 gegebenen Strahlbiischeln je 
einen Strahl zuschicken und 1 gegebenen Strahl enthalten kinnen, 
die dritte angiebt, wieviel Z erfiillen, 1 gegebenen Strahlbiischel einen 
Strahl zuschicken, und 2 gegebene Strahlen enthalten kinnen , 
derartig von einander abhingig, dass die Summe der ersten An- 
zahl und des Dreifachen der dritten Anzahl gleich dem Vierfachen der 
eweiten Anzahl ist.“ 

Die eben gefundenen Resultate sind, wie schon oben erwihnt ist, 
Analoga von Resultaten, die Herr Halphen (Bull. de la soc. math. 
Bd. 1) (Lindemann’s Vorl. von Clebsch, p. 406, Formel (11)) fiir 
Kegelschnitte aufgefunden hat. Bezeichnet nimlich v die einfache 
Grundbedingung des Punktorts, @ die des Strahlenorts eines in fester 
Ebene befindlichen Kegelschnitis, so besteht, wie die eigentliche Cha- 
rakteristikentheorie ergiebt, zwischen »v und @ immer eine Relation 
dritter Dimension, welche lautet: 


_2v8 — 3v°9 + 3vQ? — 29° = 0%). 

Wie nun bei Kegelschnitten der Relationen jeder noch héheren 
Dimension mehrere yorhanden sind, so bestehen auch bei der linearen 
Congruenz zwischen #6 und (g-++-h), und zwischen £6 und B mehrere 
Relationen jeder hiheren Dimension, die auf demselben Wege gefunden 
werden kénnen wie die Formeln (46), (47), (48), (49). 


Selbstverstandlich besteht fiir jedes Gebilde mit der Constanten- 
zahl ¢ eine Relation zwischen je zwei c-fachen Bedingungssymbolen. 
Festzustellen wiire jedoch, ob nicht zwischen zwei oder mehr Be- 
dingungssymbolen von kleinerer als der c'*" Dimension auch Relationen 
bestehen. Beziehen sich die Bedingungssymbole auf verschiedene 
Pliicker’sche Oerter, welche in der Lage ganz unabhingig von einan- 
der sind, so kénnen natiirlich solche Relationen nicht bestehen. Wohl 
aber sind dieselben méglich, wenn die Oerter eine specielle Lage zu 
einander einnehmen, wie der Ort der Punkte einer Curve, der Ort ihrer 
Tangenten und der Ort ihrer Schmiegungsebenen. Der eben ausge- 
sprochene Gedanke fiihrt zu folgendem méglichst allgemein ausgespro- 
chenen Probleme: 


»Gegeben ist die Definition eines Gebildes und a Bedingungen fiir 
dasselbe. Gesucht werden allgemeingiiltige Formeln miéglichst niedriger, 
vielleicht, p'*” Dimension, deren p-fache Bedingungssymbole jene a-fachen 
Bedingungen oder einen Theil derselben zu symbolischen Factoren haben.“ 








*) Die analogen Relationen fiir Flichen zweiter Ordnung sind wiihrend des 
Drucks vom Verfasser gefunden. 
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° Die einfachsten Fiille dieses Problems haben wir schon durch die 
Formeln des § 8., § 9. und § 10. erledigt. Formel (III) im § 9. lost 
z. B. folgendes Problem: 

,Gegeben ein Gebilde, welches aus einer Ebene und einem darauf 
liegenden Punkte besteht, und erstens die Bedingung wu, dass die Ebene 
durch einen gegebenen Punkt gehen soll, zweitens die Bedingung c, 
dass der Punkt auf einer gegebenen Ebene liegen soll. Gesucht eine 
Formel miglichst niedriger Dimension zwischen den Producten der 
Potenzen von w unde. Die niedrigste Dimension einer solchen Formel 
ist die dritte. Die Formel selbst lautet: 


uw — we + uc? — 3 = 0." 


Zwischen den Grundbedingungen zweier in allgemeiner Lage zu 
einander befindlichen Strahlen kann natiirlich keine Relation bestehen. 
Wohl aber besteht eine solche zwischen den Grundbedingungen zweier 
sich schneidender Strahlen. Diese Relation ist durch die Formel (IV) 
des § 9. ausgesprochen. 


Die obigen auch das Schneidepaar beriicksichtigenden Formeln lie- 
fern uns die Mittel, die eben erwihnte Formel noch einmal zu erhalten. 
Multiplicirt man niimlich die Formel (18) symbolisch mit 


G — gsh + gphe + Gehry —ghs +H, 


so wird die linke Seite der entstehenden Forme! identisch Null. Da- 
her kommt: 


0=6(G—ght+ghe+ gehp — gh, + H) 
+2e(K—kk+h,k. + hk, —kk, + K). 
Da nun kk = K, k,k, aber gleich Null ist, so verschwindet auch 
das ¢ angehérige Symbol, so dass wir erhalten: 


6(G — gh + gphe + Gely —ghs + H| =9; 
das ist der Inhalt der Formel (IV) in § 9. 


_ Da zwar G@ und g, durch g allein, nicht aber jedes der Symbole 
gp» wnd g, durch g allein ausdriickbar ist, so wiirde diese Formel noch 
keine Lésung des Problems ergeben kénnen, eine Formel méglichst 
niedriger Dimension aufzustellen, welche nur die Potenzen der Axen- 
bedingungen der beiden Strahlen eines Schneidepaars enthielte. Die 
gesuchte Formel entstiinde aber, wean man die eben aufgestellte For- 
mel mit g oder h symbolisch multiplicirte, und benutzte, dass g, = 4 9°, 
G =} ' ist. Dann kommt niimlich die Formel fiinfter Dimension: 


6|gh—gh?+¢hi—gh'| =0, 
welche, ebenso wie die Formeln (46) bis (49), ein Analogon zu der 
interessanten Formel dritter Dimension liefert, welche die einfachen 
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Grundbedingungen eines in fester Ebene befindlichen Kegelschnitts * 
verbindet. 


§ 20. 


Formeln zwischen den Grundbedingungen der Coincidenz des Schneide- 
paars und denen des Schneidepaars oder des allgemeinen 
Strahlenpaars. 


Das Schneidepaar, welches wir in § 18. nur als Ausartung des 
allgemeinen Strahlenpaars aufgefasst haben, betrachten wir hier um 
seiner selbst willen. Dabei behalten wir noch immer die Bezeichnungen 
des § 18. bei. = 

Die Coincidenz des Schneidepaars ¢, die am passendsten mit «6 
zu bezeichnen ist, entsteht dadurch, dass die Strahlen g und h in den 
Strahl & unendlich nahe riicken, wobei der Schnittpunkt c und die 
Schnittebene uw vollkommen bestimmt bleibt. Eine ¢6 zugesetzte a-fache 
Bedingung bezeichnet die Anzahl derjenigen Coincidenzen ¢¢, welche 
diese a-fache Bedingung erfiillen und einem vorliegenden Systeme 
(a—1)**Stufe angehéren. Alle Formeln zwischen Grundbedingungen 
des Schneidepaars gelten natiirlich auch zwischen den gleichnamigen 
Grundbedingungen dieses specielleren Schneidepaars. Z. B. 


(50) , Bee =—weo + ceo, 

(51) Beo=—=weo +ceo, 

(52) kpeo =wkeo — we6, 

(53) k, 86 = ckeo — eo , 

(54) k, e6 = uckheo — we — ucrec, 
(55) Keo =(we—p)keo — weeco. 


Dieselbe Art der Benutzung des Corr.-Pr., welche in § 18. zu der 
Formel (16) fiihrte, fiihrt hier bei dem Schneidepaare zu folgender 
Formel: 


(56) g6+ho — po—eo. 41) 


Durch sbl. Mult. dieser Gleichung mit uw, c und g oder h erhilt 
man nach Benutzung von (6) und (8) oder (7) und (9) und von (50): 


(57) In + hypo + wo — woo = peo, 
(58) 96 +ho+eo—pco—ceo, 
(59) gho —wo—co =keo. 
Statt (59) kann wegen (51) auch geschrieben werden: 
(60) Bo = gho — kee (vergl. (24)). 


Durch Addition von (59) zu (57) und zu (58) erhalt man; 
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(61) 9r5 + gho + hyo — uco — eo == e0(u+k), (II) 
(62) ge6 + gho+h.o — wco — wo: =e6 (c+k). (II) 
Durch Multiplication der Gleichung (57) mit ¢ oder der Gleichung 
(58) mit w, und durch Benutzung der Relation: 
wo — wee + wero — 86 = 0 
erhailt man endlich: 
(63) 9:5 + ho + wo + 6 = EG(uc). ; 

Diese Formel enthilt das beste Correspondenzprincip fiir zwei sich 
schneidende Strahlen bei dreifacher Correspondexzbedingung. Sie kénnte 
hinsichtlich ihrer Kinfachheit der Formel (7) des § 16. an die Seite 
gestellt werden. 

Fiihren wir jetzt die dem allgemeinen Strahlenpaare angehdérigen 
Symbole dadurch ein, dass wir durch Multiplication von (18) mit g, 
und h,, g,6 und h,o ausdriicken, und die erhaltenen Ausdriicke, ebenso 
wie die in (32) und (33) gegebenen Ausdriicke fiir w*o und c*o in 
Formel (63) einsetzen, so erhalten wir: 

(64) G+ gh + gele + php + ghe + H = e6(uc) + 6(Bh?+h). 

Die linke Seite dieser Formel stimmt mit der linken Seite der 
Formel (40) tiberein; die rechte Seite aber enthilt ausser der Coinci- 
denz des allgemeinen Strahlenpaars auch die Coincidenz des Schneide- 
paars. Wir veriindern nun, weil dies fiir die Ablesung von Corre- 
spondenzsatzen zweckmissig ist, die rechte Seite der Formel (64) so, 
dass “alle Symbole, die « angehéren und # enthalten, verschwinden 
und dafiir eo angehérige Symbole eintreten. Dies gelingt durch ge- 
wisse Formeln, welche nur ¢ und ¢o6 enthalten und auf folgendem 
Wege gefunden werden. 

Man addire die mit (g+h) multiplicirte Gleichung (17), die mit 
— 6 multiplicirte Gleichung (18) und die Gleichung (56). Dann erhilt 
man nach Aufhebung der gleichen Glieder: 


=é6-+ 2k — 26, 


oder: 
(65) 426 = e(B—k). 
Hieraus erhalt man durch sbl. Mult. mit B-4-% und mit 6?-+ Bk-+-/?: 
(66) } 66(B+k) = &(6?—k’), 
(67) } £0 (6+ Bk+k) = 6(6°- B). 


Berechnet man aus (65) ¢8, -multiplicirt mit k?, und setzt den 
erhaltenen Ausdruck statt ¢fk* in (64) ein, so kommt: 


(68) G+ g.h+ gphp + gee + ghs + H= eG (uc+ 4h’) + 46k, , 
eine Formel, welche in vielen Fiillen der Anwendung des Correspondeng- 
princips im Strahlenraume bequemer ist, als Formel (40). 
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Es liegt nahe, die Formeln (40) und (68) oder (64) dadurch zu 
verificiren, dass man ihre rechten Seiten gleichsetzt. Dies giebt: 


(69) €6(uc) = «(8 — B°k-+ Bki—h?). 


Fiihrt man hier statt ¢6*, ¢B*k, eBk* die aus (65), (66) und (67) 
folgenden eo enthaltenden Ausdriicke ein, so kommt: 


£6 (uc) = $26 (6°—Bk+h?). 


- Beachtet man jetzt, dass k® —/k, + k,, und benutzt (50), (52) 
und (53), so erhailt man die bestiatigende Identitat: 


é6(uc) = 4 €6 (uc)? —(u+o)k + (uk—w'+ck—e’)). 


§ 21. 


Ablesung von Correspondenzsatzen aus den fiir das Strahlenpaar und 
das Schneidepaar erhaltenen Formeln. 


Nach den in § 15 gemachten allgemeinen Bemerkungen iiber die 
Salmon-Zeuthen’sche Erweiterung des Correspondenzprincips und 
nach der in § 17. besprochenen Uebersetzung der Formeln fiir Punkte- 
paare in Sitze iiber Correspondenzen zwischen Punkten ist hier nur 
wenig hinzuzufiigen, da die meisten Bemerkungen des § 17. ohne 
Weiteres vom Punktepaar auf das Strahlenpaar iibertragen werden 
kénnen. 


Die Eintheilung der Coincidenzen in Gattungen gestaltet sich hier wie 
. folgt. Eine Coincidenz im Strahle k ist von der («+ 1)" Gattung oder 
«-stufig, wenn dieselbe die Bedingung f* -von' selbst zu erfiillen im 
Stande ist, oder, was dasselbe ist, wenn als verbindende lineare Congruenz 
der beiden in / zusammengefallenen Strahlen jede Congruenz aus einem 
System «et Stufe solcher Congruenzen angesehen werden kann. Eine 
Coincidenz («-+ 1)'*" Gattung wird ferner d-fach zu nennen sein, wenn 
durch jede Bedingung §* @ solcher verbindenden linearen Congruenzen 
bestimmt sind. Uniter oo* einem Strahle k unendlich nahen Strahlen 
giebt es immer co*~'k schneidende Strahlen. Daher ist bei einer Co- 
incidenz (a+ 1)" Gattung im Strahle k immer ein System (a@—1)'" 
Stufe von Coincidenz-Schneidepaaren bestimmt, welche k als Coinci- 
denzstrahl besitzen. Nun driicken aber die Formeln (65), (66) und 
(67) des § 20. die «8, <¢B*, ¢B* durch die ek, ek*, ek®, eo, eoB, 
e6k, e6B?, eo Bk, eck? aus, und die eof, e686", eoBk lassen sich 
wieder durch die «6 und ee ausdriicken. Daher kénnen bei den 
Correspondenzsitzen die Coincidenzzahlen, je nach Bedarf, entweder 
durch die Producte der Potenzen von # und k fiir ¢, oder durch die 
Producte der Potenzen von w und ¢ fiir ¢6 und eine einzige Potenz 
von k fiir ¢ ausgedriickt werden, wie Formel (40) und (68) zeigen. 
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Die Formeln, welche in § 18. und § 20. mit rémischen Nummern 
bezeichnet sind, eignen sich namentlich zur Ablesung von Correspon- 
denzprincipien in herkémmlicher Ausdrucksweise. 


Das Chasles’sche Correspondenzprincip im Strahlbiischel erhilt 
man dadurch, dass man sich Formel (56) mit u*c? symbolisch multi- 
plicirt denkt. Die schon durch Zeuthen’s Untersuchung bekannten 
Correspondenzprincipien im Strahlenfelde und im Strahlenbiindel ent- 
stehen aus (62) und (61) durch sbl. Mult. mit w> resp. c®. New ist das 
aus (31) folgende Correspondenzprincip in der Strahlenaxe. Man erhilt 
dasselbe, wenn man sich diese Formel mit B sbl. multiplicirt denkt 
und beachtet, dass 


} B(u— oto = fw2-$e%) (ue)? = 4 We Cp?—Qye—2yed)o 
identisch verschwindet, da u?c?6 = w*co + wee ist. 
Die Formel (31) lautet dann: 


(70) Big, F4g?h-+ 4gh? +h.) =e (6?—Bk+2h)B 
=4fe6(u+c)B4+2ek’B. 

Sie ist so zu einer eigentlichen (§ 15.) Correspondenzformel geworden. 

Die Formeln vierter und héherer Dimension sind von selbst eigent- 

liche. 

Es wird iiberfliissig erscheinen, die rechten Seiten dieser Corre- 
spondenzformeln durch Einfiihrung der Coincidenzen verschiedener Gat- 
tungen noch besonders zu erliiutern, da ja erstens die Art und Weise 
einer solechen Deutung durch das Beispiel des Punktepaares hinreichend 
gekennzeichnet ist, und zweitens fiir die Anwendungen die oben ge- 
gebene einfachere Gestalt der Correspondenzformeln viel geeigneter ist. 

Das vollstiindige Correspondenzprincip in der Strahlenaxe lautet 
also nach Formel (70), da By, = Bg., also § Bh=Bg,h=Bg_h ist: 

1) , Wenn zwischen den oo Strahlen, welche eine Axe schneiden, 
eine durch eine dreifache Correspondenzbedingung definirte Correspondenz 
derartig besteht, dass einem Strahle X resp. X’ a’ Strahlen X’ resp. 
a Strahlen X entsprechen, und dass diejenigen Strahlen X’ resp. X, 
welche den stimmtlichen Strahlen X resp. X’ eines in der Axe liegenden 
Strahlbiischels entsprechen, eine Regelfliiche vom Grade B’ resp. B bilden, 
so ist die Summe dieser 4 Zahlen 


apa +B+B6 


u—v-+2z, 

wo u die Anzahl derjenigen Strahlen der Axe ist, in welchen zwei 
sich entsprechende Strahlen so zusammenfallen, dass zwei gegebene 
Strahlbiischel je einen Strahl enthalten, der diese beiden zusammen- 
fallenden Strahlen zu schneiden vermag , 
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wo v der Grad der von denjenigen Strahlen der Axe erzeugten Regel- 
fliiche ist, in welchen zwei sich entsprechende Strahlen so zusammen- 
fallen, dass ein gegebener Strahlbiischel einen Strahl enthdlt, der 
diese beiden zusammenfallenden Strahlen zu schneiden vermag, 

und wo 2 die Summe von Biindelgrad und Feldgrad des von den- 
jenigen Strahlen der Axe erzeugten Strahlenortes zweiter Stufe ist, 
in welchem zwei sich entsprechende Strahlen zusammenfallen.“ 

Die eben genannte Zahl @ entsprach unserm Bg,, a’ unserm Bh,, 
6B unserm $Bg*h, B’ unserm }Bgh?, u unserm ¢ Bf, v unserm 
eBBk, 2 unserm ¢ BR. 

Das Correspondenzprincip im Strahlenraume wollen wir aus der 
Formel (68) ablesen, dabei also die Coincidenz des Schneidepaars be- 
riicksichtigen : 

2) , Wenn zwischen den co Strahlen des Raums eine durch eine 
vierfache Correspondenzbedingung definirte Correspondenz derartig besteht, 
dass einem Strahle X resp. X' a Strahlen X’ resp. a Strahlen X ent- 
sprechen, dass ferner diejenigen Strahlen X’ resp. X, welche den stimmt- 
lichen Strahlen X resp. X’ eines Strahlbiischels entsprechen, eine Regel- 
fliiche vom Grade B’ resp. B bilden, dass ferner diejenigen Strahlen X’ 
resp. X, welche den stimmtlichen Strahlen X resp. X' eines Strahlen- 
biindels entsprechen, einen Strahlenort zweiter Stufe vom Biindelgrade y 
bilden, und. dass endlich alle diejenigen Strahlen X’ resp. X, welche den 
siémmtlichen Strahlen X resp. X' eines Strahlenfeldes entsprechen, einen 
Strahlenort zweiter Stufe vom Feldgrade 9 bilden, dann ist die Summe 


dieser 6 Zahlen: 
ete +B+h+r+43 


gleich 
u+v-+ 4z, 
wo u die Anzahl derjenigen Strahlen ist, in welchen zwei sich ent- 
sprechende Strahlen zusammenfallen und zugleich sich so schneiden, 
dass der Schnittpunkt auf einer gegebenen Ebene liegen kann und 
die Schnittebene durch einen gegebenen Punkt gehen kann, 
wo v die halbe Summe von Biindelgrad und Feldgrad des von den- 
jenigen Strahlen erzeugten Strahlenorts zweiter Stufe ist, in wel- 
chen zwei sich entsprechende Strahlen zusammenfallen und zugleich 
sich schneiden, 
und wo z der Grad des von denjenigen Strahlen erzeugten Strahlen- 
ortes dritter Stufe (Complexes) ist, in welchen zwei sich entspre- 
chende Strahlen zusammenfallen.“ 
Wir fiigen diesen beiden Correspondenzprincipien noch die Ueber- 
setzung einiger der fiir das Schneidepaar gefundenen Formeln hinzu: 
Multiplicirt. man Formel (57) und (58) mit der Trigerbedingung B, 
so verschwinden die Symbole u*6 — uco resp. c?o — uce identisch, 
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und wir erhalten so folgende Correspondenzsiitze aus diesen beiden 
Formeln: 

3) , Wenn zwischen den co® Strahlen, welche eine Axe schneiden, 
eine Correspondenz derartig besteht, dass je zwei entsprechende Strahlen 
sich schneiden, und dass durch einen nicht auf der- Axe liegenden 
Punkt « Strahlen X resp. a Strahlen X’ gehen, die entsprechende be- 
sitzen, so ist die Summe dieser beiden Zahlen 


a+ a 
gleich der Anzahl derjenigen Strahlen der Axe, in denen zwei sich ent- 
sprechende so zusammenfallen, dass ihre Schnittebene durch einen ge- 
gebenen- Punkt gehen kann.“ 
4) Der andere Satz entspricht diesem dualistisch. 


Aus der Formel (63) kann man Folgendes ablesen: 

5) , Wenn zwischen den oo' Strahlen des Raums eine Correspondenz 
(X, X’) besteht, so ist die Anzahl derjenigen Strahlen, in denen zwei sich 
entsprechende so zusammengefallen sind, dass sie sich schneiden, und 
dass ihr Schnittpunkt auf einer gegebenen Ebene liegen, ihre Schnitt- 
ebene durch eimen gegebenen Punkt gehen kann, gleich der Summe von 
4 Zahlen, von denen zwei den Grad des Complexes der von entsprechenden 
Strahlen geschnittenen Strahlen X resp. X’ angeben, und von denen die 
beiden andern angeben, wieviel Strahlen mit ihren entsprechenden in ein 
und derselben Ebene liegen resp. durch ein und denselben Punkt gehen 
konnen.“ 

Es bedarf wohl kaum noch der Erwihnung, dass die Fille, in denen 
einem Strahle unendlich viele entsprechen, von unsern Formeln (41) 
bis (45) erledigt werden, und dass die Formel (41) mit dem Corre- 
spondenzprincip in der Strahlenaxe, die Formel (42) mit dem in dem 
Strahlenbiindel, die Formel (43) mit dem in dem Strahlenfelde, die 
Formel (44) mit dem in dem Strahlenbiischel einen gewissen Zusammen- 
hang hat, dessen Analogon beim Punktepaare in § 17. besprochen ist. 

Uebrigens erledigen unsere Correspondenzformeln in § 16. und 
§ 18. auch diejenigen Fille, wo durch die Correspondenz (X, X’) das 
von den Hauptelementen X gebildete System von anderer Stufe ist, 
als das von den Hauptelementen X’ gebildete System, wo also z. B. 
jedem Punkte X eine endliche Anzahl von Punkten X’ entspricht, wo 
aber nun nicht jeder beliebige Punkt ein Punkt X’ sein kann, sondern 
etwa nur jeder Punkt einer gewissen Curve, jedoch so, dass jedem 
Punkte X’ dieser Curve oc? Punkte X entsprechen. Ein Beispiel hierzu 
bietet die Ableitung der Formel (I) in § 22. 

Anwendungen unserer Correspondenzformeln fiir Strahlen folgen 
erst in § 24., § 25., § 26., nachdem auch die iibrigen Paare von 
Hauptelementen behandelt sind. 








H. Seuceaee. 


g§ 22. 


Das aus Punkt und Ebene gebildete Paar. 


Nachdem durch die ausfiihrliche Behandlung des Strahlenpaares 
in § 18., 19., 20., 21. der Weg angedeutet ist, wie man weiterzugehen 
hat, um auch andere Paare hinsichtlich der Beziehungen zwischen ihren 
Grundbedingungen und denen ihrer Ausartungen zu behandeln, so 
kénnen wir uns bei den noch nicht behandelten durch zwei verschiedene 
Hauptelemente definirten Paaren mit kurzen Andeutungen begniigen. 

Das aus Punkt und Ebene bestehende Paar hat zu Pliicker’schen 
Oertern nur seinen Punkt ¢ und seine Ebene uw (§ 14.). Seine Coinci- 
denz « ist ein Gebilde, welches aus einer Ebene und einem darauf 
liegenden Punkte besteht. Da die Constantenzahl dieser Coincidenz 
immer gleich 5, die des allgemeinen Paares aber gleich 6 ist, so kann 
die Coincidenz von keiner héheren Gattung (§ 17.) als der ersten sein. 
Andere Ausartungen als ¢ sind nicht mdglich. Die fiir ein System 
erster Stufe geltende Grundformel zwischen c, w und « ergiebt sich 
am leichtesten, wenn man jeden der oo' Punkte der oc! Paare dieses 
Systems mit jedem Punkte, welcher auf der diesem Punkte zugehérigen 
Ebene liegt, als Punktepaar auffasst, und auf das dadurch bestimmte 
System dritter Stufe von Punktepaaren die Formel (III) aus § 16. an- 
wendet. Die Symbole c* und c*d aus dieser. Formel sind dann gleich 
Null zu setzen. Das ed? von dort ergiebt sich hier gleich c-1, das 
d@ von dort gleich w, das eg, von dort gleich ¢, die iibrigen Coincidenz- 
symbole von dort sind hier gleich Null. Daher kommt: 


(f) c+ uw=—e. 
Hieraus folgt durch sbl. Mult. mit ¢ — u: 
a) ct — p? =e (c—a), 
und durch sbl. Mult. mit c? — eu + wu’: 
(11) A+ we =e (?+u'?—cy). 


Endlich ergiebt sich durch sbl. Mult. mit ¢* — c?u + eu? — p' 
Ome (co — chu + cy? — u*), 
das ist der Inhalt der Formel (IIT) aus § 9., welche die Grundbe- 
dingungen einer Ebene mit denen eines darauf liegenden Punktes ver- 
bindet. 

Als Beispiel fiir die Uebersetzungen dieser Formeln in Worte wiihlen 
wir die von Formel (III). 

»Besteht zwischen den Punkten und den Ebenen des Raums eine 
Correspondenz derartig, dass einem Punkte « Ebenen, und einer Ebene 
« Punkte entsprechen, bilden ferner die Punkte, welche auf entsprechenden 
Ebenen liegen, eine Fliche von der Ordnung n, die Ebenen, welche durch 
entsprechende Punkte gehen, eine Fliiche von der Classe m, und giebt 
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es endlich in jeder Ebene r Punkte, welche auf entsprechenden Ebenen 
so liegen, dass diese Ebenen durch einen gegebenen Punkt gehen, so ist 


ate=n+m—r. 
Kine Anwendung folgt in § 29. 


§ 23. 
Das aus Punkt*und Strahl gebildete Paar *). 


Dieses Paar hat grei Pliicker’sche Oerter, niimlich seinen Punkt ¢, 
seinen Strabl g und die durch beide gelegte Ebene u. Daher ist nach 
Formel (I]) und (III) in § 9.: 


(1) : w= ug — Gp, 
(2) wu = ge — gs, 
(3) we = we — we? + ce. 


Das Paar hat keine andern Ausartungen als die Coincidenz «. 
é besteht aus einem Strahle g und einem darauf liegenden Punkte c; 
é hat also, wenn die Verbindungsebene uw zwischen c und g jede von 
den co! durch g méglichen Ebenen sein kann, die Constantenzahl 5, und 
wenn diese Verbindungsebene pw endlichdeutig bestimmt ist, die Con- 
stantenzah! 6, d. h. entweder eine um 2 oder eine um 1 kleinere Con- 
stantenzahl, als das allgemeine Paar. Mit andern Worten, die Coincidenz 
von Punkt und Strahl kann erster und zweiter aber nicht héherer 
Gattung sein. Bei einer a-fachen Coincidenz erster Gattung wiirde 
die Verbindungsebene a-deutig bestimmt sein, bei einer a-fachen Co- 
incidenz zweiter Gattung wiirde jede durch den Strahl gelegte Ebene 
amal als seine Verbindungsebene mit dem in ihn fallenden Punkte 
gerechnet werden miissen. Wollte man also die beiden Gattungen der 
Coincidenz unterscheiden, so wiirde man das Symbol 


eu 
in zwei Summanden zerlegen miissen, von denen der erste angiebt, 
wieviel Coincidenzen erster Gattung ihre resp. eine ihrer Verbindungs- 
ebenen durch einen gegebenen Punkt schicken, und der zweite angiebt, 
wieviel Coincidenzen zweiter Gattung vorhanden sind, jede so oft ge- 
rechnet als ihre Vielfachheit betrigt. 

Um eine allgemeingiiltige Formel erster Dimension zwischen c, 9, u 
und « zu erhalten, fassen wir jeden der co! Punkte der oo' Paare mit 
jedem Punkte des ihm zugehérigen Strahls als Punktepaar zusammen, 
und wenden auf das dadurch erhaltene System zweiter Stufe von Punkte- 





*) Dreistufige in fester Ebene liegende Systeme solcher Paare betrachtet 
Clebsch in diesen Annalen (Bd, VI, p. 203) von einem anderen Gesichtspunkte 
aus unter dem Namen Conneze, 
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paaren die Formel (II) des § 16. an. Das c? von dort ist hier Null, 
das ed von dort ist hier gleich c-1, das d* von dort ist hier gleich g, 
das g, von dort ist hier gleich mu, das eg von dort ist hier gleich «, 
das ¢b ist hier gleich Null. Daher kommt: 


(4) ec+g—u=e. (I) 
Durch sbl. Mult. dieser Forme] mit ¢ + uw und Benutzung von (1) kommt 
die eigentliche Correspondenzformel : ° 

(5) e+ cg + Ip =e (+4). (If) 


Durch sbl. Mult. von (4) mit c? — cg+ g, erhilt man links bei Be- 
nutzung von (1), (2), (3) Null. Daher kommt: 
O=—s(?—cg+g), 

das ist der Inhalt der Formel (I) aus § 9., welche die Beziehung zwischen 
den Grundbedingungen eines Strahls und denen eines darauf liegenden 
Punktes ausspricht. 

Durch sbl. Mult. der Formel (4) mit g.-+ ug — we erhilt man 
bei Benutzung von (1), (2) und (3) die eigentliche Correspondenzformel : 


(6) 9s + ge — = 8 (Ge + ug — UC). (i) 
Diese Formel sagt Folgendes aus: 


» Wenn zwischen den co*® Punkten des Raums und den co Strahlen 
eines Complexes eine durch eine dreifache Correspondenzbedingung definirte 
Correspondenz derartig besteht, dass jedem Punkte « Strahlen entsprechen, 
dass die oo* Strahlen, welche den siimmtlichen Punkten einer Ebene ent- 
sprechen, einen Strahlenort zweiter Stufe mit dem Feldgrad £ bilden, 
und dass die oo* Strahlen, welche den stimmtlichen Punkten des Raums 
entsprechen, einen Complex vom Grade y bilden, so ist 

y+ B—as-u+v—z, 

wo u der Feldgrad des von denjenigen Strahlen gebildeten Strahlen- 

orts zweiter Stufe ist, in welche entsprechende Punkte fallen, 
wo v der Grad der von denjenigen Strahlen gebildeten Regelfliiche ist, 
in welche entsprechende Punkte so fallen, dass die durch Punkt 
und Strahl gelegte Ebene durch einen gegebenen Punkt gehen kann, 

und wo 2 der Grad der von denjenigen Punkten gebildeten Curve ist, 
durch welche entsprechende Strahlen so gehen, dass die Verbindungs- 
ebene zwischen Punkt und Strahl durch einen gegebenen Punkt 
gehen kann. 

Die analogen Betrachtungen und Resultate fiir das aus Ebene und 
Strahl bestehende Paar entsprechen den eben gegehenen dualistisch. 
Bezeichnet man bei diesem Paare die Ebene mit mu, den Strahl mit g, 
den Schnittpunkt mit c, die Coincidenz mit ¢, so ergiebt sich durch 
dualistische Uebertragung aus Formel (4): 
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(7) u+g—e=e, 
und aus Formel (5): 
(8) + Hg + ge = @ (U+e)- 


Beispiele fiir die Formel (6) und (8) folgen in § 29. 


§ 24. 


Anwendung der auf das Strahlenpaar beziiglichen Formeln fiir die 
Bestimmung der fundamentalen Anzahlen der linearen 
Congruenz*), 


In § 6. wurde unter Fundamentalzahl eines Gebildes mit der Con- 
stantenzahl c jede Zahl verstanden, welche angiebt, wieviel solcher Ge- 
bilde einer c-fachen nur aus Grundbedingungen zusammengesetaten Be- 
dingung geniigen. Die simmtlichen Fundamentalzahlen eines Gebildes 
sind also, kurz ausgesprochen, die numerischen Werthe aller méglichen 
c-fachen Grundbedingungen. Die Bestimmung dieser Werthe kann 
durch hinreichend viele Formeln immer zuriickgefiihrt werden auf die 
Bestimmung der numerischen Werthe von Bedingungen, die andern 
einfacheren Gebilden angehéren. Die Methode, durch welche diese 
Zuriickfiihrung geschieht, ist von Chasles durch seine Bestimmung 
von Kegelschnitt-Anzahlen (C. R. 1864, 1867) begriindet, und von 
Zeuthen durch seine Abhandlung Almind. Egensk. v. Syst. af pl. 
Kurv. weiter ausgebildet. Den allgemeinen Charakter dieser Methode 
wird der Verfasser in der zweiten Abhandlung erliutern. 

Nach dieser Methode reducirt sich die Bestimmung aller fundamen- 
talen Anzahlen des Strahlenpaares, oder, was dasselbe ist, der durch 
die beiden Strahlen des Paares erzeugten linearen Congruenz auf die 
Bestimmung aller Fundamentalzahlen des Schneidepaars 6 und weniger 
Fundamentalzahlen der Coincidenz ¢, wie aus dem Folgenden hervor- 
gehen wird. Die Briicke fiir diese Zuriickfiihrung bilden wenige Formeln 
des § 18., namentlich die Formeln (17), (18), (19). Die wenigen 
Kundamentalzahlen von ¢, deren Kenntniss zur Bestimmung der Funda- 
mentalzahlen der linearen Congruenz ndthig ist, enthalten simmtlich 
eine Grundbedingung von héherer, als der vierten Dimension fiir den 
Coincidenzstrahl «, haben also den Werth 0. Die simmtlichen Funda- 
mentalzahlen des Schneidepaars aber werden durch die Formeln (6) bis 
(15) in § 18. auf die Zahlen zuriickgefiithrt, deren Symbole ausser u 
und ¢ héchstens die erste Potenz von g und h enthalten. Diese sind 
aber simmtlich Null, ausser 

owe'gh =owegh=1. 


*) Fiir diesen § gelten die Bezeichnungen von § 18. 


6* 
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Durch diese eine als apriorisch anzusehende Anzahl kénnen also 
schliesslich alle Fundamentalzahlen der linearen Congruenz ausgedriickt 
werden. 


Die detaillirte Durchfiihrung der Reduction auf die Zahlen 6 und 
diejenigen Zahlen «, die gleich Null sind, wiirde im Vergleich zu der 
Einfachheit des Gegenstandes hier zuviel Raum kosten. Wir. kénnen 
uns damit begniigen, auf Folgendes aufmerksam zu machen: 

1) Ist in einem durch eine 7-fache Grundbedinguug Z definirten 
Systeme o und « bekannt, d. h. weiss man, wieviel Schneidepaare und 
wieviel Coincidenzen Z erfiillen, so bestimmt sich die der 8 -fachen 
Bedingung 6 Z zugehdrige Zahl durch Formel (17) in § 18., und die 
Summe der beiden den 8-fachen Bedingungen gZ und hZ angehirigen 
Zahlen durch Formel (18) in § 18. 

2) Die Zahl, welche einer achtfachen sowohl 6 als g +h ent- 
haltenden Bedingung angehért, kann immer aus zwei Systemen erster 
Stufe erhalten werden, aus dem einen als 8, aus dem andern als g+h, 

3) Die Zahlen, welche zwei achtfachen Symbolen angehéren, die 
durch Vertauschung von g mit h in einander iibergehen, sind gleich. 

4) Die Zahlen, welche zwei achtfachen sich dualistisch entsprechen- 
den Symbolen angehoren, sind gleich. 

5) Alle B als Factor enthaltenden Symbole kénnen durch Formel (1) 
oder (2) in § 18. auf die tibrigen Symbole zuriickgefiihrt werden. 


Beispiele: 
1) In dem durch die Bedingung Gh? definirten Systeme erster 
Stufe ist ausser o auch ¢ bekannt, nimlich 
eGhp? = 0, 
weil sich fir die Bestimmung eines Strahls eine fiinffache Bedingung 
ergiebt, und: 
GHB = 6 (urcg—p8g-+ pre?) h (uo)? 
= ogh (2u%c?-+ uw? oc? — usc?) 
=—2-1+1—1—=2, 
wo die Glieder, deren numerischer Werth Null ist, fortgelassen wurden. 


Daher ergiebt sich das B dieses Systems gleich 24+ 0—2, das 
g+h=—2+4+2-0=—2. Also 


B (Gh) = Ghp* = 2, 
(g+h) (GhB*) = gGhp + Gh°p? = 2, 
d. h. da gG@hB* Null sein muss, weil dem Strahle g eine fiinffache 
Bedingung auferlegt ist: 


Gh? Bp? = 2. 
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2) System: (g+h)’. 
Bekannt: ¢(g+h)' =0. 
6(g+h)' = 35 6g'h® + 356g°ht = 140Gh, + 1409,H 
= 140 we?gh + 140 uc? gh = 280; 
Gefunden: (g+-h)* = 280; (g+h)'B = 280. 
3) System: (g-+h)®B. 
Bekannt: aus 2) (g-+-h)'B=280; e(g+h)*B=0; o(9+h)®B—280. 
Gefunden: (g + h)* B? = 280. 
4) System: (g-+ h)°B?. 
Bekannt: aus 3) (9+ h)® B?=280; «(g+h)>B?=0; 6 (g+ h)>p?—=280. 
Gefunden: (g-+ h)> p> = 280. 
5) System: (g-+-h)* p>. 
Bekannt: aus 4) (g+-h)°6® = 280; o(g-+h)*p} = 216. 
Gefunden: (g+-h)*B! = 248 und e(g+h)'p® = 32. 
6) System: (g+h)*B'. 
Bekannt: aus 5) (g-+h)* Bt = 248; o(g+h) Bp! = 120 
Gefunden: (g-+-h)'p> = 184; e(g+h)3p! = 64. 
7) System: (g-+h)? p>. 
Bekannt: aus 6) (g-++-h)> p> = 184; o(g+h)?p > = 40. 
Gefunden: (g-+-h)*? B® = 112; e(g+h)?p> = 72. 
8) System: (g+-h) B*. 
Bekannt: aus 7) (g+h)? B® = 112; o(g+h) p> =—0. 
Gefunden: (g-++h)B’ = 56; «(g+h)p* = 56. 
9) System: B’. 
Bekannt: aus 8) (g+h)p’ = 56; of’ =0. 
Gefunden: B> = 28; « = 28. 

In den folgenden Zahlentabellen sind alle fundamentalen Anzahlen 
der linearen Congruenzen angegeben, und ausserdem auch alle von Null 
verschiedenen Zahlen «. Von zwei Zahlen, welche Bedingungssymbolen 
angehéren, die sich dualistisch entsprechen, oder durch Vertauschung 


von g und hk in einander iibergehen, ist immer nur die eine angegeben, 
weil ja die andere ihr gleich ist. 


A. Tabelle der Fundamentalzahlen der linearen Congruenzen. 
1) B* = 28; 
2) B(g+h) =56; p'g = 28; 
3) B(g+h) = 112; .B°g=9; Begh = 38; 
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4) B(g+h) = 184; py, —4; Bgh = 14; 

5) B'(g-+h)* = 248; B'G=1; Bty,h=7; B'gehe=5; B'y.hp=6; 
6) B3(g-+-h)® = 280; BGh = 2; Bosh. = 3; 

7) B(g+h)® = 280; BGh,=1; B*gsh, = 2; 

8) B(g+h)? — 280; BGh,—1; 

9) (g+h)> = 280; GH=1. 

10) Bp’ = 10; 

11) BB(g+h) =20; Bp 'g “= 10; 

12) BB'(g+h)? = 40; BBtg,=—3; BBtgh =14; 

13) BB’(g+h) = 64; Bp gy, =1; BB *y.h = 5; 

14) BB(g+h)'= 80; BBG =0; BB gh=—2; BB g,h, =2; 


BB gyhe = 2; 
15) BB(g+h)' = 80; BBGh=0; BBg.h.=1; 


16) B(g+h)’ —80; BGh, =0; Bg,h, =—1. 

17) B? pt = 4; 

18) BA (g+h) =8; BPRg =—4; 

19) B(y+h)? = 16; B’p’y, —1; BB *gh = 6; 

20) BB(g+h) = 24; BBy, =0; BBgh =2; 

21) Big+h)'=24; BG=0; B’gh=0; B’g.h.=1; B’g.hy>—1. 
22) B® p? = 2: 

23) B°B(g+h)=—4; BBg —2; 

24) Big+h)? =—8; Bg, =0; Boh=4. 

25) B! = 2. 


B. Tabelle der von Null verschiedenen Fundamentalzahlen der linearen 
Congruenz mit unendlich nahe liegenden erzeugenden Axen. 
—=28; Pk=—=2; Pk—9; Pk—=—4; PK—1; 
Bpe=10; BRkK—10; BHPK=3; Bk —1; 
BB 4; BPRPk— 4; B pk, —1; 
Bp = 2; Bk = 2. 


Viele der Fundamentalzahlen dieser beiden Tabellen A. und B. 
kénnen auch direct geometrisch hergeleitet werden. 


Beispiele: 
1) B’gh=4. Denn die drei Strahlen von B® und die Axe von g 
werden simmtlich durch 2 Strahlen geschnitten, ebenso besitzen die 
drei Strahlen von B® und die Axe von h 2 Strahlen, die sie alle 
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schneiden, und jeder der beiden ersten Strahlen bestimmt mit jedem der 
beiden letzten Strahlen eine lineare Congruenz, welche B*gh erfillt. 

2) ¢B’B =2. Denn die drei Strahlen von B* erzeugen eine Regel- 
schaar von Strahlen, die sie alle drei schneiden, und dem Strahlbiischel 
von # gehéren zwei Strahlen an, von denen jede Tangente dieser Regel- 
schaar ist, und auf derselben zwei unendlich nahe Axen einer linearen 
Congruenz ¢ bestimmt, die B*£ erfiillt. 

3) 6° K = 1. Denn der Strahl von K bestimmt auf jedem der 
drei gegebenen Strahlbiischel einen Strahl, welcher den Strabl von K 
schneidet; durch die so bestimmten drei Strahlen ist eine den Strahl 
von K enthaltende Regelschaar bestimmt; diejenigen beiden Strahlen, 
welche auf dieser Regelschaar in dem Strahle von K unendlich nahe 
liegen, sind erzeugende Axen einer linearen Congruenz ¢, welche 6*K 
erfillt. — 

Durch Einsetzung der oben angegebenen Fundamentalzahlen und 
der zugehérigen Zahlen o in die sémmtlichen zur Berechnung nicht 
benutzten Formeln der § 18., 19., 20. erhilt man Verificationen ent- 
weder jener Zahlen oder dieser Formeln. 


Z. B. Fiir das durch die Bedingung f' definirte System ist nach 
unsern Tabellen: 


G=eH=1; gh=—gh=171; gehe—Gphp—5; 
ép§ = 28; «PkK=—28; efPk? = ePk.+ eBk, —=9+9— 18. 
Diese Werthe stimmen mit Formel (40) iiberein, da: 
1+7+5+5+7+ 1 = 28 —2-.28+3.-18. 


Die Formel (49) stimmt ferner fiir das durch die Bedingung (g+-h) 
definirte System iiberein mit den Werthen: 


B°(g+h)* = 184; AP Big+h) = 64; BB (g+h)— 24, 
184 —4-644+3-24=0 


a 


ist. 

Wir haben bisher bei allen auf das Strahlenpaar beziiglichen 
Formeln und Auzahlen die allgemeinere Voraussetzung gemacht, dass die 
beiden Strahlen des Paars zwei Strahlenérter nullter Stufe ersten Grades, 
nicht aber einen einzigen Strahlenort nullter Stufe zweiten Grades dar- 
stellen. Setzen wir nun den specielleren Fall, dass beide Strahlen 
gleichberechtigt sind, und einen einzigen Strahlenort reprdsentiren, und 
bezeichnen wir mit f die diesem Orte angehérige Axenbedingung, d. h. 
die Bedingung, welche verlangt, dass irgend eine der beiden Axen der 
linearen Congruenz einen gegebenen Strahl schneide, so ist nach dem 
Gesetze der Spaltung: 


f=g9+h, 
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Entsprechend ist, wenn /,, f,, F die Bedingungen bedeuten, dass irgend 
eine der beiden erzeugenden Axen durch einen gegebenen Punkt gehe, 
resp. in einem gegebenen Strahlbiischel liege, resp. gegeben sei: 


fo = 9 + hy, 
i= gs + hs, 
F=G4+4. 


Die Zahlen der obigen Tabelle ergeben daher diesen Formeln ge- 
miiss die Fundamentalzahlen einer linearen Congruenz, deren beide Axen 
nur einen einzigen Ort repriisentiren. 

Z. B. aus B*(g+h)' = 24 folgt: 

Bf! = 24, 

d. h. in Worten: 
»Es giebt 24 lineare Congruenzen, welche zwei gegebene Strahlen 
enthalten und ihre beiden Axen 4 gegebene Strahlen so schneiden 
lassen, dass jeder Strahl von nur 1 Axe geschnitten wird.“ 

oder: 

»Die cot Strahlen der oo? linearen Congruenzen, welche einen ge- 
gebenen Strahl enthalten, und ihre Axen durch 4 gegebene Strahlen 
schicken, fiillen den Strahlenraum 24 mal aus.“ 

oder: 

»Die co! Axen der co' linearen Congruenzen, welche zwei ge- 
gebene Strahlen enthalten, und ihre Axen durch 3 gegebene Strahlen 
schicken, bilden eine Regelfliiche vom 24'" Grade.“ 


Uebrigens miissen diejenigen der obigen Fundamentalzahlen, welche 
ein g oder h angehdériges Symbol gar nicht enthalten, durch 2 dividirt 
werden, damit eine Fundamentalzahl fiir eine lineare Congruenz er- 
scheine, deren erzeugende Axen nur einen einzigen Strahlenort repri- 
sentiren. 

Z. B. aus B* = 28 fogt: 


» Es giebt 14 lineare Congruenzen, welche in 8 gegebenen Strahl- 
biischeln je einen Strahl besitzen kinnen.“ 
oder: 


»Die oo* Strahlen der linearen Congruenzen, welche 7 gegebenen 
Strahlbiischeln Strahlen zuzuschicken vermigen, bilden einen Com- 
plex 14" Grades.“ 


§ 25. 
Abhingigkeit der auf das Sturm’sche Problem der raumlichen Pro- 
jectivitaét beziiglichen Anzahlen von einander durch die auf das 
Strahlenpaar beziiglichen Formeln. 


Die Abzithlungsresultate, welche Herr Sturm in seiner Abhand- 
lung ,,Das Problem der riiumlichen Projectivitét* (Math. Ann. Bd. VI, 
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p. 513—550) findet, sind zum grossen Theil durch die Formeln des 
§ 18. von einander abhiingig. Wir constatiren hier die Anwendbar- 
keit unserer Formeln auf das genannte Problem, ohne uns dabei irgend- 
wie dem Charakter dieses Problems niahern zu wollen. Dasselbe lautet 
in einer unserm Zwecke entsprechenden Formverinderung: 

»Gegeben sind im Raume zwei Gruppen von je n Punkten, welche 
einander entsprechend zugeordnet sind; das von einem solchen Strahlen- 
paar erzeugte System (11—n)" Stufe zu untersuchen, dessen beide 
Strahlen beziehlich mit den Punkten der einen und der andern Gruppe 
verbunden, projectivische Ebenenwiirfe liefern, in denen die nach homo- 
logen Punkten gehenden Ebenen entsprechend sind.“ 


Fiir ein solehes Strahlenpaar giebt es, der Natur des Problems 
gemiiss, nur solehe Coincidenzen, welche wir friiher als von der vierten 
Gattung bezeichneten, d. h. jeder Punkt eines Coincidengstrahles kann 
als Schnittpunkt der beiden zusammenfallenden Strahlen, und jede 
Ebene durch den Coincidenzstrahl kann als Schnittebene derselben 
aufgefasst werden, mit andern Worten, die Coineidenz ¢ eines solchen 
Paares erfiillt immer jede Bedingung #* von selbst (vergl. § 21. und 
§ 17.). Daher sind fiir die Systeme von Strahlenpaaren, die durch die 
riumliche Projectivitét bestimmt werden, alle «, welche die Bedingung 
B* nicht enthalten, gleich Null. Wir bezeichnen nun im Folgenden 
immer, wie Sturm, die beiden zusammengehérigen Gruppen von je ” 
Punkten mit A” B*, ferner geben wir an: erstens die Stufe des dadurch 
bestimmten Systems von Strahlenpaaren (11 —~)'" Stufe, zweitens die 
Nummern der anzuwendenden Formeln aus § 18., und drittens die von 
Sturm gefundenen oder von uns danach bestimmten numerischen 
Werthe der auf das System beziiglichen Bedingungssymbole in der 
Schreibweise des § 18., indem wir diejenigen Coincidenzsymbole fort- 
lassen, deren Werth Null ist. 


1) Punktgruppen A‘B‘, System 7'* Stufe, Formel (44), 
Gh=9,H=2; «BPk=4. 

2) Punktgruppen A’ B>, System 6'" Stufe, Formel (43), 
Gh.=—gH=3; gh=—5; ep'k, = 11. 

3) Punktgruppen A> B®, System 6'* Stufe, Formel (42), 
Ghp=g,H=1; gh=5; ePk, =7. 

4) Punktgruppen A® B®, System 5'" Stufe, Formel (41), 
Gh=Hg=2; gh=gh=—3+9; «Pk=— 28. 

5) Punktgruppen A’ B’, System 4'* Stufe, Formel (40), 

G=H=1; gh=gh,=7; gphp=3; geh,-=19; 2p =38, 
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6) Punktgruppen A‘ B*, System 3'*' Stufe, Formeln (28), (29), (30). 

Aus Sturm’s Resultaten: 

Gs=he=4; gh=—gh.=16; gh=—gh,=8 
folgt: 
wo = 32; CPo=—16; wpco=— 56. 

7) Punktgruppen A® B®, System 2' Stufe, Formeln (25), (26). 

Aus Sturm’s Resultaten: 

Gemhe=10; gh=16; 9=—h—6 
folgt: 
po =—36; co— 28. 

8) Punktgruppen A' B®, System 1'* Stufe, Formel (18). Aus 

Sturm’s Resuitaten: . 

g9 =h= 20 
folgt:° 
o= 4). 

Die von Sturm angegebenen Zahlen reichen iibrigens auch aus, 
um fiir jedes System die numerischen Werthe aller iibrigen auf das 
Strahlenpaar und das Schneidepaar beziiglichen Bedingungen zu be- 
rechnen. 


Z. B. Fiir das durch die Punktgruppen A’ B® bestimmte System 
zweiter Stufe ergiebt sich aus 
B* = (g-+h)? — e(2k+8B) 
= Ip tGe thy t+ he+2gh —2ke— Be=—6+4 104+6+410+4 2-16, 
d. h. es giebt 64 sich entsprechende Strahlen, die so liegen, dass von 
zwei gegebenen Strahlbiischeln jeder einen Strahl enthdlt, der die 
beiden sich entsprechenden Strahlen schneidet. 
Fiir das durch die Punktgruppen A® B® bestimmte System 5'*r Stufe 
ergiebt sich aus: 
wee = gh. + gh, — ¢(B?k, —Bk,+K) (Formel (36)), 
dass w®co = 9 + 9 = 18 ist, 
d. h. die Schnittpunkte derjenigen sich entsprechenden Strahlen, 
welche zugleich in einer gegebenen Ebene liegen, bilden auf dieser 
eine Curve 18% Ordnung. 
Fiir das durch die Punktgruppen A’ Bb’ bestimmte System 4'e" Stufe 
ergiebt sich aus: 


weco=—gh+ gh? + gh, — gh, — ¢(B’k—Bk,+3k,) (Formel 34), 
dass w*co = 7+ (8+19+4+6+6) +7 —3 = 45, 

d. h. die Schnittebenen derjenigen sich entsprechenden und zugleich 
sich schneidenden Strahlen, deren Schnittpunkte auf einer ge- 
gebenen Ebene liegen, umhiillen eine Fliche von der 45% Classe, 
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§ 26. 


Die Ablesung von Productensitzen aus den eigentlichen 
Correspondenzformeln. 


Im Allgemeinen wollen wir unter Productensatz jeden Satz ver- 
stehen, welcher eine Fundamentalzahl des Systems derjenigen Elemente, 
die zweien von ein und demselben Elemente erzeugten Systemen gemein- 
sam sind, durch Fundamentalzahlen dieser beiden Systeme ausdriickt. 
Aus den allgemeinen Bemerkungen des § 1. folgt, dass das System der 
gemeinsamen Elemente die Stufe 


a+ B—e 
hat, wenn @ und # die Stufen der beiden Systeme sind,-und c¢ die 
Constantenzahl des dieselben erzeugenden Gebildes ist. Unter Fun- 
damentalzahl eines Systems nullter Stufe ist natiirlich die Anzahl der 
dieses System bildenden Elemente zu verstehen. 

Die Productensiitze fiir Systeme von Punkten und Ebenen sind yon 
Alters her durch die Algebra bekannt, welche lehrt, dass das Product 
der Grade zweier Gleichungen den Grad der zugehérigen Eliminations- 
gleichung giebt. 

Die Productensiitze fiir Systeme von Strahlen sind erst in den 
letzten Jahren von Halphen (C. R. Bd. 68, 1869, p. 141 und C. R. 
Bd. 74, 1872, p. 41) pracis aufgestellt, und von ihm und Zeuthen 
(C. R. Juni 1874) bewiesen worden. 

Die Prodwetensitze fiir Systeme von Kegelschnitten in fester Ebene 
sind im Anschluss an die beriihmte Chasles’sche Vermuthung 
yau + By (C. R. 1864 u. folg. Jahre) namentlich studirt worden von: 

Cremona (C. R. Bd. 59, p. 776), 

Clebsch (Math. Ann. Bd. VI, p. 1), 

Halphen (Bull. de la Soc. math., Bd. 1, 1873, p. 130 u. p. 233), 
Lindemann (,,Vorlesungen von Clebsch,“ p. 400 bis 406). 

Productensitze fiir Systeme anderer Gebilde, als der eben genannten 
4 Gebilde, sind bisher noch nicht aufgefunden worden. 

Die Productensiitze fiir Systeme von Punkten, Strahlen und Ebenen 
stecken als sehr specielle Fille in unsern eigentlichen Correspondenz- 
formeln fiir das Punktepaar, das Strahlenpaar und das Ebenenpaar. 
Sind namlich allgemein zwei Systeme ae und 6 Stufe gegeben, welche 
von ein und demselben Element mit der Constantenzahl ¢ erzeugt sind, 
so bestimmt jedes der oo* Elemente des ersten Systems mit jedem der 
oof Elemente des zweiten Systems ein Paar. Daher bestimmen die 
beiden Systeme ein System («+ )'* Stufe von Paaren. Wir wissen 
aber, dass, wie schon oben erwihnt ist, die in diesem System (a+ #)'* 
Stufe vorhandenen Coincidenzen ein System von der Stufe 


a+ Bp—c 
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bilden. Mit andern Worten, wihrend das allgemeine Paar die Con- 
stantenzahl 2¢ hat, hat jede Coincidenz desselben die Constantenzahl c, 
das heisst eine um ¢ kleinere Constantenzahl. Dies giebt bei Aus- 
dehnung des in § 17. gegebenen Begriffs der Gattung einer Coincidenz 
von Punktepaaren auf Paare iiberhaupt, dass jedes gemeinsame Element 
zweier von ein und demselben Element erzeugten Systeme a‘ Stufe 
und f'* Stufe eine Coincidenz hichster Gattung derjenigen Paare bildet, 
welche von je einem Element des einen und je einem Element des 
andern Systems erzeugt werden. 

Sind also specieller die die Systeme erzeugenden Elemente Punkte, 
Ebenen oder Strahlen, so ist das eben erwihnte gemeinsame Element 
eine Punktcoincidenz oder eine Ebenencoincidenz oder eine Strahlen- 
coincidenz, welche die Bedingung g, resp. die reciproke (§ 17.) resp. 
die Bedingung #* (§ 21.) von selbst zu erfiillen vermag. Wenn wir 
_daher auf ein in der angegebenen Weise aus zwei Oertern a und 
Be Stufe entstandenes System (a -+ )'*" Stufe von Hauptelementenpaaren 
eine unserer Correspondenzformeln («-+)'*' Dimension anwenden, so 
verschwinden in dieser alle Coincidenzsymbole, ausser denjenigen, welche 
Eg» resp. das reciproke zu ég,, resp. €B* implicite enthaltén. Ist ein 
solches nicht verschwindendes Coincidenzsymbol gleich ¢g, resp. reciprok 
dazu, resp. gleich ¢f*, so giebt es die Zahl der den Oertern a'* Stufe 
und #'* Stufe gemeinsamen Elemente an. Sind diese Symbole noch 
mit einer auf den Coincidenzpunkt resp. die Coincidenzebene resp. den 
Coincidenzstrahl beziiglichen Grundbedingung multiplicirt, so geben 
sie eine Gradzahl des Orts der gemeinsamen Elemente an, die immer 
aus dieser Grundbedingung leicht ersichtlich ist. Ist ferner ein Glied 
der linken Seite der Correspondenzformel, welche wir auf das System 
(«-+- B)'* Stufe von Hauptelementenpaaren anwenden wollten, derartig 
aus zwei symbolischen Factoren zusammengesetzt, dass der eine Factor 
von einem dem Orte a' Stufe angehérigen Elemente eine a-fache 
Grundbedingung verlangt, der andere Factor von einem dem Orte 
B' Stufe angehérigen Elemente eine 6-fache Grundbedingung verlangt, 
so wird dieses Glied von jedem Paare befriedigt, dessen erstes Haupt- 
element die a-fache Grundbedingung, und dessen zweites Hauptelement 
die B-fache Grundbedingung erfiillt, d. h. der numerische Werth eines 
solchen Gliedes ist gleich dem Product zweier aus diesen Grundbedingungen 
ersichtlichen Gradzahlen der beiden Oerter. Besteht aber ein Glied jener 
Correspondenzformel derartig aus zwei symbolischen Factoren, dass der 
eine Factor von einem dem Orte a'*" Stufe angehérigen Elemente eine 
Grundbedingung verlangt, deren Dimension von « verschieden ist, und 
dass der andere Factor von einem dem Orte A‘ Stufe angehérigen Ele- 
mente eine Grundbedingung verlangt, deren Dimension nun also auch von 
6 verschieden sein muss, so kann dieses Glied von keinem Paare erfiillt 
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werden, weil ein Ort von selbst keine Grundbedingung erfiillen kann, 
deren Dimension grdésser ist als seine Stufenzahl. Desshalb verschwindet 
jedes Glied von solcher Beschaffenheit bei der Anwendung einer Corre- 
spondenzformel («+ #)'*" Stufe auf das durch zwei Oerter a" und Bt 
Stufe bestimmte System (a-£)'*" Stufe von Hauptelementenpaaren. 
Wenden wir also eine eigentliche Correspondenzformel auf dieses System 
an, d. h. eine solche Formel, deren Glieder auf der linken Seite, abgesehen 
von einer allen gemeinsamen Trigerbedingung, nur Grundbedingungen 
enthalten, die sich auf die beiden das Paay constituirenden Hauptele- 
mente beziehen, so verschwinden links alle Glieder bis auf das eine resp. die 
beiden Glieder, deren erster Factor eine a-fache, deren zweiter eine 
B-fache Grundbedingung ausspricht. Dies Glied aber, resp. jedes dieser 
beiden Glieder ergiebt das Product zweier’Gradzahlen der beiden Oerter. 
Die Fille, wo die beiden gegebenen Oerter einen gemeinsamen Triiger 
besitzen, erledigen sich durch die mit der zugehérigen Tragerbedingung 
symbolisch multiplicirten Correspondenzformeln. 

Wir stellen nun in den folgenden beiden Tabellen die eigentlichen 
Correspondenzformeln fiir Punktepaare und Strahlenpaare zum Zweck 
der Ablesung der Productensiitze fiir Punktérter und Strahlenérter noch 
einmal zusammen, indem wir die verschwindenden Coincidenzsymbole 
fortlassen. Wir bemerken, dass jedes Glied der linken Seite der mit 
der Nummer » versehenen Correspondenzformel einen Productensatz 
fiir einen Fall ausspricht, wo die Stufensumme der beiden gegebenen 
Oerter a + 6 gleich » ist, wobei an einigen Stellen zwei durch eine 
Klammer vereinigte als ein einziges Glied gelten. Freilich kénnen die 
meisten dieser Productensiitze als selbstverstiindlich angesehen werden, 
niamlich alle diejenigen, bei denen der eine der beiden gegebenen Oerter 
nullter oder hichst méglicher Stufe ist. Zwei in c und d resp. g und h 
symmetrische Glieder ergeben natiirlich ein und denselben Satz. 


Fiir zwei Punktoérter (§ 16.). 


1) G(c+d) =Ge, 

2) g(e+cd+d) = g.ge, 

3) CO+edt+tePt Bi —qQe, 

4) Cd+e +c = bye, 

5) APP +4+ECB=—bgye, 

6) CB = b®gpre. 

FKiir zwei Strahlendrter (§ 18. und § 20.), 

1) . wWeogth) =wece, 

2) wo(ge+gh+ he) = wpe, 


2a) 36 (gp+gh+hy) = cipoe, 
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3) BGs: +9ph+Gghp +h) = BBs, 
3a) BG: + Geh+ ghe+h.) = BB e, 
4) G + geh + (Gehe+Gphy) + gh, + H = pe, 

5) Gh + (gshp+gshe) + (Gphst+gehs) + gH = kp se, 
6) Ghyp + 9shs + gH =k, Be, 
6a) Gh.+ gh. +9-H =k. Be, 
7) Gh,+ 9,H =k, Bs, 
8) - GH = Kp :. 


Beispiele der Ablesung fiir Punktérter: 


_ 1) Fir den Fall, dass zwei in einer Ebene gelegene Punktirter 
erster Stufe gegeben sind, verschwinden auf der linken Seite der 
Formel (2) alle Glieder bis auf das zweite 

gcd, 
desshalb ist die Zahl der gemeinsamen Punkte gleich dem Producte 
der Gradzahlen der Oerter. 

2) Fir den Fall, dass zwei Punktérter zweiter Stufe gegeben sind, 
verschwinden auf der linken Seite der Formel (4) alle Glieder bis auf 
das zweite 

ed, 
desshalb ist bg,¢, das heisst, die Gradzahl des Orts erster Stufe der 
gemeinsamen Punkte, gleich dem Producte der Gradzahlen der Oerter. 

3) Fiir den Fall, dass ein Punktort dritter Stufe a'e* Grades, d. h. 
der a-fach zu rechnende Punktraum, und ein Punktort zweiter Stufe 
btes Grades, d. h. eine Fliche b'** Ordnung gegeben ist, verschwinden 
auf der linken Seite der Formel (5) alle Glieder bis auf das erste 

ed, 
wir erhalten daher das auch selbstverstiindliche Resultat, dass b?g,«, 
d. h. der Grad des dem Punktort zweiter Stufe und dem Punktort 
dritter Stufe gemeinsamen Punktorts zweiter Stufe, gleich a-b, dem 
Producte der Gradzahlen beider Oerter ist. 


Beispiele der Ablesung fiir Strahlendrter: 


1) Fiir den Fall, dass ein in einer Strahlenaxe gelegener Strahlen- 
ort zweiter Stufe und ein in derselben Axe gelegener Strahlenort erster 
Stufe gegeben ist, verschwinden auf der linken Seite jeder der beiden 
Formeln (3) alle Glieder bis auf das zweite. Diese Glieder sind in 
beiden Formeln gleich, da 


Bop = (B9— 9°) 9p = Bgs — G 
Bg. = (Bg—g*)g. = Bg. — G 


ist, und auch 
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ist; die Formeln sagen also beide dasselbe aus. Wir erhalten daher 
in unserm Falle das Resultat, dass die Zahl der gemeinsamen Strahlen 
einer Congruenz und einer Regelfliche, welche beide ihre simmtlichen 
Strahlen durch dieselbe Axe schicken, gleich dem Producte ihrer Grad- 
zahlen ist, wobei es bei der Congruenz gleichgiiltig ist, ob man den 
Biindelgrad oder den Feldgrad nimmt, da beide in diesem Falle gleich 
sem miissen. 

2) Fiir den Fall, dass zwei Strahlenérter zweiter Stufe gegeben 
sind, von denen der erste den Feldgrad a und den Biindelgrad a’ haben 
moge, der zweite den Feldgrad } und den Biindelgrad b’ haben mige, 
verschwinden auf der linken Seite der Formel (4) alle Glieder bis auf 
das in eine Klammer eingeschlossene, aus zwei Summanden bestehende 


Glied : 
Gelte + Gphy; 


der erste Summand wird von jedem Strahlenpaare erfillt, dessen dem 
ersten Orte angehdriger Strahl in einer gegebenen Ebene liegt, und 
dessen dem zweiten Orte angehériger Strahl auch in einer gegebenen 
Ebene liegt; der zweite Summand wird von jedem Strahlenpaare er- 
fiillt, dessen dem ersten Orte angehdriger Strahl durch einen gegebenen 
Punkt geht, und dessen dem zweiten Orte angehdriger Strahl auch 
durch einen gegebenen Punkt geht. Wir erhalten so fiir diesen Fall 
den bekannten Halphen’schen Satz, dass die Zahl der gemeinsamen 
Strahlen der beiden Oecrier 
ab+ab 

ist. 

3) Fiir den Fall, dass ein Strahlenort zweiter Stufe und ein Strahlen- 
ort dritter Stufe gegeben ist, verschwinden auf der linken Seite der 
Forme] (5) alle Glieder bis auf das dritte 


Ins + Gehs; 
desshalb ist der Grad der von den gemeinsamen Strahlen beider Oerter 
gebildeten Regelfliiche gleich dem Producte aus dem Grade des Orts 
dritter Stufe und der Summe des Biindelgrads und des Feldgrads des 
Orts zweiter Stufe. 

Der im Voranstehenden geschilderte Zusammenhang zwischen den 
Productensiitzen und den eigentlichen Correspondenzformeln, konnte 
zwar den bekannten Resultaten keine neuen hinzufiigen, wohl aber die 
bekannten Productensitze aus gemeinsamer Quelle und in einer Weise 
beweisen, welche dem Charakter derselben am meisten entsprechen 
méchte. Da jeder Productensatz sich als ein sehr specieller Fall 
einer eigentlichen Correspondenzformel dadurch erweist, dass fiir ihn 
von den Gliedern der linken Seite der Correspondenzformel nur ein 
einziges gewisses Glied nicht verschwindet, so ware es méglich gewesen, 
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aus den bekannten simmtlichen Productensiitzen auf die Gestalt der linken 
Seite jeder eigentlichen Correspondenzformel inductiv zu schliessen. 

Der Verfasser méchte an dieser Stelle besonders hervorheben, dass 
die Productensiitze fiir jedes andere Gebilde, als Punkt, Strahl, Ebene 
in analoger Weise in gewissen Correspondenzsitzen fiir Systeme enthalten 
sein miissen, die von einem aus zwei solchen Gebilden bestehenden Paare 
erzeugt werden. Namentlich also wiirden die fiir Kegelschnitte in fester 
Ebene aufgestellten Productensiitze enthalten sein miissen in-den noch 
unbekannten Correspondenzformeln, welche fiir Systeme von Kegel- 
schnitt-Paaren in fester Ebene gelten miissen. Véielleicht kinnten um- 
gekehrt die bekannten Productensiitze benutet werden, wm diese Corre- 
spondenzformeln, wenn auch vorliufig nur in ihren wichtigsten Gliedern, 
und unter gewissen Beschriinkungen, inductiv abzuleiten. 

Es ist vielleicht nitht iiberfliissig, diesem § noch die Bemerkung 
hinzuzufii%en, dass im Vorangehenden hinreichend Mittel geboten sind, 
um fiir jeden Productensatz einen kurzen Beweis zuzuschneiden, welcher 
die Anwendung des Princips der speciellen Lage und nur einmalige 
Anwendung des Chasles’schen Corr.-Pr. enthalt, und welcher, unbe- 
kiimmert um andere Fragen direct auf sein Ziel lossteuert. Einen 
solehen Beweis lassen wir hier folgen, und zwar fiir den Hal phen’schen 
Productensatz, weil dieser am lingsten unbekannt war, und desshalb 
ein neuer Beweis desselben am meisten interessiren mochte. 

Am kiirzesten scheint der Beweis zu sein, welcher sich an For- 
mel (63) in § 20. anschliesst. Diese Formel ergiebt sich aus der For- 
mel (56), die ja unmittelbar aus dem Corr.-Pr. floss, am schnellsten 
durch sbl. Mult. mit we und Benutzung von (10), (11), (14). Der 
Halphen’sche Satz folgt dann dadurch, dass g,o uud h, 6 verschwinden, 

so dass tibrig bleibt 
wo + co = e6(uc). 

Diese Operation ergiebt folgenden Beweis*), in welchem die Symbolik 
des Verfassers und die Grundformeln des § 9. absichtlich nicht voraus- 
gesetat sind. 


Beweis des Halphen’schen Satzes. 

Die beiden Congruerizen C, und C,, mégen in jeder Ebene a, resp. a, 
Strahlen besitzen, und durch jeden Punkt a,’ resp. a,’ Strahlen schicken. 
Wir bezeichnen nun mit ,, Paar“ je zwei sich schneidende Strahlen, von 
denen der eine s, der Congruenz C,, der andere s, der Congruenz C, 
angehort. Jedes Paar besitzt einen Schnittpunkt und eine Schnittebene. 
Jeder der «x gemeinsamen Strahlen s der beiden Congruenzen ist ein 
Paar, dessen s, und s, derartig zusammenfallen, dass jeder Punkt auf 


*) Diesen Beweis hat der Verfasser schon im Januar 1874 einigen Mathe- 
matikern brieflich mitgetheilt. 
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thm als Schnittpunkt, jede Ebene durch ihn als Schnittebene des Paares 
angesehen werden kann. Die Strahlen s gehéren also immer zu den- 
jenigen Paaren, deren Schnittpunkte auf einer beliébigen gegebenen 
Ebene E liegen, und deren Schnittebenen durch einen beliebigen Punkt 
P gehen, und sind unter diesen Paaren diejenigen, deren s, und s, zu- 
sammenfallen. Wir bestimmen daher nach dem Chasles’schen Corre- 
spondenzprincip in einem Strahlbiischel, dessen Scheitel Q und dessen 
Ebene F' heisse, die Zahl derjenigen Strahlen, in denen zwei Strahlen 
von solcher Beschaffenheit zusammehfallen, dass der eine g, den Strahl 
s,, der andere g, den Strahl s, eines Paares schneidet, dessen Schnitt- 
punkt auf einer beliebigen Ebene E liegt, und dessen Schnittebene durch 
einen beliebigen Punkt P geht, und erhalten also, 
a +a,=—=a+e+u 
wo a, resp. a, die Zahl der Paare ist, deren s, resp. s, einen ge- 
gebenen Strahl g, resp. g, schneidet, wihrend ihr Schnittpunkt 
auf E liegt, und ihre Schnittebene durch P geht, 
wo x die Zahl der Paare ist, deren Schnittpunkt auf E liegt, und 
deren Schnittebene sowohl durch P, wie auch durch den Scheitel 
des Biischels Q geht, d. h. durch eine Gerade geht, 
wo é die Zahl der Paare ist, deren Schnittebene durch P geht, und 
deren Schnittpunkt sowohl auf E, wie auch auf der Biischelebene F 
liegt, d. h. auf einer Geraden liegt, 
und wo endlich x die gesuchte Zahl der gemeinsamen Strahlen ist. 


Demnach ist: 
x = (a,—2) + (a,)—8). | 

Man erkennt nun leicht durch das Princip der speciellen Lage, 
dass der erste Summmnd rechts gleich p ist, und der zweite gleich e 
ist, wenn p die Zahl der Paare ist, welche ihren Schnittpunkt in einem 
gegebenen Punkte, und e die Zahl derer ist, welche ihre Schnittebene 
in einer gegebenen Ebene haben. Denn legt man einen eben g, ge- 
nannten Strahl und einen eben P genannten Punkt in eine eben E ge- 
nannte Ebene, so zerlegt sich die Zahl a, in die Zahl derjenigen Paare, 
welche ihren Schnittpunkt auf g, haben, und zugleich ihre Schnitt- 
ebene durch P schicken, und die Zahl derjenigen Paare, deren Schnitt- 
ebene die Ebene £ ist, d. h. in die Zahl ¢ und die Zahl e. Es ist 
also: 

GW —é=e, 
ebenso natiirlich auch: 
a,—é=—e, 
und dualistisch entsprechend: 

a — =P, 


a, —t=p. 


Mathematische Annalen. X. 7 
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Daher erhalten wir 


r=p+e. 
Damit ist der Halphen’sche Satz bewiesen. Denn 
€=4d,-a,, und p—a, -a,’, 

da der Voraussetzung gemiiss, in einer Ebene E die Congruenz C, a,, 
die Congruenz C, a, Strahlen besitzt, da ferner jeder dieser a, Strahlen 
mit jedem dieser a, Strahlen ein Paar giebt, dessen Schnittebene die 
Ebene £ ist, und da endlich das¢dualistiseh entsprechende fiir einen 
Punkt P gilt. 


§ 27. 


Lésung der Probleme der an einer oder mehreren Stellen zwei- oder 

mehrpunktig beriihrenden Tangenten einer allgemeinen Flaiche 

n* Ordnung. . 

Die in § 16. entwickelte allgemeinere Auffassung des Correspon- 
denzprincips zwischen Punkten ergiebt mit Leichtigkeit sowohl die 
schon bestimmten, wie auch die bisher noch nicht bestimmten Grad- 
zahlen der Oerter, welche von den eine allgemeine Fliche n* Ordnung F,, 
an einer oder mehreren Stellen zwei- oder mehrpunktig beriihrenden 
Tangenten, deren Beriihrungspunkten und deren einfachen Schnittpunkten 
gebildet werden. 

Der Kiirze wegen bezeichnen wir mit 


Sa pyd »“ 
wo a, B, y oder 0 nur geschrieben wird, wenn es mindestens gleich 
zwei ist, jeden Strahl, welcher von F, an einer Stelle «, an einer 
zweiten #, an einer dritten y, an einer vierten 0 unendlich nahe Punkte 
enthilt. Jeden der co‘ Strahlen, die im Allgemqjnen F’, an n Stellen 
eibpunktig schneiden, bezeichnen wir mit ,s,.“ Jeden Punkt, in 
welchem ein solcher Strahl s, p unendlich nahe Punkte von F, ent- 
halt, d. h. p-punktig beriihrt, nennen wir ,(s,7,),“ oder auch ,,einen 
Punkt r, des Strahis s,“, und jeden Punkt, in welchem ein solcher 
Strahl s, nur einen Punkt der Fliche enthilt, m. a. W. die Fliche 
schneidet, einen seiner Punkte r,“ oder ,(sz7,)“. Das Problem, welches 
die Bestimmung der Gradzahlen des von einem s, erzeugten Strahlen- 
orts oder der von seinen Punkten r erzeugten Punktérter verlangt, 
bezeichnen wir auch mit s,. Dann sind folgende Probleme miglich 
(vergl. Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie II. Aufl. II. Th. Art. 447 
und 462): 
$23 $3» S295 84> Sg2 > S2925 35» Sqr» S322> S33» Sra02- 
Von diesen Problemen ist 
1) in den Pliicker’schen Formeln als specigller Fall enthalten: 


$25 
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2) seit lange vollstiindig geldst: 





S35 Soo 


(vergl. Salmon-Fiedler, II. Th., II. Aufl., Art. 13u. f. Cremona’s 
Teoria delle superf. in Curtze’s Uebers. Nr. 67); 


3) durch Salmon algebraisch gelést: 


Sy» S324 S220 


(vergl. Salmon, Quart. Journ. Bd. 1, und Salmon-Fiedler, 
Il. Th., I. Aufl., Art. 447 u, f.); 


4) durch Clebsch algebraisch behandelt: 


S4 


(vergl. Clebsch, Crelle-Borch. J. Bd. 58, p. 93) *); 
5) durch Sturm mit synthetischer Abzaihlung behandelt: 


S45 S32 


(vergl. Sturm, Crelle-Borch. J. Bd. 72, p, 350); 


6) bisher noch nicht gelést: 


$5» Syo> Sgo0» $334 Soo 


(vergl. Salmon-Fiedler, II. Th., II. Aufl., Art. 465, letzte Zeile). 


Unsere Liswng dieser 11 Probleme beruht darauf, dass wir unsere 
in § 16. entwickelten Punktepaarformeln auf alle diejenigen Systeme 
vierter bis erster Stufe von Punktepaaren anwenden, welche erzeugt 
werden von allen méglichen zwei Punkten: 


1) r, und r, jedes der 
2) r, und 7, jedes der 
3) r,; und vr, jedes der 


4) r, und r, jedes der 
5) r, und 7, jedes der 


6) r, und r, jedes der 
7) r, und r, jedes der 
8) r, und r, jedes der 


9) r, und r, jedes der 
10) r, und 7, jedes der 


11) r, und v, jedes der 
12) r, und r, jedes der 
13) r, und r, jedes der 


co! Strahlen s, (giebt Problem s,), 


co’ Strahlen s, 
oo’ Strahlen s, 


co? Strahlen s, 
co? Strahlen s, 


oo? Strahlen s,, 
co? Strahlen s,, 
oo’ Strahlen s,, 


oo! Strahlen s, 
co! Strahlen s, 


co! Strahlen s,, 
oo! Strahlen s,, 
co! Strahlen s,, 


14) r, und r, jedes der oo! Strahlen s,, 


(Problem s,), 
(Problem s,,); 
(Problem s,) , 
(Problem s,,); 
(Problem s,) , 
(Problem s,,), 
(Problem s,,.); 
(Problem s,), 
(Problem s,.); 
(Problem s;), 


(Probleg s,,), 
(Problem s,,) , 
(Problem 5,5.) ; 


*) Voss bestimmt (Math. Ann. Bd, 1X, p. 483) die Ordnung der Curve vier- 
punktiger Beriihrung auch auf Flichen mit Doppel- und Riickkehrcurve und auf 


windschiefen Flachen. 


1* 
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15) r, und r, jedes der oo! Strahlen Soo (Problem s,.), 
16) r, und r, jedes der oo! Strahlen s,,. (Problem s,,.), 
17) r, und r, jedes der co! Strahlen s,,. (Problem s,,.9). 


Die in dieser Tabelle einem der 17 Systeme nachgesetzte Klammer 
giebt dasjenige unter den oben aufgestellten 11 Problemen s an, dessen 
Lésung durch die Coincidenzen dieses Systems erhalten werden kann. 
Der Umstand, dass mehrere Anzahlen aus zwei oder drei Systemen 
gewonnen werden kénnen, wird fiir die Controle der Rechnung nutzbar. 

Der Verfasser behandelt im Folgenden nur die Systeme 9) bis 17), 
weil die aus ihnen resultirenden Anzahlen bisher unbekannt waren, 
bemerkt jedoch, dass er durch die analoge Behandlung der Systeme 1) 
bis 8) die durch Salmon und Sturm bekannten Anzahlen ohne Schwie- 
rigkeit gewonnen hat. 

Die Systeme 9) bis 17) sind simmtlich erster Stufe. In Ueber- 
einstimmung mit den Symbolen des § 16. bezeichnen wir die einfache 
Grundbedingung, welche sich auf den in jedem Systeme zuerst genann- 
ten Punkt bezieht, mit c, die auf den zweiten Punkt beziigliche ein- 
fache Grundbedingung mit d, die auf den Verbindungsstrahl beziigliche 
einfache Grundbedingung mit g, die Anzahl der Coincidenzen mit «. 
Dann besteht zwischen c, d, g, ¢ die auf das Punktepaar erster Stufe 
beziigliche Formel (§ 16., Formel (1)) 


e+d—g=e. 
Wir brauchen daher fiir die Systeme 9) bis 17) nur folgende 10 
Zahlen : 
Syy (S474), (S471)5 
S35 (83973) > (S3272)s (S321)3 
S22» (S222), (S22271); 
wo Sz resp. (S:rp) die Gradzahl des von den oo! Strahlen s, resp. 
den oo' Punkten (s,r,) erzeugten Ortes erster Stufe bedeute. 
Von diesen Zahlen sind durch Salmon bekannt und vom Ver- 
fasser durch seine Abzihlungsmethode bestiitigt gefunden: 


8, = 2n(n—3) (8n—2) (Art. 458) , 
(syr,) = n(11m —24) (Art. 447) , 
Sy3o = n(n—3) (n —4) (n?+6n—4) (Art. 459) , 
(S373) = n(n —4) (3n?+5n— 24) (Art. 459) , 
(S397 H= n(n — 2) (n—A4) (n?+4+ 2n-+ 12) (Art. 460) , 


Sooo = $n (n—3) (n — 4) (n—5) (n?+3n—2) (Art. 461), 
(Sy99%) = 4 2(n —2) (n — 4) (m —5) (n?-++5n-+ 12) (Art. 461). 


Die jeder der 7 Zahlen beigesetzte Artikelnummer bezieht sich auf 
Salmen-Fiedler’s Werk, II. Th., Il. Aufl. 


ll ~ 
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Die noch nicht bekannten 3 Zahlen (s,7,), (8397;), (S997;) konnen 
aus diesen 7 Zahlen sehr leicht bestimmt werden. 


Die Anzahl der Punkte, welche, in einer Ebene liegend, zugleich 
der Fliche F, und den vierpunktigen Tangenten s, angehéren, ist 
nach einem Productensatz (§ 26.): 

N+ Sy. 

Zu diesen Punkten gehéren aber nicht bloss die Punkte r, der 
Strahlen s,, d. h. die einfachen Schnittpunkte der Strahlen s,, son- 
dern auch deren Beriihrungspunkte r,. Da in jedem solchen Beriih- 
rungspunkte die Fliche F’, und die yon den Punkten der Strahlen s, 
gebildete Fliche 4 Punkte gemein haben, so zerlegt sich die Zahl 
m-s, in zwei Summanden, von denen der eine 4-(s,r,) und der andere 
(s,r,) ist*). Also: 

(S471) = + sy — 4 (S74) . 
Analog: 
(S327) = M + S39 — 3 (S273) — 2 (S070) 5 
(822271) = M + S999 — 2 (So9072) - 

Daraus ergiebt sich die Ordnung der von den einfachen Schnitt- 

punkten der vierpunktigen Tangenten gebildeten Curve: 
(s,7,) = 2n(n—A4) (3n?+4+n—12), 
ferner die Ordnung der Curve, gebildet von den einfachen Schnittpunkten 
der dreipunktig und zugleich zweipunktig beriihrenden Tangenten: 
(83277) = n(n —4) (n—5) (n§+6n? —n —24), 

und die Ordnung der Curve, gebildet von den einfachen Schnittpunkten 
der an drei Stellen zweipunktig beriihrenden Tangenten: 

(Syo97%,) = 4 n(n—4) (m — 5) (n—6) (n?+-3n? —2n— 12). 

Der Factor (n — 4) in der ersten, (n—5) in der zweiten und (n—6) 
in der dritten dieser drei Formeln musste erscheinen, weil bei einer 
Fliche vierter Ordnung die vierpunktig beriihrenden Tangenten, bei 
einer Fiche fiinfter Ordnung die drei- und zweipunktig beriihrenden 
Tangenten, bei einer Fliche sechster Ordnung die an drei Stellen 
zweipunktig beriihrenden Tangenten keinen weiteren Schnittpunkt be- 
sitzen kénnen. 

Wir haben durch die oben erwihnten 7 bekannten Formeln und 
die eben abgeleiteten 3 Formeln alle Anzahlen, welche zur Bestimmung 
der Anzahlen der Coincidenzen in den Systemen 9) bis 17) néthig sind. 
Wie sich diese Coincidenzen und die Gahlen s,, S49, $33, $399, $2290 
dann ergeben, zeigt die folgende Zusammenstellung. 


*) Aehnlich verfahrt Sturm bisweilen in seiner oben erwahnten Abhandlung 
(Borch. J. Bd. 72, p, 350), 
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System 9) oder r, und vr, auf s,. 
c = (s,r,) - (n—4) = n(Lln —24) (n—4), 


d = (s,1r,) = 2n(n — 4) (3n?+n—12), 
g= 8: (n—4) = 2n(n—3) (8n—2) (n—4), 
also: 
e=c+d—g=5n(n—4) (In—12), 
d. h. 
8, = 5n(n — 4) (TI n— 12), 
oder 


»Hine Fliche n'* Ordnung besitat 
5n(n— 4) (Tn — 12) 
fiinfpunktig beriihrende Tangenten.“ 


Danach bestatigt sich die urspriinglich von Salmon vermuthete 
Zahl (Salmon-Fiedler, II. Th., II. Aufl., Art, 465 am Schluss) nicht*). 


System 10) oder r, und r, auf s,. 
c= (s,7,)(n—5) = 2n(n—4) (3n?+n—12)(n—5), 
d = (s,r,)(m—5) = 2n(n—4) (3n?-+n—12)(n—5), 
9 = s,-(n—4) (n—5) = 2n(n—3) (3.n —2) (nm — 4) (n—5). 

Der Factor (n—4) (n—5) steht bei s, in dem Ausdrucke fiir g 
desswegen, weil auf einer vierpunktigen Tangente jeder der (m—4) 
einfachen Schnittpunkte mit jedem der (nw —5) andern einfachen Schnitt- 
punkte zwei Punktepaare unseres Systems bildet, da jeder der beiden 
Punkte als Punkt c und als Punkt d gelten kann. Wir erhalten: 


e=c+d—g = 2n(n—A4) (n—5) (n+6) (8n—5), 


d. h. 
Syo = 2n(n— 4) (n —5) (n+ 6) (3n—5), 
oder: 
» Hine Fliche n** Ordnung besitzt 
2n(n—4) (n—5) (n+ 6) (3n—5) ° 
Tangenten, welche an einer Stelle vierpunktig, an einer andern 
sweipunktig beriihren.“ 
System 11) oder r, und r, auf s,,. 
€ = (83.73) = n(n— 4) (3n?4+- 5n— 24), 
d = (s597,) = n(n—2) (n—4) (n+ 2+ 12), 
Po 9= 8 = n(n—3) (n—4) (n®4+6n—4), 


e=c+d sas g = 5n(n—A4) (Tn— 12) = s,. 
Dies giebt cine Bestiitigung der in System 9) bestimmten Anzahl. 


*) Jene Zahl ist vielmehr um 6n(n—4) (i11m—24) zu gross, 
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System 12) oder r, und r, auf s,). 
C = (839175) (n—5) = n(n — 4) (3n?-+5n — 24) (n—5), 
d = (S357,) = n(n—A4) (n—5) (n?+6n? —n— 24), 
9 = Sy. + (n—5) = n(n—3) (nm —4) (n?+4+6n — 4) (n—5), 
also: : 
é=c+d—g = 2n(n—A4) (n —5) (n+6) (8n—5) —5,,. 
Dies giebt eine Bestitigung der im Systeme 10) bestimmten Anzahl. 


System 13) oder r, und 7, auf s,,. 


¢ = (Sy9) (n —5) — n(n —2) (n—4) (n?-+2n-+ 12) (n—5), 
d = (85517;) = n(n—4) (n—5) (n+ 6n? — n— 24), 
J = 85. - (n—5) = n(n—3) (n—4) (n?+4+6n—4) (n—5), 
also: 
e=c+d—g =n(n—4) (n—5) (n'+3n?+29n —60). 
Da auf jeder Tangente, die an zwei Stellen dreipunktig beriihrt, 


zwei Coincidenzen unseres Punktepaars liegen, so ergiebt sich fiir s,, 
die Hilfte von ¢, also: 


S33 = 40 (m—4) (n — 5) (n?+3n?+ 29n —60), 


oder: 
»Hine Fliiche ne” Ordnung besitzt 
4+n(n —4) (n—5) (n3+ 3n? + 29 n—60) 
Tangenten, die an zwei Stellen osculiren.“ 
System 14) oder 7, und 7, auf 5. 
C = (S597,) (n —6) = n(n —4)(m — 5) (n3+-6n?— n — 24) (n—6), 
d = (8,,7,) (n—6) = n(n —4)(n—5) (n®+ 6n?—n — 24) (n—6), 


g = 842 . (n—5) (n—6) = n(n — 3) (n—4)(n?-+ 6n —4)(n—5)(n—6), 
also: 
ée=c+d—g=n(n—4) (n—5) (n—6) (n'+9n?+ 20n —60). 
Jede an einer Stelle dreipunktig und an zwei Stellen zweipunktig 


beriihrende Tangente besitzt in jeder dieser beiden Stellen eine Co- 
incidenz ¢, also: 


Syo9 = 4 (n —4) (m— 5) (n —6) (n+ 9n?+ 20n—60), 


oder 


»Hine Fliche ni” Ordnung besitzt 

4n (n—A4) (n—5) (nm —6) (n3+-9n? + 20n —60) 
Tangenten, die an einer Stelle dreipwnktig und an zwei Stellen - 
zweipunktig beriihren.“ 
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System 15) oder r, und 7, auf s,,,. 
€ = 2 + (Syo9%) = 2 - $ m(m— 2) (n—4) (m—5) (n?+4+5n-+ 12), 
d = 2 - (Syy4%_) = 2 - 4 n(m —2) (n—4) (n—5) (n?+5n+ 12), 
9 = 6+ 8%. =6-4n(n—3) (n—4) (n—5) (n?+3n—2). 

Die Coefficienten 2, 2 und 6 desswegen, weil auf jeder dreifachen 
Tangente mit einem bestimmaten der drei Beriihrungspunkte zwei an- 
dere Beriihrungspunkte ein Punktepaar bilden, und weil auf ihr iiber- 
haupt sechs Punktepaare existiren, wenn jeder der drei Beriihrungs- 
punkte als Punkt ¢ und als Punkt d betrachtet werden darf. Wir er- 
halten also: 

e=c+d—g = 2n(n—4) (n—5) (n+6) (3n—5) = 5,,. 


Dadurch erhalten wir die durch das System 3) bestimmte Zahl s,, 
zum dritten Male. 


System 16) oder r, und 7, auf $5.5. 

C = —(Sy997%Q)(n—6) = =. m(m —2) (n—4) (n—5) (n?-+5n-+ 12) (n—6), 
d = 3 - (Sy991}) = 3-4 n(n—A4) (n—5) 'n—6) (n?+3n?— 2n— 12), 
9 =3> Sooo + (n—6) = 3-4 n(n—3) (n—4) (n—5) (n?-++-3n — 2) (n—6), 
also: 
e=c+d—g=}n(n—4) (n—5)(n—6) (n?+ 9n?+ 20n— 60) =s,,,. 

Dies giebt eine Bestiitigung der schon aus System 14) bestimmten 
Anzahl. 


System 17) oder 7, und 7, auf sy. 


€ = (Sy997;) (n—7) = $n(n—A4) (n—5) (n—6) (n®+-3n?—2n—12)(n—7), 
d = (8Sy91,) (2—7) = een * 2 —5) (n —6) (n+- 3 n?—2n — 12) (n—7), 
9 = 899° (n—6) (n—T) = $n(n —4) (n—5) (n? + 3n—2)(n—6) (n—1), 
also: 


e=c+d—g = 4n(n— 4) (n—5) (n—6) (n —T) (n+ 6n? + 7n—30). 


Da jede an 4 Stellen zweipunktig berihrende Tangente 4 Coinci- 
denzen « enthalt, so erhalten wir 


$2222 


oder die Zahl der vierfachen Tangenten dadurch, dass wir den eben 
erhaltenen Ausdruck durch 4 dividiren, oder: 


» Hine Fliiche n” Ordnung enthilt 
qx n (n— 4), (nm — 5) (n—6) ( — 7) (m3 +- 6n? + 7n — 30) 
vierfache Tangenten.“ 
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Durch Vermittelung der oben berechneten Ausdriicke fiir (s,1,), 
(3211), (S227) ist jede der fiinf Zahlen s,, s,., S35, S399, Sooo eine 
wenig complicirte Function von zwei oder drei der schon durch Salmon 
algebraisch berechneten 7 Zahlen, welche sich auf die vierpunktigen, 
die drei- und zweipunktigen und die dreifachen Tangenten beziehen. 
Wir lassen diese Functionen hier folgen, weil sie vielleicht einer alge- 
braischen Herleitung der bis jetzt noch nicht bestimmten Zahlen als 
Fingerzeig dienen kénnen. Wir bedienen uns dabei genau der in 
Salmon-Fiedler’s Werk (Art. 447) gebrauchten Bezeichnung, indem 
wir die Zahl 

8, mit a, 
Sso mit b, 
So99 mit c, 
(sy7,) mit A, 
(S32%3) mit B, 
(Sgo%) mit C, 
(S22272) mit D 
bezeichnen. Dann ist, unsrer Herleitung gemiiss: 


1) s5 =—A(n—8)+ 4a 
=B+cC—b, 
2) Sy. = a(n—5) (n+4) — 8A(n—5S) 
= B(n—8) —2C+5b 
=4D—6c, 
3) 3 =$O(n—1)—4 B44), 
4) S55. = 4 b(n—6) (n+5) — 3 B(n—6) — 2 C(n—6) 
= D(n—12)+4 18¢, 
5) S2999== $ ¢(m—7) (n+6) — D(n—7). 


Wir fiigen noch einige auf Doppeltangenten und Osculanten be- 
ziigliche Anzahlen hinzu, welche sich dem Verfasser bei der Betrach- 
tung der im Vorangehenden der Kiirze wegen nicht behandelten 
Systeme 1) bis 8) (siehe oben) ergeben haben, und welche wohl bis- 
her noch nicht bestimmt sein diirften: 


1) Zieht man von den siimmtlichen Punkten einer auf F,, gelegenen 
ebenen Curve C, die stimmtlichen Osculanten, welche nicht auf C, oscu- 
liren, so bilden die nicht auf C, liegenden einfachen Schnittpunlcte dieser 
Osculanten eine Curve von der Ordnung 

n (n —2) (n—4) (m?+5n-+ 3). 

2) Bestimmt man auf jeder Doppeltangente, welche auf einer in 

F, gelegenen ebenen Curve ihren einen Beriihrungspunkt hat, den andern 
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Beriihrungspunkt, so bilden diese andern Beriihrungspunkte eine Curve 
von der Ordnung 

n(n —2n?-+2n—6), 
also von der 27' Ordnung bei einer F’, (27 Gerade). 

3) Die weiteren einfachen Schnittpunkte aller Doppeltangenten, die 
ihren einen einfachen Schnittpunkt auf einer in F,, gelegenen ebenen 
Curve C,, besitzen, bilden eine Curve von der Ordnung 

} n(m — 2) (n—4) (n—5) (2n?+5n-+3). 

Auch diejenigen auf eine Fliche n'** Ordnung beziiglichen An- 
zahlen, welche die Tangentialebenen, die Lage jeder der beiden Haupt- 
tangenten, die parabolische Curve etc. mit beriicksichtigen, kénnen in 
aihnlicher Weise leicht abgeleitet werden, z. B. auch die eben von 
Voss (Math. Ann. Bd. IX, p. 241) neu bestimmte Anzahl der Kreis- 
punkte einer F,. 

Jedoch beabsichtigt der Verfasser, welcher erst wihrend der Re- 
daction dieser Arbeit auf die in diesem § gegebene Anwendung seiner 
allgemeineren Correspondenzformeln gekommen ist, spdter in einer be- 
sonderen Abhandlung noch andere auf eine allgemeine Fliche n'*" Ord- 
nung beziigliche Anzahlen zu bestimmen*). 


§ 28. 


Bestimmung von Anzahlen, welche sich auf die Beriihrung von 
Elementen zweier Curven- oder Flichensysteme erster 
Stufe beziehen. 


Fiir den Chasles’schen Satz, dass in der Ebene die Anzahl der- 
jenigen Curven eines Systems (wu, v), welche eine Curve m'* Ordnung 
nem Ranges beriihren, gleich 

nu + mv 

ist, sind bekauntlich Analoga fiir die Beriihrung einer Flache durch 
Flichen eines Systems und fiir die Beriihrung einer Fliche durch 
Raumcurven eines Systems (vergl. Brill, Math. Ann. Bd. VIII, p. 534) 
. aufgestellt. Sind nun in einer Ebene zwei Systeme von Curven, oder 
im Raume zwei Systeme von Flachen, oder ein System von Raum- 
curven und ein System von Flachen gegeben, so werden die Beriih- 
rungspunkte einen Punktort erster Stufe, und die Tangentialebenen resp. 
Tangenten in den Beriihrungspunkten einen Ebenenort resp. Strahlenort 
erster Stufe bilden. Die Gradzahlen dieser Oerter sollen im Folgenden 
durch Anwendung der Punktepaar-Formeln (§ 16.) bestimmt werden. 

Wir bezeichnen ein System erster Stufe von Plancurven in fester 


*) Die hier entwickelten Resultate habe ich inzwischen durch die Gétt. Nachr. 
(Febr. 1876) mitgetheilt, 
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Ebene mit (wu, v), wenn uw resp. v Plancurven des Systems ihren Punktort 
resp. Strahlenort erster Stufe die einfache Grundbedingung erfiillen lassen, 
ein System von Flachen mit (u, v, @), wenn mw resp. v resp. 9 Flachen des 
Systems ihren Punktort resp. ihren Tangentenort resp. ihren Tangential- 
ebenenort die einfache Grundbedingung erfiillen lassen , endlich ein Sy- 
stem von Raumcurven mit (p, ¢, ¢’, e), wenn das System p Raumcurven 
enthalt, deren Punktort die einfache Grundbedingung erfiillt, ¢ Raum- 
eurven enthilt, deren Tangentenort die Feldbedingung erfiillt, d. h. 
welche eine Ebene beriihren, ¢’ Raumeurven enthalt, deren Tangenten- 
ort die Biindelbedingung erfiillt, d. h. welche eine Tangente durch 
einen Punkt schicken, und ¢ Raumcurven enthilt, deren Schmiegungs- 
ebenen-Ort die einfache Grundbedingung erfiillt. 

Der Umstand, dass bei einer Plancurve eine Tangente und ihr Be- 
riihrungspunkt, bei einer Fldche eine Tangente und ibr Beriihrungspunkt, 
ferner eine Tangente und ihre Tangentialebene, endlich eine Tangential- 
ebene und ihr Beriihrungspunkt, bei einer Raumcurve eine Tangente und 
ihr Beriihrungspunkt, ferner eine Tangente und iltre Schmiegungsebene, 
endlich eine Schmiegungsebene und ihr Beriihrungspunkt, je zwei Haupt- 
elemente repriisentiren, welche, kurz ausgesprochen , in einander liegen, 
liefert die fiir die Anwendbarkeit der allgemeinen Formeln des § 9. noth- 
wendige Voraussetzung. Die Anwendung dieser Formeln auf die in ein- 
ander liegenden elementaren Oerter einer Curve oder einer Fliche oder 
eines Systems von solchen Gebilden, liefert Saitze, welche zum Theil 
schon vou Chasles, Zeuthen und andern gelegentlich benutzt sind, 
und dabei meist auch durch das Princip der speciellen Lage erliutert 
sind. Alle diese Satze sind implicite in den vier allgemeinen Schemata 
des.§ 9. enthalten. So ergiebt die fiir einen durch einen Punkt c 
gehenden Strahl g giiltige allgemeine Formel 

C+ Js = CGp 
wenn man ¢ als einen Punkt einer Flache, g als eine seiner Tangenten 
auffasst, also c® gleich Null, g, gleich dem Range der Fliche setzt, 
den bekannten Satz, dass der Rang gleich der Ordnung der Curve 
der Beriihrungspunkte ist, die den von einem Punkte an die Fliche 
gelegten Tangenten angehéren. So giebt ferner die Formel: 

Co = Og+G 
fiir ein System (u, v, @) von Flachen den Satz (Salmon-Fiedler 
Art. 440): 

»Der Grad des Orts der Beriih*ungspunkte der von einem Punkte 
an die stimmtlichen Flachen des Systems gelegten Tangenten, oder, was 
dasselbe ist, der Biindelgrad des Orts der Tangenten, deren Beriihrungs- 
punkte auf emem Strahle liegen, ist gleich 


ets 
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Die auf solche Weise aus den allgemeinen Formeln des § 9. un- 
mittelbar fliessenden, auf Systeme von Curven oder Flichen beziiglichen 
Satze, werden im Folgenden ohne weitere Begriindung angewandt. 


A. Beriihrang der Elemente zweier in fester Ebene 
befindlicher Systeme von Plancurven. 


Die beiden Systeme seien (u,, v;) und (u,, v,). Auf jeder der oo? 
gemeinsamen Tangenten bildet jeder dem (u,, v,) angehérige Berih- 
rungspunkt ¢ mit jedem dem (u,, v,) angehérigen Beriihrungspunkte 
d ein Punktepaar. Die so bestimmten Punktepaare bilden ein System 
zweiter Stufe, auf welches wir die Punktepaar-Formeln (§ 16. p. 55) 


eg=C+P?+9.— 9; 
eb = cd — g, 


anwenden. c’ ergiebt sicli gleich w,v,, weil durch einen Punkt der 
Ebene pu, Curven des Systems (u,, v,) gehen, und die Tangente dieses 
Punktes an jeder dieser Curven, von v, Curven des Systems (u,, v,) 
beriihrt wird. Entsprechend ist d?—v,u,. Ferner g,=,v,, gp na- 
tiirlich gleich Null, weil die Ebene der Plancurven fest ist, also 
EJ = Hy + My + 4%, 
oder: 
»Die Tangenten in den Beriihrungspunkten je zweier sich beriih- 
render Curven zweier Systeme (u,, v,) und (u,, v,) bilden einen Strah- 
lenort vom Grade: 
Hy Vp Vy My + MY.“ 
Nach dem Dualitiitsprincip giebt der diesem Ausdruck dualistisch 
entsprechende : . 
Hy YF MMe EM Me 
den Grad des Orts der Beriihrungspunkte an. Wir erhalten denselben 
jedoch auch aus der Punktepaar-Formel 


éb = cd —g., 


wenn wir cd=(u,+¥,)-(u,+¥,) setzen. Die Richtigkeit dieser Sub- 
stitution folgt daraus, dass der Grad des Strahlenorts der Tangenten, 
deren Beriihrungspunkte auf einem Strahle der Ebene liegen, fiir das 
eine System gleich u,-+ v, und fiir das andere System gleich uw, + v, 
ist, also die beiden so erzeugten Oerter nach den Produciensiitzen 
(u,+¥,) - (U.+¥,) gemeinsame Strahlen haben. 


B. Beriihrung der Elemente zweier Systeme von Flachen. 


Die beiden Systeme seien (u,, ¥,, 9,) tind (u,, v., @,). Auf jeder 
derjenigen oo® gemeinsamen Tangenten, denen zusammenfalleude Tan- 
gentialebenen angehdren, bildet jeder dem Systeme (u,, »,, 9) ange- 
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hérige Beriihrungspunkt ¢ mit jedem dem Systeme (u,., v,, @,) ange- 
hérigen Beriihrungspunkte d ein Punktepaar. Die so bestimmten 
Punktepaare bilden ein System dritter Stufe, auf.welches wir die fol- 
genden Punktepaar-Formeln dritter Dimension anwenden wollen (§ 16.): 


Jp =O +P + gs, 
ébg +e? —cd+cd — g,. 

Wir haben also die Zahlen c*, d’, g,, cd, cd? zu bestimmen. 
c* ist gleich 4,Q,, d? = Q,M., cd = (u,+,) (Q,+%), weil die Tan- 
gentialebenen, die den Punkten eines Strahls angehéren, fiir das Sy- 
stem (u,, ¥,, @,) einen Ebenenort vom Grade mu, + », bilden, die 
Tangentialebenen, die den Punkten einer Ebene angehéren, fiir das 
System (u,, %), @)) einen Ebenenort vom Grade g, + v, bilden, und 
diese beiden Oerter also (u,+1,) -(9,-+ v,) gemeinsame Ebenen haben. 
Entsprechend ist cd? = (0,-+%,) (u.+v,). Die Zahl g, ergiebt sich 
aus dem System erster Stufe derjenigen Ebenenpaare, deren jedes aus 
zwei (u,, ¥,, @,) und (u,, %, Q@.) angehdrigen Tangentialebenen so 
zusammengesetzt ist, dass zwei zugehdrige Tangenten in ein und den- 
selben Strahl eines Strahlbiischels fallen. Die Zahl der Coincidenzen 
in diesem Systeme von Ebenenpaaren ist nach der Ebenenpaar-Formel 
erster Dimension gleich: 


(0, +) ¥ + (Q.+%)¥, — 1, Vo = Gs- 
Wir erhalten also: 


E Jp = (ty Qo) (1 Me) (01, V2 +71 2+ %); 
Ebg+ Eb? = (Uy +%) (24+ %2)+ (01 £1) (Hot M2) — (01% Cot % M2) 
= Hy Qo 01 He FM V2 Me + 4% - 

Da als Verbindungsstrahl derjenigen zwei auf einer gemeinsamen 
Tangente liegenden Punkte, welche in dem Beriihrungspunkte zweier 
sich beriihrender Flichen zusammenfallen, jede beliebige Tangente in 
diesem Beriihrungspunkte angesehen werden kann, so hat unser Punkte- 
paar-System dritter Stufe Coincidenzen zweiter Gattung (§ 17.). Mit 
andern Worten, ¢g, ist die Zahl, welche angiebt, wieviel von den Tan- 
gentialebenen in den oo! Beriihrungspunkten durch einen Punkt gehen. 
Wir erhalten also den Satz: 


»Die co! Tangentialebenen in den oo! Beriihrungspunkten von allen 
moglichen zwei sich berithrenden Fliichen zweier Flichensysteme (u,, V5 Q;) 
und (U,, V2, Q2) bilden einen Ebenenart vom Grade: 

HQ. + HQ + 4% + 01% + 02% -“ 


Das Symbol «bg driickt die Zahl der in einer Ebene liegenden 
Beriihrungspunkte aus, das Symbol ¢b? kann gar nicht erfillt werden, 
weil jede Coincidenz zweiter Gattung ist, oder, was hier dasselbe ist, weil 
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das System dritter Stufe nicht co?, sondern nur oo! Coincidenzstellen 
besitzt, Wir erhalten daher das weitere Resultat: 
»Die Beriihrungspunkte von allen miglichen zwei sich beriihrenden 


Fliichen sweier Fliichensysteme (u,, v,, @) | und (ty, Vy, Q) bilden 
einen Punktort vom Grade: 


Hy Oy HF oy FMM Hb Hy My + or, -“ 


Die Thatsache, dass dieser Ausdruck dem obigen dualistisch ent- 
spricht, liefert eine Bestiitigung. 


©. Beriihrung einer Raumcurve eines Systems von Raum- 
eurven durch eine Fliche eines Systems von Flichen. 


Das System von Raumeurven sei (p, ¢, ¢, é); das System von 
Flichen sei (uw, v, @). Auf jeder der oo? gemeinsamen Tangenten 
dieser beiden Systeme bildet jeder dem Raumcurven - Systeme angehirige 


Beriihrungspunkt c mit jedem dem Fliichen-Systeme angehdrigen Be- . 


rihrungspunkte d ein Punktepaar. Die so bestimmten Punktepaare 
bilden ein System zweiter Stufe, auf welches wir die folgenden Punkte- 
paar- Formeln zweiter Dimension anwenden wollen: 


eg=C +l + ge— Op 
eb =cd— gy. 


Es ist aber cC? —p-v, g.=t-v, g,=t-v. ad ergiebt sich nach 
dem Halphen’schen Productensatze fiir zwei Strahlendrter zweiter 


Stufe gleich 
C(u+v) + ty, 


ed ist gleich (p+?) (u+v), weil diejenigen Tangenten der Raumcuren, 
deren Beriihrungspunkte in einer Ebene liegen, einen Strahlenort erster 
Stufe vom Grade p + ¢ bilden, weil ferner diejenigen Tangenten der 
Fléchen, deren Beriihrungspunkte auf einer Ebene liegen, einen Strahlen- 
ort dritter Stufe vom Grade uw + vy bilden, und weil endlich diese 
beiden Oerter dann (p+¢#)-(u-+yv) gemeinsame Strahlen besitzen. 
Daher ist: 
eg = py + [t(u+v)+tu] + ty —ty 
= (pti) y+ (t+ )u, 
eb = (p+t) (u+v) —ty 
=pv+(pt+tyu. 


Dies giebt die beiden Resultate: 


»Die Beriihrungspunkte, in denen die Raumceurven eines Systems 
(p, t, t, e) durch die Fliichen eines Systems (u, v, @) beriihrt werden, 
bilden eine Curve von der Ordnung 


py + (pt+d u 
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und die diesen Punkten angehirigen Tangenten der Raumcurven eine 
Hegeifiiche vom Grade 
(p+t) v + (t+?) u.“ 


Durch dualistische Uebertragung ergeben sich aus diesen beiden 
Resultaten noch zwei andere. 


§ 29, 


aa zu den Correspondenzsitzen fiir zwei verschiedenartige 
Hauptelemente. 


Zu den in § 22. und § 23. bewiesenen Formeln fiir das aus Punkt 
und Ebene, das aus Punkt und Strahl] und das aus Ebene und Strahl 
bestehende Paar sind bis jetzt noch keine Beispiele aufgetreten. Der 
Vollstiindigkeit wegen lassen wir solche hier folgen. Sie beziehen sich 
simmtlich auf die durch Pol und Polarebene bei allgemeinen Flichen 
n' Ordnung hergestellte Verwandtschaft. 


A. Correspondenz zwischen Punkt und Ebene. 


Jeder Punkt des Raums bildet mit seiner Polarebene in Bezug 
auf eine F’, ein aus Punkt und Ebene bestehendes Paar. Die so be- 
stimmten Paare bilden ein System dritter Stufe, auf welches die For- 
mel (III) des § 22. angewendet werden soll. Diese hiess 

+ w= e(c?+u>—p0). 
Jeder Punkt hat 1 Polarebene, also ist c} = 1. Jede Ebene ist jedoch 
Polarebene zu (n—1)° Punkten, also ist w3=(n—1). Die Punkte der 
co? Coincidenzen bilden den Punktort, die Ebenen den esi, grr 
ebenenort der F’,. Daher ist ¢c? gleich der Ordnung, ¢u? gleich der 


Classe, euc gleich dem Range der F’,. Wir erhalten also durch unsere 
Formel die Identitit: 


1 + (n—1)® =» + n(n—1)* — n(n—1). 


B. Correspondenz zwischen Punkt und Strahl. 


In Bezug auf zwei allgemeine Flichen A und B von den Ord- 
nungen a + 1 resp. b-+ 1 hat jeder Punkt des Raums je eine Polar- 
ebene. Jeder Punkt bestimmt also mit der Schnittaxe seiner beiden 
Polarebenen in Bezug auf A und B ein aus Punkt und Strahl be- 
stehendes Paar. Die so bestimmten Paare bilden ein System dritter 


Stufe, auf welches wir die Formel (III) des § 23. anwenden wollen. 
Diese hiess: 


9s + CGe — © = 8(Ge+ Ug — EC). 
Jedem Punkte gehért 1 Strahl zu, also ist c’ 1. g, ergiebt sich 
durch Betrachtung des Systems dritter Stufe derjenigen Ebenenpaare, 
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deren beide Ebenen ein und denselben Pol in Bezug auf A und B be- 
sitzen. Man benutzt dabei den Satz, dass hinsichtlich einer F, die 
den oco' Ebenen einer Ebenenaxe zugehérigen Pole eine Curve von der 
Ordnung (n—1)? bilden, und die den oo? Ebenen eines Ebenenbiindels 
zugehérigen Pole eine Fliche von der Ordnung n—1 bilden, und er- 
halt dann: 


H. Scuuserr. 


9; = a*b + ab’. 
Die Zahl cg, ist die Zah] derjenigen in einer Ebene liegenden Strahlen, 
in denen sich zwei Ebenen schneiden, welche in Bezug auf A und B 
ein und denselben auf einer Ebene liegenden Pol besitzen. Diese’ Zahl 
ergiebt sich durch das Correspondenzprincip im Strahlenfelde, wie bei 
Zeuthen .in dem Beispiele zum Théoréme I seiner in den Comptes 
rendus (Juni 1874) enthaltenen Abhandlung iiber das Correspondenz- 


princip, namlich: 
cg. = a® + ab + BD. 
Die linke Seite unserer Correspondenzformel liefert also den Werth: 


a’b + ab? + a? + ab + b? — 1 = (a+1) (b+ 1) (a+0—1). 

Um den Werth der rechten Seite zu berechnen, haben wir die 
Coincidenzen des Systems zu untersuchen. Eine Coincidenz findet da 
statt, wo ein Punkt sowohl in Bezug auf die Fliche A wie auch in 
Bezug auf die Fliche B mit seiner Polarebene zusammenfillt, also in 
der Schnittcurve der beiden Flachen. Jede solche Coincidenz erfiillt 
die Bedingung w von selbst, d. h. sie ist zweiter Gattung. Daher ist 
eg. gleich Null, ewe gleich der Ordnung der Schnittcurve der beiden 
Flichen, eug ist der Grad der Regelfliche, welche von den Schnitt- 
axen der beiden Tangentialebenen in jedem Punkte der Schnittcurve 
erzeugt wird. Diese Zahl ergiebt sich aus dem System der Paare dieser 
Tangentialebenen gleich a (b-+-1) + b’(a+1), wo a’ resp. b’ den Rang 
der Flachen A und B angeben, also gleich (a-+-1) - a resp. (b+1)- 6 
sind. Wir haben also: 


EJe= 0; euc=(a+1)- (+1); 
éug = (a+1) - (b6+1)-(@+). 


Daher ergiebt sich fiir die rechte Seite unserer Correspondenz- 


formel : 
EJe+ Eug — euc = (a+1) (6+ 1) (a+0—-1), 
das ist derselbe Werth, der oben fiir die linke Seite erhalten war. 


C. Correspondenz zwischen Ebene und Strahl. 


Jedem Punkte eines Punktfeldes 7 gehért in Bezug auf zwei 
Flachen A und B von den Ordnungen a + 1 resp. b + 1 ein Strahl 
als, Schnitt seiner beiden Polarebenen in Bezug auf diese Flachen zu, 
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und in Bezug auf eine dritte Fliche F von der Ordnung f+ 1 eine 
Ebene ais Polarebene. ‘So werden durch die Vermittelung der Punkte 
auf 7’ oo? aus Ebene und Strahl bestehende Paare bestimmt. Auf das 
von ihnen gebildete System zweiter Stufe soll die Formel (8) aus § 23. 
eee werden. Diese hiess: 


w+ Hg + ge= e(u+e), 
u* ist die Zahl der Punkte auf 7, deren Polarebenen in Bezug auf F 
durch eine gegebene Axe gehen, also gleich f*. g, ist die schon 
(p. 112) angefiihrte Zahl derjenigen Strahlen eines Strahlenfeldes, in 
denen sich zwei Ebenen schneiden, die in Bezug auf die Flachen A 
und B einen gemeinsamen in einer Ebene 7 gelegenen Pol besitzen, 
also gleich 
a* + ab + D?. 
Die Zahl wg giebt an, wie oft auf 7 ein Punkt vorhanden ist, dessen 
Polarebene in Bezug auf F’ durch einen gegebenen Punkt geht, wihrend 
seine Polarebenen in Bezug auf A und B sich in einer Geraden schnei- 
den, die einen gegebenen Strahl schneidet. Diejenigen Punkte aber, 
deren Polarebenen in Bezug auf A und B sich in einer Geraden 
schneiden, die einen gegebenen Strahl schneidet, bilden auf 7 einen 
Punktort erster Stufe, dessen Grad sich durch das gewéhnliche Corr.- Pr. 
gleich 
a+b 


ergiebt, und diejenigen Punkte, deren Polarebenen in Bezug auf F 
durch einen gegebenen Punkt gehen, bilden auf 7 auch einen Punkt- 
ort erster Stufe, dessen Grad f ist. Daher ist wg gleich dem Producte 
dieser beiden Zahlen 

: ug = f(a+0). 


Die linke Seite unserer Correspondenzformel liefert also den Werth: 
f? + f(a-+b) + a? + ab + b’. 

Eine Coincidenz findet da statt, wo die drei Polarebenen in Bezug 
auf A, Bund F sich in einem einzigen Strahle schneiden. Jede solche 
Coincidenz ist zweiter Gattung, weil jeder Punkt des Strahls als Schnitt- 
punkt der Polarebene in Bezug auf F angesehen werden kann. Mit 
andern Worten, die Bedingung w kann nicht durch « erfillt werden, 
und die Bedingung ¢ wird durch jede Coincidenzstelle von selbst er- 
fillt. ¢c giebt also die Anzahl derjenigen Punkte des Punktfeldes 7’ 
an, deren Polarebenen in Bezug auf die drei Flichen A, B und F 
sich in einem einzigen Strahle schneiden. Diese Anzahl ist aber die 
Ordnung der sogenanuten Jacobi’schen Curve in Beeug auf dre 
Flichen (Salmon-Fiedler, II. Th., II. Aufl., p. 550, Nr. 437) 
(Cremona’s Teoria d. superf. in Curtze’s Uebers. Art. 137, p. 114). 
Wir erhalten also das bekannte Resultat: 


Mathematische Annalen. X. 8 
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»Die Jacobi’sche Curve in Bezug auf drei Fliichen A, B, F von 
den Ordnungen a+1,b+1, f+ 1 ist von der Ordnung 

a + B+ f? + ab + af + bf. 

Dieses Resultat kann durch das Correspondenzprincip im Punktfelde 
T noch schneller gewonnen werden, wenn man als Correspondenzbe- 
dingung fiir das Punktepaar ¢ und d die Bedingung annimmt, dass die 
Schnittaxe der beiden Polarebenen des einen Punktes ¢ in Bezug auf 
A und B in der Polarebene des andern Punktes d in Bezug auf F 
liegt. Dann ist (Formel (II) in § 16.): e& =—/*?, cd=f(a+b), 
a =a’? + ab + b?, &b gleich Null, eg die Ordnung der J acobi’schen 
Curve. 


§ 30. 
Die Charakteristikentheorie des Punktes, der Ebene und des Strahls. 


Aus den Productensitzen fiir die drei Hauptelemente, welche in 
§ 26. als specielle Fille der allgemeinen Correspondenzformeln erkannt 
sind, fliesst unmittelbar die eigentliche Charakteristikentheorie dieser 
drei einfachsten Gebilde. | 

Sind A und B zwei ganz beliebige Bedingungen erster resp. zweiter 
Dimension fiir Punkte, und giebt « an, wieviel Punkte A erfiillen und 
in einer Punktaxe liegen, 8, wieviel Punkte B erfiillen und in einer 
Punktebene liegen, so nennen wir a und # die Parameter der Be- 
Bedingung 4 und B. Nach den Productensitzen giebt dann das Pro- 
duct « - B die Zahl der Punkte an, welche A und B zugleich erfiillen. 
Daraus folgt, dass in jedem beliebigen Systeme von Punkten jede be- 
liebige einfache resp. zweifache Bedingung ersetzt werden kann durch 
die mit ihrem Parameter multiplicirte Bedingung ¢, resp. c?, wo ¢ resp. c? 
angiebt, wieviel Punkte des Systems einem Punktfelde resp. einer 
Punktaxe angehéren. Damit ist also fiir den Punkt eine Bedingung c 
vorhanden, durch deren erste resp. zweite Potenz jede einfache resp. zwei- 
fache Bedingung ausgedriickt werden kann. Natiirlich kann auch jede 
dreifache Bedingung, durch welche y Punkte bestimmt sein mégen, er- 
setzt werden durch yc*, wo c ausdriickt, wieviel Punkte des Systems in 
einen beliebigen Punkt des Raums fallen, d. h. den wievielfachen Punkt- 
raum das System reprisentirt. Das Analoge gilt fiir die Ebene. Fiir 
den Punkt und die Ebene ist daher im Sinne der Definition der Cha- 
rakteristiken eines Gebildes in § 2. eine aus nur einer Bedingung c be- 
stehende Gruppe von Charakteristiken vorhanden. 

Bei einem Strahle kann ebenso jede einfache Bedingung durch 
das Product ihres Parameters mit der Grundbedingung g ersetzt werden. 
Entsprechendes gilt fiir jede dreifache und vierfache Bedingung, die 
durch g, = 49° resp. G = $g* ausgedriickt werden kénnen. Nur eine 
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zweifache Bedingung kann nicht durch die zweite Potenz von g allein 
ausgedriickt werden. Bezeichnet « resp. a die Zahl der Strahlen, 
welche eine zweifache Bedingung erfiillen und in einem Strablenfelde 
resp. Strahlenbiindel liegen, d. h. ist @ ihr Feld-Parameter, «’ ihr 
Biindel- Parameter, so ist diese Bedingung nach dem Halphen’schen 
Productensatze ersetzbar durch 

&Je + & Jp. 

Da 9. + 9p = 9° ist, so wiirden also beim Strahle erst zwei Be- 
dingungen g und g, oder g und g, im Stande sein, durch ihre Potenzen 
alle Bedingungen auszudriicken. Die vierfache Bedingung, welche aus 
zwei zweifachen Bedingungen mit den Parametern a, a’ resp. B, B’ be- 
steht, muss das Product von ag,-+ a’g, mit Bg. + B’g, zum Modul 


haben, also gleich : 
(49+ & Gp) (Bge + B 9p); 


(«B + « B)G 
sein, da g.gp nicht erfiillbar ist. 

Aus der hiermit erledigten Charakteristikentheorie von Punkt, 
Ebene und Strahl ergiebt sich namentlich folgender Satz: 

»dede einem Gebilde* auferlegte Bedingung, welche nichts anderes 
aussagt, als dass ein Element eines Pliicker’schen Orts dieses Gebildes 
irgend welche Bedingung erfiillt, ist immer durch fundamentale Be- 
dingungen des Gebildes ersetebar.“ 


oder gleich 


Beispiel: 

Sollen die Elemente des Punktorts einer Plancurve C,° 7 zweifache 
Bedingungen erfiillen, deren Parameter simmtlich gleich » sind, die 
Spitze eine einfache Bedingung erfiillen, deren Parameter gleich y ist, 
und die Wendetangente eine zweifache Bedingung erfiillen, deren 
Feld- Parameter gleich « und deren Biindel-Parameter gleich «’ ist, so 
ist die Anzahl der C,*, welche ihre Pliicker’schen Oerter diese Be- 
dingungen erfiillen lassen, gleich 

n'-y-a-(view.) +n'-y-a'-(v ew), 

wo v’cw,, oder die Zahl derjenigen C,*, welche 7 gegebene Gerade 
schneiden, ihre Spitze auf einer gegebenen Ebene besitzen, und 
eine gegebene Ebene osculiren, nach des Verfassers Tabellen gleich 
5968 ist, 

und wo v’cw,, die Zahl der C,°, welche 7 gegebene Gerade schnei- 
den, ihre Spitze auf einer gegebenen Ebene besitzen, und ihre 
Wendetangente durch einen gegebenen Punkt schicken, gleich 
3296 ist. 

In derselben Weise, wie bei Punkt, Ebene und Strahl folgt bei 
jedem Gebilde aus seinen Productensdtzen seine eigentliche Charakteristiken- 


§* 
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theorie. Productensitze sind jedoch bis jetzt nur fiir die drei Haupt- 
elemente und die Kegelschnitte abgeleitet. Wir erkannten in § 26. 
jeden Productensatz fiir Hauptelemente als ein Glied einer Correspondene- 
formel. Dies fiihrt auf den schon in § 26. erwihnten Gedanken, die 
Ableitung von Correspondenzformeln zu versuchen, welche dasselbe fiir 
Kegelschnitte sind, was die Correspondenzformeln des § 16. und § 18. 
fiir Punkte und Strahlen sind, um dann in den einzelnen Gliedern 
dieser Kegelschnitt-Correspondenzformeln die bekannten Productensitze 
fiir Kegelschnitte wieder erkennen, und die Charakteristikentheorie der 
Kegelschnitte von einem allgemeineren Standpunkte aus iiberschauen 
zu kénnen. 


Nachtrag. 


In der allgemeinen Einleitung (p. 1) der vorstehenden ersten Ab- 
handlung meiner ,,Beitrige zur abzihlenden Geometrie“ habe ich ver- 
siumt, auf die Arbeiten von Hirst und Fouret aufmerksam zu machen. 
Die Arbeit von Hirst ,On the correlation of two planes“ (Annali di 
Matematica, tomo VI, p. 260) gehért der dritten der drei in meiner 
Kinleitung besprochenen Untersuchungsrichtungen an, und ist dadurch 
bemerkenswerth, dass sie nicht eine Curve oder eine Flaiche, sondern 
das durch die Correlation (Kin-eindeutiges Entsprechen von Punkt und 
Strahl) auf zwei festen Ebenen definirte Gebilde der Chasles’schen 
Methode der Ausartungsabzahlung unterwirft. Die Arbeiten von Fouret 
»sur les systemes généraux de courbes planes algébriques ou transcen- 
dantes définis par deux caractéristiques“ (Bull. de la Soc. math. de 
France, tome 2, p. 72 und p. 96) besprechen den Zusammenhang einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung mit den in fester 
Ebene liegenden Curvensystemen (u, v). 


Hildesheim, im Februar 1876. 
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Das Problem der Collineation. 


Von . 


Rupotr Sturm in Darmstadt. 


Nachdem ich in friiheren Aufsiitzen (Math. Annalen Bd. I und VI) 
die Probleme der ebenen und raiumlichen Projectivitit behandelt, gehe 
ich nun zu dem der Collineation (Collinearitaét oder Homographie) iiber, 
unter welchem ich das folgende verstehe: 

Wenn im Raume zwei Gruppen von gleich vielen und zugeordneten 
Punkten gegeben sind, solche entsprechende Punkte zu finden, aus denen 
die zugeordneten Punkte durch homologe Strahlen collinearer Biindel pro- 
jicirt werden. 

L 


1. Es seien einerseits fiinf Strahlen a,, --, a; eines Biindels A 
gegeben; anderseits vier Punkte B,, ---, B,; ein Punkt B bewegt sich’ 
durch den ganzen Raum, BB; werde mit b; bezeichnet; wie bewegt 
sich b,, wenn 

, (b,, - ++, bs) coll. (ay, +++, Gs) 
sein soll? 

Auf a,, --+, a, seien ebenfalls feste Punkte A,,---, A, gelegt; 
zwei raumliche Systeme mégen dadurch collinear bezogen sein, dass 
den fiinf Punkten A,,---,A,,A die festen Punkte B,,---, B, und 
der bewegliche B entsprechen; ist jedesmal B, der Punkt, welcher dem 
A, correspondirt, so ist BB, der gesuchte Strahl 6,. Nun durchlaufen 
ersichtlich B und B, collineare riumliche Systeme, denen B,,---, B, 
entsprechend gemein sind; die Verbindungsgeraden b, erzeugen dem- 
nach einen tetraedralen Complex 2. Grades*). Derselbe ist mit dem- 
jenigen identisch, welcher der Geraden a, beziiglich der Gruppen A,, 
-++, Ay; B,, +--+, B, correspondirt**); denn b,(b,,-+-, b,) oder 


*) Reye, Geometrie der Lage, II, 15. Vortrag. 
**) Sturm, Rauml, Project., Math. Ann. Bd. VI, 8, 514, 
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b, (B,, «++, B,) ist stets mit a, (a,, ---, a) oder a, (A,, ---, A,) 
projectiv*). 

2. Bewegt sich B blos in einer Ebene, so beschreibt B, ein col- 
lineares ebenes System (Feld); die Geraden b, erzeugen die Congruenz 
(3, 1) der Schnittlinien der Osculationsebenen einer cubischen Raum- 
curve; zu diesen Schmiegungsebenen gehdren auch die Trager der 
beiden collinearen Felder. 

Durchliiuft B eine Gerade b, so beschreibt B, eine projective 
Punktreihe und b, erzeugt ein Hyperboloid [b]?. Geht 6 durch einen 
der gegebenen Punkte B,,---, B,, so thut dies auch der Trager der 
Reihe B,; also werden die beiden Reihen perspectiv und das Erzeug- 
niss von b, ist ein Strahlbiischel. 

Bewegt sich B auf einer Curve n'* Ordnung, welche durch jeden 
der 4 Punkte B; 4;-mal geht, so thut dies auch B,, und 6b, erzeugt 


4 
eine Flache vom Grade n’ —=2n— ZD4;. Ist z. B. die Curve eine 
1 


cubische Raumcurve, die durch jeden der vier B; geht, so ist diese 
Flache vom 2. Grade. 


3. Werden die Punkte A,, ---, A, auf a,, ---, a, verschoben, 
so aindert sich der Complex, die Congruenz, das Hyperboloid, die dem 
Raume, einer Ebene, einer Geraden zugehéren, nicht; das von B, er- 


zeugte raumliche System wird ein anderes; d. h. denselben B entsprechen 


andere B,, die jedoch auf derselben Complexgeraden liegen. Das 
raumliche System B, hat sich mithin so verschoben, dass jeder Punkt 
‘auf der ihn mit seinem entsprechenden B verbindenden Complexgeraden 
bleibt. Die Punkte, welche den Punkten B einer Ebene entsprechen, 
bleiben stets in einer Ebene und alle diese Ebenen, die derselben Ebene 
des Systems B correspondiren, sind die Schmiegungsebenen der dieser 
Ebene zugehérigen cubischen Raumcurve. Die homologen Punkte der 
Punkte einer Geraden bleiben stets auf einer Geraden und diese Ge- 
raden sind die Leitgeraden von [b]?. 


4. Es sei a, eine Ebene des festen Biindels A; a, a” zwei in ihr 
liegende Strahlen dieses Biindels; die entsprechenden Strahlen 0’, b” 
beschreiben, wenn der bewegliche Scheitel B sich auf einer Curve 
n'* Ordnung bewegt, zwei Flachen n’‘** Grades. Um den Torsus (die 
abwickelbare Fliche) der Ebenen 8, zu erhalten, welche je durch b’, b” 


*) Ich schreibe mit Absicht ,,projectiv' und ,,perspectiv“ nach Analogie von 
projettivo und projectif, weil ich nicht einsehe, warum wir Deutschen an die 
Endung ,,iv“ noch die zweite Endung ,,isch“ hingen sollen. Diese Haufung von 
Endungen hat iibrigens nur wenige Analoga, die meistens auch nicht gliickliche 
Bildungen sind. 
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gehen und demnach der Ebene «, correspondiren, durchschneidet man 
beide Flichen mit einer Ebene; die Schnittcurven sind eindeutig auf 
einander bezogen und die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
umhiillen die Spur des gesuchten Torsus. Da n-mal zwei entsprechende 
Punkte sich vereinigen, namlich in den Spuren der Curve n'** Ordnung, 
so ist die Classe dieser Einhiillungscurve und folglich auch des Torsus 


4 
2n' —n = 3n— 2 DiA,. 
1 


Wenn also die Curve, auf der B sich bewegt, eine Gerade b ist, 
die durch keinen der B; geht, so ist der Torsus der Ebenen B, 3. Classe; 
er ist den beiden von b’ und b” erzeugten Hyperboloiden gleichzeitig 
umschrieben und hat mit dem Ebenenbiischel b, den sie sonst noch 
gemein haben, zwei Ebenen gemein. Geht aber b durch einen der 
Punkte B;, so beschreibt 6, einen Ebenenbiischel, déssen Ebenen die 
homologen Strahlen zweier mit derselben Punktreihe perspectiven 
Strahlbiischel, der ausgearteten Hyperboloide, verbinden. 

Ist die von B beschriebene Curve eine durch alle vier Punkte B; 

gehende cubische Raumeurve, so ist der Torsus ein Ebenenbiischel, dessen 
Axe eine Sehne der Raumeurve ist: in der That, wenn ein Punkt B 
auf einer durch B,, ---, B, gehenden cubischen Raumcurve sich be- 
wegt und b,, b,, b,, b,, 6, stets collinear bleibt, so dreht sich 6, um 
eine Sehne der Curve. 
5. Nehmen wir nun a, beweglich und B, fest an, so gehen von den 
Ebeuen, welche einer Ebene @ von A in den Biindeln B entsprechen, deren 
Scheitel die Gerade } durchliuft, drei durch B, (Nr. 4.); woraus her- 
vorgeht, dass die drei a,, welche b, = BB, correspondiren, in a@ liegen. 
Folglich beschreiben alle a, einen Kegel 3. Ordnung. Seine Kanten 
sind eindeutig auf die Punkte B von b bezogen; also muss er vom 
Geschlechte 0 sein und eine Doppelkante haben, welche sich bald er- 
geben wird. . 

6. Sei B ein beliebiger Punkt, so liegen die Scheitel aller Biindel, 
welche mit dem Biindel B so collinear sind, dass die nach B,,---, B, 
gehenden Strahlen sich entsprechen, auf der durch B,, ---, B,, B 
gehenden cubischen Raumcurve. Denn ist B’ der Scheitel eines solchen 
Biindels, so begegnen sich einfach unendlich viele Strahlen von B mit 
den homologen von B’ und diese Begegnungspunkte, unter denen sich 
hier auch die Punkte B,, ---, B, befinden, erzeugen bekanntlich eine 
cubische Raumcurve, auf der auch die beiden Scheitel B und B’ liegen; 
d. h. B’ liegt auf der durch B,, ---, B, und B gehenden cubischen 
Raumcurve. 

7. Liegt B auf b, so begegnet die zu B gehorige (adjungirte) 
Raumcurve 3. Ordnung im Allgemeinen der Geraden 6 nicht noch 
einmal. Unter den cubischen Raumcurven durch B,, ---, B, giebt 
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es aber eine, welche } zweimal trifft; ihre beiden Begegnungspunkte 
mit b senden nach B,, --.-, B, collineare Biindel; folglich entspricht 
ihnen auch im Biindel A derselbe Strahl a,, und wir haben so die 
Doppelkante des Kegels 3. Ordnung. 


8. Der Punkt B komme nun wihrend seiner Bewegung auf b in 
die Ebene B,., = B,B,B,; es liegen dann die drei Strahlen b,, b,, b, 


in derselben Ebene, wihrend a,, a,, a, dies nicht thun: wir haben - 


eine exceptionelle Collineation*) zwischen den Biindeln 4 und B; die 
Ebene £,,, ist die singulire Ebene in B, der Strahl a, der singulire 
Strahl in A; jedem weiteren Strahle b’ von B in £,,, correspondiref 
einfach unendlich viele Strahlen von A, alle in der Ebene e@’ gelegen, 
die durch a, geht, und fiir welche a, (a,, a,, a,, @) \ B(B,, B,, B,, 0’); 
hingegen allen Strahlen von B, die nicht in die Ebene £,,, fallen, 
entspricht der ethe singulare Strahl a,. Folglich fallt bei dieser Lage 
des Scheitels B der dem 6, entsprechende Strahl a, nach a,; a, und 
ebenso @,, @, a, sind also Kanten des Kegels 3. Ordnung. 


9. Sei B, nun wieder beweglich und a eine Ebene im Biindel A; 
so gehen von den Ebenen §, welche ihr in dem verinderlichen Biin- 
del B (auf b) entsprechen, zwei durch b (Nr. 4), folglich fallt zwei- 
mal der Strahl in A, welcher } entspricht, in die Ebene a; die Strahlen 
also in A, die dem festen Strahl 6 der verinderlichen Biindel, deren 
Scheitel sich auf b bewegt, entsprechen, erzeugen einen Kegel 2. Gra- 
des, der durch a,, a, @,, a geht (Nr. 8). 


10. Sei 6 eine durch b gelegte Ebene; untersuchen wir, indem 
sie zu den verschiedenen Biindeln gerechnet wird, die Bewegung der 
entsprechenden Ebene in A. Sei A, und a, wieder eingefiihrt; von 
den entsprechenden b,, die ein Hyperboloid [6]? bilden, liegt also eine 
in B; folglich geht die der 6 entsprechenden Ebene und nur diese durch 
A, (oder a;); also bilden diese Ebenen einen Ebenenbiischel. Derselbe 
ist der Punktreihe b projectiv; sei seine Axe a und die eines andern 
Biischels, welcher der Ebene #’ durch b zugehort, a’; die Schnittlinien 
der entsprechenden Ebenen von a und a’ erzeugen mithin einen Kegel 
2. Grades, der auch durch @ und a@ geht; aber diese Schnittlinien sind 
die entsprechenden Strahlen von ) — 6’, also ist unser Kegel der 
obige in Nr. 9. Mithin: 

Die entsprechenden Strahlen in A zu dem festen Strahle b der 
Biindel, deren Scheitel sich auf b bewegt, erzeugen denselben Kegel 2. 
Grades, wie die Axen der Biischel, welche je. von den Ebenen gebildet 
werden, die jeder Ebene durch b in A entsprechen. Jede Kante ist 


*) Hirst, on the correlation of two planes (Proceed. Lond. Math. Society V, 
p- 40; Annali di matem. ser. II, t. VI, p. 260 Nr. 11—14). 
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also gleichzeitig die homologe Gerade von -b fiir eine gewisse Lage von 
B auf b und die Axe des Biischels der Ebenen, die einer gewissen 
B durch 6b correspondiren. 


11. “Sei nun A, fest wnd bewege sich auch der Scheitel A auf’ einer 
Geraden a; welches Fliichensystem erzeugen die Hyperboloide [b}?, bez., 
was dasselbe ist, welches Liniensystem ihre Erzeugenden b,? 

Wenn £ eine beliebige Ebene ist, so wird dieselbe von so vielen 
Hyperboloiden tangirt, als Erzeugende b, durch den Punkt 08 gehen 
und in B liegen; weil aber alle b,, die durch diesen Punkt gehen, 
wegen Nr. 5. einen Kegel 3. Ordnung erzeugen, so ist die Zahl der B 
tangirenden Hyperboloide 3. 

Suchen wir ferner die Zahl der b, , die durch einen Punkt B, gehen; 
*dieselben liegen alle in der Ebene B,b und wir haben die Classe der 
Curve zu ermitteln, die von den b; in einer Ebene B durch 6 umhiillt 
wird. Durch jeden Punkt von b gehen in B, wie eben gezeigt, drei; 
ausserdem aber ist noch b selbst eine Doppeltangente dieser Curve. 

12. Seien nimlich B’, B’ irgend zwei Punkte auf b; so be- 
schreiben nach Nr. 5. die beiden Strahlen b,’, b,”, welche dem mit A 
beweglichen Strahle a, entsprechen, zwei Kegel 3. Ordnung, welche 
beide eindeutig auf die Punktreihe a, also auch auf einander bezogen 
sind. Jede Ebene durch b schneidet 3 Strahlen aus dem Kegel (B’) 
aus, deren drei correspondirende auf (B’) mit b die drei entsprechen- 
den Ebenen geben, ebenso umgekehrt. Also giebt es sechs Coincidenz- 
Ebenen, zu denen aber auch die vier Ebenen nach B,, ---, B, ge- 
héren (entsprechend den Spuren von a in den vier Ebenen des Tetra- 
eders A, A,A,<A,). 

In den beiden iibrigen Ebenen: $* und f** (durch 6b) liegen also 
zwei demselben Punkte A*, bez..A** von a entsprechende b, b,”. Die 
andern b, fiir A* z. B. (d. h. die den andern Punkten B von b zu- 
gehdérigen) liegen dann auch in dieser Ebene 6*. Denn weil b,’ und b,” 
beide in * liegen, so gehen die der A* in A* entsprechenden Ebenen a 
(wenn 6* zum Biindel B’ oder B’ gerechnet wird) beide durch a, = A* A, ; 
also ist a, die Axe des Biischels aller Ebenen @ in A*, welche f* ent- 
sprechen, jenachdem sie zu den verschiedenen Biindeln mit auf b be- 
findlichen Scheiteln gerechnet wird, woraus folgt, dass auch die b, in 
allen diesen Biindeln, welche a, entsprechen, in f* liegen. Das Hyper- 
boloid dieser b; hat sich also fiir A* und ebenso fiir A** in einen in f*, 
bez. B** gelegenen Kegelschnitt verwandelt, : 


13. Wenn A*A, die Axe eines Biischels von Ebenen ist, die der 
Ebene f* entsprechen, so ist sie auch die entsprechende Gerade von b 
fiir eine gewisse Lage von B, d. h. in die b fallt, weil dasselbe auch 
fiir A** gilt, b, zweimal. Mithin ist einerseits gefunden, dass die beiden 
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Kegelschnitte in 6* und £**; welche entartete Hyperboloide sind, die 
Gerade b beriihren; andererseits, dass fiir die in Nr. 11. betrachtete 
Einhiillungscurve b eine doppelte Tangente ist, diese Curve also von 
der 5° Classe ist. Folglich gehen durch jeden Punkt B, fiinf Gerade 
b, und fiinf Hyperboloide [b]*; das Liniensystem der b, ist demnach 
(5, 3); im dem Hyperboloidsysteme gehen je fiinf F lichen durch einen 
Punkt, beriihren je drei eine Ebene und zwei sind zu Kegelschnitten 
ausgeartet. 

In der Ebene jedes dieser Kegelschnitte zerfallt also die Curve 
5. Classe in den Kegelschnitt und eine Curve 3. Classe. 


14. Kommt der Scheitel A bei der Bewegung auf a in eine der 
vier Ebenen a; = A;A;A;, so degenerirt das Hyperboloid ebenfalls 
und zwar in ein System von zwei ebenen Strahlbiischeln, deren Scheitel 
auf der,Schnittlinie der Triiger liegen. Es liege z. B. A in @,.,, so 
muss nach Nr. 8. den beiden Strahlen a, und a,, die nicht in der 
Ebene a,a,a, liegen, dieselbe Gerade b, entsprechen, d. h. wo auch 
B auf b sich befindet, b, geht stets durch B, und beschreibt also den 
Strahlbiischel (B,, b). Gelangt jedoch auch B in die Ebene £,,,, so 
ist durch das Entsprechen von a,, a,, a3, a, und b,, b,, b,, b, die 
Collineation nicht bestimmt; ist a® der Schnittstrahl (@,,,, a,a,) und 
b° so in B,,, construirt, dass b,b,b,b" A a,a,a,a°, so kann jeder Strahl 
der Ebene 6"b, im Biindel B der dem a, entsprechende Strahl sein; 
denn sei 6, ein solcher Strahl, so sind dann in der durch das Ent- 
sprechen von a,a,a,a, und b,b,b,b, bestimmten Collineation auch a® 
und 6°, a, und b, homolog. Also der eine Punkt B= bd§,,, liefert 
den ganzen zweiten Biischel. Das Hyperboloidsystem enthilt mithin 
vier Ebenenpaare. 


15. Jedem Punkte von a entspricht demgemiiss ein Hyperboloid - 
[b|? und im Allgemeinen auch umgekehrt jedem Hyperboloid ein Punkt 
von a. Aber den beiden Begegnungspunkten der a mit der sie zwei- 
mal treffenden cubischen Raumcurve durch A,, ---, A, entspricht das 
namliche Hyperboloid. Dasselbe ist also in unserem Fliichensysteme 
doppelt; d. h. es zihlt bei jedem seiner Punkte fiir zwei von den fiinf 
durchgehenden Systemflichen; ebenso zihlt die durch ihn gehende Er- 
zeugende b, fiir zwei Gerade im Liniensysteme (5, 3). Die Erzeugenden 
dieses Hyperboloids sind die Doppelkanten der den verschiedenen 
Punkten B von 6b zugehérigen Kegel 3. Ordnung (Nr. 5.), und die- 
jenige, welche je in einer Ebene £ durch b liegt, ist eine zweite Doppel- 
tangente der Curve 5. Classe in dieser Ebene (Nr. 11., 13.). Ausser 
den beiden schon gefundenen Doppeltangenten muss diese Curve, weil 
sie eindeutig auf die Punktreihe a bezogen ist, noch vier andere haben : 
dies sind die Schnittlinien von 6 mit den vier Ebenen B,,,, 8:4, By3;, Boag: 
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Denn jeder Strahl b, um B = 6£,., in Bj, ist fiir zwei Punkte A auf a 
entsprechender Strahl von a,; in dem Biindel B ist namlich 6,,, singuliare 
Ebene, in welcher b,, b,, b,, b, liegen, jedem dieser Strahlen ent- 
sprechen ganze Biischel von Strahlen, deren Ebenen durch den singula- 
ren Strahl von A gehen (Nr. 8.) und, da je einer von ihnen bez. durch 
A,, A,, A,;, A, gehen soll, je diese Punkte enthalten. Dem 3,, 
welcher ausserhalb der singuliren Ebene £,,, liegt, muss der singulire 
Strahl a’ in.A correspondiren ; derselbe muss demnach durch A, gehen, a in 
A treffen und so beschaffen sein, dass a’(A,A,A,A;) A B(B,B,B,},). 
Also sind die Punkte A die beiden Schnittpunkte der a und des Kegels 
2. Grades mit der Spitze A, , dessen Kanten mit den Punkten A,,A,,A;,A, 
das Doppelverhiltniss B (B,B,B,B,) umfassen. 

16. Unser. Flichensystem hat die Charakteristiken pw—=5, @=3; 
ferner ist w= 4, und, wie wohl nicht schwer zu erkennen, die Zahl 
gy der Kegel = 0; die Zahl der Kegelschnitte ist, wie oben gefunden, 2, 
jedoch ist in der Formel: 2u = ++ v jeder derselben doppelt zu rechnen, 
also 4 = 2-2, wie mir Herr Zeuthen, dem ich gelegentlich iiber dies 
System schrieb, bemerkte: in der That, fassen wir in der Correspondenz 
(uw, #), hier also (5, 5), auf einer beliebigen Geraden, aus der die obige 
Formel folgt, den Schnittpunkt B’ mit einer der Kegelschnittebenen ins 
Auge: von den 5 durch ihn gehenden Geraden des Liniensystems sind 
zwei Tangenten des Kegelschnitts, die 3 andern gehéren allgemeinen 
Hyperboloiden an; im Flachensysteme gehen also durch ihn die Kegel- 
schnittebene als ausgeartete Fliche und drei Flichen; folglich ist jene 
doppelt zu rechnen; und von den fiinf zweiten Schnittpunkten haben 
sich zwei mit B’ vereinigt; also ist derselbe ein doppelter Coincidenz- 
punkt. Nun fihren die drei Formeln: 


gp=—0=—20—v=6-»?, 

y= 2-2—2y—v—10—yv 
und 

y=—4—2yv—yu—o—2v—8 
alle zu: v = 6. 


II. 
17. Wir geben nun auch dem Punkte B, eine feste Lage, so dass 
wir die beiden Gruppen A,, ---, 4,; B,, ---, B, haben. Lassen wir 


diese einander entsprechen, so sind die beiden Riume (a) und (8) col- 
linear bezogen. Jedem Punkte A correspondirt ein B. Alle Pumnkte, 
die dem A beziiglich A,, ---, A, adjungirt sind, d. h. welche nach 
diesen Punkten Biindel senden, die mit A(A,,‘-+-+, A,) collinear sind, 
erzeugen die durch A,,---,A,, A gehende cubische Rawmcurve a* (dig: 
dem A adjungirte) nach Nr. 6.; alle Punkte B, die thm (und seinen 
adjungirten) in Bezug auf beide Gruppen A,,---, A,; By, -+-, Bs 
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correspondiren, d.h. nach B,,---, B; Strahlenbiindel senden, die zu A 
(A,,-+-, A;) collinear sind, bilden offenbar die cubische Curve 6°, 
welche der a‘ als zu (a) gehérig in (6) entspricht; zwei derartige Curven 
mégen analog heissen. Es ist nicht schwer, einzusehen, dass zwei 
soleche analoge Curven es auch im Probleme der riumlichen Projec- 
tivitit (Abschnitt II.) sind; d. h. dass die Ebenenbiischel, welche von 


irgend einer Sehne der einen Curve nach A,, ---, A;, und von irgend 
einer Sehne der andern nach B,, ---, B; gehen, projectiv sind. 
Die beiden Biindel cubischer Raumcurven durch A,, ---, A, und 


B,, ---, B, sind collinear, indem sich je die analogen entsprechen. 
Die analoge Curve in (b) zu einer in (a) erhilt man so: sei 4 ein 
Punkt der letzteren, so construire man die beiden Kegel mit den 
Spitzen B,, B,, deren Kanten b’, bez. b” so sind, dass b'(B, B, B, B,) 
\ AA,(A, A, A; A,) und 6” (B, B,B,B,) \ AA,(A, A,-Ay A;); ihr Schnitt 
ausser B, B, ist die gesuchte Curve. 

18. Bewegt sich A auf einer Geraden a, so beschreibt die adjungirte 
Curve a® eine Fliche 5. Ordnung, welche die fiinf Punkte A,, ---, A; 
zu dreifachen Punkten, ihre 10 Verbindungsgeraden zu einfachen Ge- 
raden hat und die die a zweimal treffende erzeugende Curve doppelt ent- 
hélt*). Die analoge Curve b* gleitet ebenfalls an einer Geraden hin, 
der entsprechenden in der raumlichen Collineation, erzeugt die ent- 
sprechende Fliche 5. Ordnung, auf der die entsprechenden Gebilde der 
eben genannten in derselben Weise liegen. 

Da diese Fliche von einer beliebigen Geraden fiinfmal getroffen 
wird, so zeigt sich nochmals, dass fiinf Punkte von a einen correspon- 
direnden auf b haben, wie dies sich ja schon daraus ergab, dass fiinf 
der Hyperboloide [b]*, die den Punkten von a zugehéren, durch B, 
gehen. : 

19. Nur einfach unendlich viele analoge Curven der beiden Biindel 
(Nr. 17.) treffen einander; wir suchen den Ort dieser Begegnungspunkte, 
also derjenigen Punkte (C);, die zugleich nach beiden Gruppen collineare 
Biindel senden. 

Sei y eine beide Raume durchziehende Ebene; A ein Punkt der- 
selben aus dem Raume (a); seine correspondirende Curve trifft y in 
drei Punkten B; ebenso entsprechen jedem B drei A. Bewegt sich 
A in y auf einer Geraden a, so schneidet die Fliiche der correspondi- 
renden Curven in y eine Curve 5. Ordnung ein. Daraus ergiebt sich 
nach dem Correspondenz-Princip der Ebene**), dass es 34+-3-+-5=—11 


*) Reye, Schlémilch’s Zeitschrift Bd. 13, 8S. 525. — Sturm, Borchardt’s: 
urnal Ba. 79, 8. 99. : 

**) Salmon, Geometry of three dimensions, 2. Aufl., 8. 511 (wie in Clebsch- 

Lindemann’s Vorlesungen tiber Geometrie citirt wird), 3. Aufl., S. 587; deutsche 
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Coincidenzen von A und B giebt. Alle 11 sind Begegnungspunkte 
analoger Curven. Der Ort der Punkte (C), ist demnach eine Curve 
11. Ordnung; dieselbe geht ersichtlich durch die 10 Gruppenpunkte 


und die vier Punkte, die den beiden collinearen Riumen entsprechend 
gemein sind. 


20. Die acht weiteren Schnittpunkte dieser Curve, z. B. mit der 
Ebene «,,,, sind leicht zu ermitteln. Sei A ein Punkt dieser Ebene, 
sa besteht die ihm adjungirte Curve aus der Geraden a,, = A,A, und 
dem Kegelschnitte in «,,, durch A,, A,, A,, 4 und die Spur von a,,, die 
correspondirende aus b,, und dem analogen Kegelschnitte in B,,, durch 
B,, B,, B,, und die Spur von b,,; d. h. dem, von dessen Punkten nach 
diesen vier Punkten Biischel gehen, die zu den von den Punkten jenes 
Kegelschnitts nach den homologen Punkten gehenden Biischeln pro- 
jectiv sind. Da also die veriinderlichen Theile der correspondirenden 
Curven der Punkte von «,,, in B,,5 liegen, so kann eine Coincidenz 
nur auf der Geraden «,,,8,,, statthaben: jedem A oder B dieser Ge- 
raden entsprechen zwei bewegliche Schnittpunkte seiner correspondi-' 
renden Curve mit dieser Geraden; also giebt es vier Coincidenzen. 
Dies sind Punkte unserer Curve 11. Ordnung. Die vier iibrigen in 
Gog SIN Oyo3D4;, Ayo B 345, F113 Bo45 > 403 Bias - 


Ill. 
21. Es seien nun zwei Gruppen von je sechs Punkten gegeben: 
A,,++-,A,;-B,,---,B,. Wir bilden aus ihnen zwei Gruppenpaare 


von je fiinf Punkten: A,,---, A,; B,,---,B;, welche wir (A)> und 
(B)> nennen wollen, und A,, ---, A,, Ag; B,, ---, B,, B,, welche 
(A’)® und (B’)® heissen mégen. Wenn nun ein Punkt A im Raume (a) 
einen derartigen correspondirenden B in (b) hat, dass 


A(A,,--++, Ag) coll. B(B,,---, B,), 


der ihm also in Bezug auf die beiden sechspunktigen Gruppen (A)°, 
(B)® entspricht, so muss B sowohl auf der A in Bezug auf (A)*(B)5 
correspondirenden Curve in (b), als auch auf der in Bezug auf (A’)* (B’)® 
correspondirenden liegen. Ist A ein beliebiger Punkt, so haben diese 
beiden correspondirenden Curven im Allgemeinen (ausser den Punkten 
B,, - -, B,) keinen Punkt gemein; also hat im Allgemeinen ein Punkt 
keinen correspondirenden in Bezug auf (A)*, (B)®. Wir haben mithin 
die Flaiche &%* der Punkte (A), aufzusuchen, welche correspondirende 





Bearbeitung 2. Aufl., 2. Th., S. 556. — Zeuthen hat dies Princip selbstindig 
gefunden (Comptes rendus Juni 1874), rein geometrisch bewiesen und auf den 
Fall einer Coincidenzcurve, sowie auf den Raum ausgedehnt. 
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Punkte (B), haben. Diese correspondirenden erfiillen natiirlich eine 
Fliche von derselben Art: 8*. 


22. Sei @ eine beliebige Gerade, auf welcher ein Punkt bewegt 
werde; seine entsprechende Curve in Bezug auf (A)>(B)° beschreibt 
eine Fliche 5. Ordnung, und ebenso die in Bezug auf (A’)', (B’)®; diese 
Flachen haben ausser den 6 Verbindungslinien der Punkte B,, - --, B, 
noch eine Curve 19. Ordnung gemein. Jeder Punkt B auf dieser hat, 
weil durch ihn je eine erzeugende Curve der beiden Flichen geht, einen 
entsprechenden Punkt A und A’ auf a, deren Coincidenzen wir suchen. 
Die dem Punkte A auf der ersten Fliiche entsprechende Curve trifft 
die zweite Fliche und damit die Curve 19. Ordnung ausser in den vier 
Punkten B; noch.in 3 Punkten, denen also 3 Punkte A’ entsprechen; | 
ebenso umgekehrt. Folglich giebt es 6 Coincidenzen der A uid A’. 
Kommt nun A in die Ebene a@,,,, so besteht die entsprechende Curve auf 
der ersten Fliache aus der Geraden b,, und einem gewissen Kegelschnitte 
durch B,, B,, B, zusammengesetzt; die drei Begegnungspunkte dieser 
Curve mit der andern Fliache sind die beiden ferneren Schnittpuhkte von 
b,, ausser dem dreifachen Punkte B, und der einzige noch iibrige des 
Kegelschnitts ausser den drei dreifachen Punkten B,, B,, B,. Die durch 
den letzten Punkt gehende erzeugende Curve der zweiten F'liiche besteht 
aus b,, und einem gewissen Kegelschnitte in der Ebene £,,,; folglich 
liegt sein entsprechender Punkt A’ auf a in @,,,, ist mithin unser 
jetziger Punkt A. Es ist auf diese Weise eine Coincidenz von A und 
A’ zu Stande gekommen; ebenso geben die drei andern Ebenen «,,,, 
©1345 3, Coincidenzen; und es bleiben nur noch zwei weitere. 


23. Die vier Coincidenzpunkte, die in den Ebenen des Tetraeders 
A, A, A, A, liegen, fiihren, obgleich ihre correspondirenden Curven in 
Bezug auf (A)°(B)° und auf (A’)5(B’)® sich begegnen, doch nicht zu 
Paaren von correspondirenden Punkten in Bezug auf (A)*(B)°, d. h. 
zu solchen Punktepaaren, welche collineare Biindel nach den beiden 
sechspunktigen Gruppen sertden. 

Denn es sei A ein beliebiger Punkt in @,,, (wie ja a in Nr. 22. 
eine beliebige Gerade ist). Man lege durch ihn die beiden Kegel- 
schnitte, welche durch A,, A,, A, und bez. die Spuren A,,, A,, von a,, 
und a,, geben, und construire in £,,, durch B,, B,, B, und bez. die 
Spuren B,,, B,, von b,, und b,, die analogen Kegelschnitte (Nr. 20.), die 
Kegelschnitttheile der beiden dem Punkte A correspondirenden cubischen 
Raumcurven; ist nun B deren vierter Schnittpunkt, so ist zwar, weil 
A und B den einen analogen Kegelschnitten angehéren, 


A(A,, ---, A;) coll. B(B,, ---, B,), 
und weil sie auch auf den andern liegen, 


A(A,, --+, Ay, A,) coll. B(B,, ---, By, By); 
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daraus folgt aber noch nicht: 
A(A,, +++, Ag) coll. B(B,, ---, B,). 

Denn dazu ist nothwendig, dass durch das Entsprechen von A (A,, ---, A,) 
und B(B,,---, B,) eine einzige collineare Beziehung festgesetzt wird. 
Hier aber, wo sowohl A (A, A,A,) als B(B, B, B,) in einer Ebene 
liegen, giebt es ein System von einfach unendlich vielen Collineatio- 
nen, in denen sich jene Strahlen entsprechen: man kann nimlich 
noch irgend einem Strahle a’ von A irgend einen Strahl b’ in B zu- 
ordnen, wofern nur A A,(A,A,A,a’) \ BB,(B,B,B,b’)*); in der 
Collineation, die durch das Entsprechen von A(A,A,A,a’) und 
B(B,B,B,b’) bestimmt ist, sind in Folge dieser Projectivitét AA, 
und BB, homolog, weil dies bei den Schnittstrahlen (@,,,, a’A,) und 
(Byo3, 6’ B,) der Fall ist (vergl. Nr. 14.). Im Allgemeinen werden nun 


in einer der unendlich vielen Collineationen AA, und BB,, in einer 
andern AA, und BB, correspondiren. 


24. Also die Punkte, in denen die Gerade a den vier Ebenen 
ax, begegnet, haben keine solchen correspondirenden, dass aus ihnen 
collineare Biindel nach den beiden Gruppen (A)® und (B)® gehen. Es 
gilt dies mithin nur fiir die beiden andern Coincidenzpunkte, die sich 
ergeben haben. 

Diejenigen Punkte (A), im Raume (a), welche in Bezug auf die 
beiden Gruppen (A)® (B)® correspondirende haben, erfiillen eine Fliche 
2. Grades Y?, die entsprechenden (B), eine ebensolche Fliche B. 


25. Die Curven, in denen diese Flichen Y? und %? bez. von 
G15, und B,,, durchschnitten werden, lassen sich leicht als Kegelschnitte 
erkennen. Denn wenn auch nicht alle Punkte von «,,, correspondi- 
rende haben, so haben doch einfach unendlich viele von ihnen und 
zwar nothwendig in £,,,. Solche correspondirende Punkte A und B 
miissen dann, wenn die Spuren von @,, in @1o3, bsg in By, bez. As., 
B,, sind, der Bedingung geniigen: 


A(A, A, Ay Ay; Ay, A5¢)-\ B(B,B, B, By; By B;.) ; 
denn ist das der Fall und lasst man dann A(4A,, A,, .A,, A;) und 


B(B,, B,, B,, B;) entsprechen, wodurch eine einzige Collineation be- 
stimmt wird, so entsprechen sich auch A(A,, A,, A,) und B(B,, B,, B,). 


Die Punkte aber A und B, welche der obigen Bedingung geniigen, 
erfiillen zwei cubische Curven, welche bez. durch die Punkte der Grup- 


*) Man erhilt alle méglichen Collineationen, wenn a’ festgehalten und b’ in 
der durch die obige Projectivitit bestimmten Ebene gedreht wird; eine Verinde- 
rung von a’ wird nur dieselben Collineationen reproduciren. 
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pen gehen, wofern die Lage dieser Punkte eine ganz beliebige*). Das 
ist nun hier nicht der Fall, denn sowohl A,,, A,,, A,,, als auch B,,, 
B,,, By, liegen je in einer Geraden. 

Es sei also A ein beliebiger Punkt auf der Geraden der drei ersten 
Punkte und B der zweite Schnittpunkt des analogen Kegelschnitts 
durch B,, B,, B,, B,, mit der zweiten Geraden, so folgt, weil 
AA,, = AAy = AA,, und ebenso BB,, = BB, = BB,,, dass 

A(A, A, A; Ay; Aye Ase) \ B(B, B, B, By; By, B;.), 
ohne dass dies zu: 
A(A,A,-+-+ A,) coll. B(B,B, -- + Bs) 
fiihrte. 

Die beiden Geraden nehmen also an den Curven 3. Ordnung theil, 
welche demnach je in sie und einen durch A,, A,, A, bez. B,, B,, 
B, gehenden Kegelschnitt a’, , bi, zerfallen. Auf den Flachen 2, 
%? liegen nur die letzteren. 


26. Wie auf der Curve 3. Ordnung, so liegen auch auf a;,, und 


bi, Punkte von folgender Art: allen Punkten des Kegelschnitts durch 
A, A, A; AyA,, entspricht in Bezug auf die beiden Gruppen, von denen 
die eine aus diesen Punkten, die andere aus den homologen Punkten 
besteht, ein einziger Punkt; derselbe liegt auf bi,,**); ebenso solche 
Punkte liefern die Kegelschnitte durch A,A,A,A,,A,;, und durch 
A, A, A,A,,A,, (die drei andern werden Geradenpaare); nennen wir 
diese Punkte | _ 


3» Bi,,- Drei ahnliche Punkte ergeben sich 
auf ai,,. 


27. Mit den eben gefundenen Kegelschnitten a, 49 b;,, legen na- 
tiirlich auch die Punkte A,,---, Ay, B,,--+, By bez. auf A*, B*; wie 
dies auch von anderer Seite zu erkennen ist. 

Sei naimlich a,° die cubische Raumcurve durch die 6 Punkte A,, ---, 
A,; ist b,° die ihr als Curve durch A,,---, A, analoge in Bezug auf 
(A), (B)®, so entsprechen allen Punkten von a,* in Bezug auf diese 
Gruppen alle Punkte von 6,°; weil bei dem Punkte A, der Strahl A, A, 
unbestimmt ist, also passend gewihlt werden kann, so entsprechen 
diesem Punkte A, alle Punkte von },° auch in Bezug auf die beiden 
sechspunktigen Gruppen. 

A,, liegt demnach auf X?, b,> auf B*; ebenso liegen auf B* die fiinf 
Curven b,5, b,3, ---, b,3, die den Punkten A,, ---, A, correspondi- 


ren, und die Fliche X* besitet sechs ebensolche Curven a,°, ---, a,°, 


*) Ebene Projectivitét Nr. 14. 
**) Ebene Projectivitit Nr. 5, 6, 14. 











li- 


3 
5b? 








Das Problem. der Collineation. 129 


die den Punkten B,, B,, ---+, B, entsprechen. Es folgt daraus, dass 
Y? und %? Flichen mit reellen Geraden sind. 


28. Der Kegelschnitt (A, A, A, Ay, A,,) ist die Projection der 
Curve a)* aus A, auf «,,,; daraus geht hervor, dass der Punkt B¥,, 
auf der Sehne durch B, (aus welchem Punkte B, und B, auf 6,5 in 
B,, und B,, projicirt werden) an die Curve b,° liegt*), die zu a,° in 
Bezug auf (A)>(B)* analog ist; diese Sehne liegt ja auch auf 8*, weil 
sie mit ihr 3 Punkte gemein hat. 

Es lasst sich leicht nachweisen, dass je zwei Kegelschnitte a, 
(oder b:,,) zwei Pankte gemein haben, so dass durch drei, wie Gai 


Viog? “gys» Cine Filiche 2. Grades gelegt werden kann. Da nun die 
Sehne aus A, an a,’ diese 3 Kegelschnitte trifft, so liegt sie auf dieser 
Fliche, also auch A,; womit dann sich zeigen lisst, dass alle andern 
Kegelschnitte a;,, mit derselben mindestens 5 Punkte gemein haben, 
also auf ihr liegen; dies fiihrt dazu, dass je die Sehne aus einem 
Punkte A; an die Curve a,* der Fliche angehort und also auch diese 
Curve selbst, weil sie 7 Punkte mit ihr gemein hat. Damit ist ein 
von Nr. 24. aiiabhSngiger Beweis gegeben, dass die sechs Kegelschnitte 
a;,, und die 6 Curven a; auf derselben Fliche 2. Grades liegen. 


29. Jede Curve a® durch 5 Punkte A; trifft U2 nur noch in einem 
Punkte; auf jeder solchen Curve a’ giebt es also nur einen Punkt aa : 
_der einen correspondirenden in Bezug auf (A)* (B)® hat. 

Dies lisst sich auch ohne Kenntniss der Flichen %? und %? ein- 
sehen, Die Curve a* gehe durch A,,---, A,. Die Curven 3. Ord- 
nung durch die Punkte 4A,,---, A,, Ag, whos eine Gerade a treffen, 
erzeugen eine Fiche 5. Ordnung, fiir welche diese fiinf Punkte drei- 
fach sind und die also von a* ausser in A,,-+--, A, noch in drei Punk- 
ten getroffen wird; geht a durch einen der Punkte A,, ---, A,, so 
entartet die Flache 5. Ordnung in einen Kegel 2, Ordnung, der diesen 
Punkt zur Spitze hat: a* hat mit demselben ausser den Punkten A,, 

-, A, noch einen Punkt gemein. Folglich erzeugen die cubischen 
Raumcurven durch (A’)>, welche a* treffen, eine cubische Fliche, die 
die vier Punkte A,,---, A, zu Doppelpunkten hat. Die analogen 
Curven durch (B’)® erzeugen ebenfalls eine Flache 3. Ordnung, welche 
in B,,---,B, Doppelpunkte hat und die von der analogen Curve zu 
a® durch (B)* ausser in diesen Doppelpunkten in einem Punkte ge- 
troffén wird. Folglich wird jede Curve durch (A)* nur von einer Curve 
durch (A’)® getroffen, in der Art, dass die analogen Curven durch (B)° 
und (B’)’ sich auch begegnen; womit der Beweis gefiihrt ist. Es ist 


*) Riiumliche Projectivitit Nr. 22. 
Mathematische Annalen. X. 9 
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dann zugleich erkannt, dass jeder Punkt, der tiberhaupt einen corre- 
spondirenden in Bezug auf (A)®(B)® hat, nur einen hat. 


30. Dass die Curve a,* (Nr. 27.) der Flaiche Y? ausser in den 
Punkten A; nicht begegnet, kann man auch ohne Kenntniss der Ord- 
nung von %? einsehen. 

Wenn A ein Punkt auf a,° ist, B einer auf b,°, welche jener in 
Bezug auf die Gruppen (A)*(B)® analog ist, so iad A(A,, --+, As) 
und B(B,,---, Bs) collinear. Sucht man in B def entsprechenden 
Strahl zu AA,, so wird derselbe sich nicht indern, wenn A die Curve 
a,* durchliuft, weil dabei der Biindel A(A,,---, A,) collinear bleibt; 
nur die Bewegung von B auf b,° wird jenen Strahl veriindern, sodass 
er blos einfach unendlich viele Lagen einnehmen kann, von denen im 
Allgemeinen keine B, enthbilt. Diese Lagen erzeugen nach Nr. 4. 
eine Fliche 2. Grades. Demnach hat von den Punkten auf a,* keiner 
einen correspondirenden in Bezug auf (A)*®(B)*®, ausgenommen die 
sechs A;. Hieraus, in Verbindung mit der vor. Nr., lisst sich die 
Ordnung der Fliche %? ableiten. 

Daraus folgt agi dass keine zwei b;*, z. B. b,° und b,*, ausser 
den Punkten B,,---, B, noch einen Punkt gemein haben; denn der- 
selbe (B) wiirde hes, wenn A irgend ein Punkt von a,' ist, so be- 
schaffen sein, dass 

B(B,,---, Bs) coll. A(A,,---, As), 
weil er auf b,° liegt, und 

B(B,, +++, B,, Bs) coll. A(A,, +--+, Ay, Ag), 

weil B auf b,° liegt, so dass auch, weil 4(A,, A,, A,, A,) und 
B(B,, B,, B,, B,) durch ihr Entsprechen eine einzige Collineation 
bewirken, 

B(B,,-++, B,) coll. A(A,, +--+, Ag); 
also alle Punkte von a,° hatten einen (und zwar denselben) correspon- 
direnden fiir (A)°(B)*®, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

Folglich verhalten sich alle 6 Curven b3 gegen die beiden Geraden- 
schaaren auf %* gleichartig, d. h. alle treffen die Geraden der einen 
Schaar (b”) zweimal und die andern (’) einmal. Aehnlich ist es auf 
YW? mit den Curven a;. 


31. Eine beliebige Ebene @ schneidet Y%* in einem Kegelschnitt 
a? (der stets reell ist); welches ist die Ordnung dr Curve auf 8?, 
deren Punkte denen von a? correspondiren ? 

Sei B eine beliebige Ebene im Raume (6), B ein Punkt auf ihr; 
durch ihn geht eine Curve des Biindels (B,,---, B;); die analoge im 
Biindel (A,,---, A,) trifft @ in drei Punkten. Durch jeden derselben 
geht eine Curve des Biindels (A,, ---, A,,A,); die analogen Curven 
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zu diesen 3 Curven im Biindel (B,,---, B,, By) treffen die Ebene 6 
in 9 Punkten B’; ebenso entsprechen jedem Punkte B’ 9 Punkte B. 

Bewegt sich B auf einer Geraden b in B, so beschreiben die Cur- 
ven des Biindels (B,, - - -, B,) und ihre analogen je eine Fliache 5. Ord- 
nung; durchliuft ebenso B’ eine Gerade b’ in B, so erzeugen die Cur- 
ven des Biindels (B,, ---, B,, B,) und ihre analogen eben solche 
Flachen; da die beiden Curven 5. Ordnung, die von den (a)-Flachen 
in @ éingeschnitten werden, ausser den Spuren der 6 Verbindungs- 
geraden der 4 Punkte A,,---, A, 19 Punkte gemein haben, so giebt 
es 19 Punkte B auf b, deren entsprechende B’ auf b’ liegen. Folg- 
lich ist die Zah] der Coincidenzpunkte nach dem Correspondenzprincip 
der Ebene (Nr. 19.) 9+ 9 + 19 = 37. 

Betrachten wir aber die Gerade 6 £8,,., und bewegen B blos auf 
ihr; die Curve des Biindels (B,, ---, B,) durch jeden B zerfallt in 
b,, und einen Kegelschnitt durch B,, B,, B,, die analoge in a,, und 
einen Kegelschnitt durch A,, A,, A,, welcher @ in zwei beweglichen 
Punkten trifft, die auf « «,,, liegen. Durch jeden derselben geht eine 
Curve des Biindels (A,,---, A,, Ag), welche in a,, und einen Kegel- 
schnitt durch A,, A,, A, zerfillt, deren analoge Curve ahnlich aus 
by, und einem Kegelschnitte durch B,, B,, B, besteht und B in zwei 
auf 8B,., liegenden beweglichen Punkten B’ trifft. Also jedem B auf 
BB,.,; entsprechen vier ebenfalls auf dieser Geraden gelegene Punkte 
B’, ebenso umgekehrt; diese Correspondenz ftihrt zu &acht Coincidenzen, 
welche sich unter den 37 befinden. 


Gelangt B bei seiner Bewegung auf 6£8,,, nach 6b,., so zerfallt 
der Kegelschnitt, der mit b,, die durch B gehende Curve des Biindels 
(B,, +--+, Bs) bildet, in b,. und die Gerade von B, nach der Spur von 
b,,; der analoge Kegelschnitt besteht aus a,, und der Geraden von A, 
nach der Spur von a,,*); einer der Punkte, in denen dieser « trifft, 
ist mithin aa,,. Die Curve des Biindels (A,,---, A,, A,), welche 
durch diesen geht, zerfallt demnach in a,,, a,, und die Gerade von A, 
nach der Spur von ay, in @,.3; tihnlich ist ihre analoge Curve beschaf- 
fen und geht durch 6b,,, sodass, wenn B in diesen Punkt kommt, einer 
der entsprechenden B’ dort mit ihm zusammenfallt. Unter den 8 Coinci- 
denzpunkten auf 68,,, befinden sich folglich die 3 Punkte B(b,., b,3, b.3). 
Zu den 37 Coincidenzpunkten der Ebene 6 gehéren demnach die 6 Ecken 
des vollstindigen Vierseits, in welchem 6 das Tetraeder B, B,B, B, 
durchschneidet, und auf jeder Seite noch 5 Punkte. 

Diese 26 Punkte sind nicht Punkte (B), auf 8, welche ihre "corre- 
spondirenden auf a haben; deun wenn auch die in ihnen sich schneiden- 


*) Probl. der ebenen Project. Nr. 3. 


9* 
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den Curven der Biindel (B,, ---, B,) und (B,, ---, B,, B,) zu ana- 
logen Curven solche haben, die sich auf @ treffen, so fiihren doch diese 
Curven, weil sie zerfallen, aus den friiher schon auseinandergesetzten 
Griinden nicht in ihren bez. auf @ und B gelegenen Schnittpunkten 
zu solchen Punkten, welche collineare Biindel nach den sechspunktigen 
Gruppen senden. Wohl aber ist dies der Fall fiir die 11 ibrigen 
Punkte. 

Es giebt also in « 11 Punkte (A),, deren entsprechende (B), auf 
B liegen. Oder die entsprechenden Punkte (B), der Punkte (A), in @ 
-—— die auf dem Kegelschnitte a* = (Y?, @) liegen — erzeugen eine Curve. 
11. Ordnung b"', welche natiirlich auf B? sich befindet. 

32. Auf dieser Curve b'' liegen die 6 Punkte B,, ---, B, drei- 
fach; denn z. B. von den Punkten (A),, welche dem Punkte B, ent- 
sprechen und die Curve a,° erfiillen, liegen drei in der Ebene a. 

33. Da nun ferner zwei Kegelschnitte a? zwei Punkte gemein 
haben, so haben auch ihre entsprechenden 6'' zwei bewegliche Punkte 
(ausser den 6 festen dreifachen) gemein. ‘araus lisst sich ermit- 
teln, wie gross die Zahlen w und v der Begegnungspunkte einer 
solchen Curve mit den Geraden der beiden Schaaren auf %* sind. 
Denn zuniichst ist w + v = 11; legt man ferner ein beliebiges Projec- 
tionscentrum O auf die Fliiche 8? und projicirt zwei Curven §"', so 
kénnen nur die beiden in O sich schneidenden Geraden von 8? die 
beiden Curven in getrennten Punkten treffen; in der Projection be- 
wirken sie einen w-fachen, bez. einen v-fachen Punkt. Die Projectionen 
haben also gemein diese beiden Punkte, die dreifachen Punkte und 
die beweglichen Schnittpunkte; also ist 11? — uw? + v? + 6.3? + 2; 
dies fiihrt zu: wu = 7, v= 4. 

$4. Die durch A,, ---, A, auf A? gehende Curve a,* schneidet 
die Geraden a” zweimal, die a einmal; es giebt noch eine cubische 
Raumcurve (a,°)* durch dieselben fiinf Punkte, welche umgekehrt die — 
a” einmal, die a’ zweimal trifft. Alle Punkte dieser Curve sind, weil 
sie auf %? liegt, Punkte (A),; ihre analoge Curve in Bezug auf (A)* 
(B)® geht nicht auch durch B,, also hat jeder Punkt von (a,*)* einen 
besonderen correspondirenden (B),; diese entsprechenden miissen aber 
auf der analogen Curve (b,°)* liegen und fiillen diese aus; mithin liegt 
dieselbe auf %*. 

Jedes Paar von homologen fiinfpunktigen Gruppen in (A)*(B)é 
liefert also ein Paar analoger Curven (a;*)*, (b;°)*, welche auch in Be- 
zug auf (A)°(B)° analog sind; jedoch so, dass jedem Punkt der einen 
nur ein Punkt der andern entspricht, nicht alle, wie es bei der Ana- * 
logie in Bezug auf fiinfpunktige Gruppen der Fall ist. 

35. Die Fliiche der cubischen Raumcurven des Biindels (A,,---, A;), 
welche eine Gerade a treffen, ist 5. Ordnung und begegnet demnach 
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dem Kegelschnitte «? = (a, %?) in 10 Punkten. Die Flache also der 
Curven desselben Biindels, welche a? schneiden, ist 10. Ordnung und 
enthiilt die beiden Curven a,* und (a,*)*, welche beide zu den erzeugen- 
den gehéren und a? dreimal treffen, dreifach, hingegen, weil durch 6 
Punkte nur eine cubische Raumcurve geht, die Leitcurve q? nur einfach. 
Der ganze Schnitt dieser Fliche 10. Ordnung mit %? besteht aus a?, 
a,°, (a,°)*. Die analogen Curven der erzeugenden Curven dieser Flache 


- (in Bezug auf (A)*(B)®) erzeugen ebenfalls eine Fliche 10. Ordnung, 


die, welche jener in den durch das Entsprechen von A,, ---, A; und 
B,, «+--+, B, collinear gemachten Raiumen (a) und (b) entspricht; sie 
enthalt den in dieser Collineation dem Kegelschnitte a? entsprechenden 
Kegelschnitt einfach (als Leitcurve ihrer erzeagenden Curven) und die 
entsprechenden Curven von a,° und (a,*)* dreifach. Letztere ist (b,*)* 
und liegt allein von diesen drei Curven auf %*, so dass die beiden 
Flachen noch einen Schnitt 11. Ordnung gemein haben: das ist die 
Curve 6'', welche dem Kegelschnitte a? entspricht. Da (b,°)* von den 
b' und b” beziehlich zweimal, einmal getroffen wird, so schneiden diese 
die Fliche 10. Ordnung ausserdem noch und damit die 6'' in 10—2-3, 
bez. 10 —3, also in 4, bez. 7 Punkten, womit der Satz in Nr. 33. 
noch mehr pricisirt ist. 

36. Suchen wir die Curven auf 8%, welche den Geraden a’, a 
entsprechen. Da erstere den a;* zweimal, letztere einmal begegnen, so 
werden die correspondirenden Curven von a”, bez. a’ durch die B; zwei- 
mal, bez. einmal gehen. 

Die Flaiche 5. Ordnung der Curven des Biindels (.4,, ---, A;), 
welche eine a” treffen, enthalt a,* doppelt, (a,°)* einfach; die der ana- 
logen Curven ist die entsprechende jener bei der Collineation (A,, ---, A;), 
(B,, ---, B,), folglich ist sie ebenfalls 5. Ordnung und enthialt die 
entsprechende Curve von a,° doppelt, die von (a,*)*, d. i. (b,°)* einfach 
und hat also ausser letzterer mit 8? noch eine Curve 7. Ordnung }’ 
gemein, welche der a” correspondirt; dieselbe trifft jede b” in 5—1=—4, 
jede 0’ in 5 — 2 —3 Punkten. 

Ebenso ergiebt sich, dass einer Geraden a’ eine Curve 4. Orduung 
b' entspricht, welche den b” in 3,.den b’ in 1 Punkte ‘begegnet, also 
die unicursale Curve II. Species ist. Die Curven b’ und 6"! sind ebenso 
unicursal, da sie ja auf unicursale Curven eindeutig bezogen sind. 


37. Fir 6'! lisst sich dies auch auf folgende Art erkennen: Sei 
A, ein fester, A ein beweglicher Punkt auf q?; betrachten wir jenen 
als Spur einer festen a,’, diesen als Spur einer beweglichen a’, also den 
Biischel A,A als Spur des Ebenenbiischels a,’a’. Die Curven 4. Ord- 
nung 6b‘, welche den a’ correspondiren, haben mit der Curve 11. Ordnung, 
welche dem q? entspricht, ausser den 6 festen auf letzterer dreifachen, 
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auf ersteren einfachen Punkten B; noch 4-11—4-1—7-3—6-3=1 
Punkt gemein, wie auf aihnliche Weise als in Nr. 33. durch Projection 
aus einem Centrum O auf 8? ermittelt werden kann, wobei zu beriick- 
sichtigen ist, dass von den beiden Geraden durch O die b” die Curven 
7Tmal, bez. 3mal, die b' 4mal, bez. 1 mal trifft. Der Curvenbiischel der 5’, 
von dem jede Curve einem Punkte auf a’ entspricht, schneidet also 6"! 
nur in einem beweglichen Punkte. 


38. Wie die Gebilde, denen sie entsprechen, so begegnen sich — 
auch je zwei Curven b* und 6'' (wie eben gefunden), 6’ und 6", bt 
und b’ in einem, je zwei 6b‘ und je zwei b’ in keinem beweglichen 
Punkte, wie dies auch durch Projection leicht zu ersehen ist. 


39. Es liege auf X* irgend eine Curve C, (u-+-v)'* Ordnung, die 
den Geraden a” in wu, den Geraden a’ in v Punkten begegne und durch 
A, 4,mal gehe. Es liisst sich durch ahnliche Schliisse wie in Nr. 35. 
finden, dass die Fliche der Curven des Biindels (A,, - --, A,), welche 


h=5 

C, treffen, von der Ordnung 6 = 5 (u+v) — 3 LA, ist; durch Pro- 
A=1 

jection aus einem Centrum O auf %? ergiebt sich, dass C, den Curven 


A=5 
a,° und (a,°)* ausser in den 5 Punkte A; in g = wu + 2v — DA, und 
A=l 


A=5 
o* = 2u + v — ZA, Punkten begegnet; so dass @ und o* auch die 
A=l1 


Vielfachheit dieser Curven a, und (a,°)* auf der Fliche o'' Ordnung 
ist; C, und diese beiden Curven bilden den vollen Schnitt der Flaiche 
mit %{?. Ferner ist auch a,*, weil C, in ihrem 4,-fachen Punkte A, 
sie trifft, eine 4,-fache erzeugende Curve der Fliche o' Ordnung. 
Die analogen Curven in Bezug auf (A)>(B)° bilden ebenfalls eine Flache 
o' Ordnung, welche die entsprechenden Curven von a,°, (a,*)* und 
a,* ebenfalls bez. g-fach, e*-fach, A,-fach enthilt. Letztere beiden 
sind (b,*)* und 6,° und liegen auf B*. Folglich ist der iibrige Schnitt, 
das ist die Curve C, der Punkte, die denen von C, correspondiren, von 


hA=tb 
der Ordnung 26 — 3(9*+-A,) = 4u+ 7vy —3 DA,. Diese Zahl ist 
au=t 


iibrigens, wie leicht zu erkennen, gerade diejenige der Begegnungs- 
punkte von C, mit einer Curve q'! auf %?, die ausserhalb der A; liegen; 
und-in der That, so oft C, eine solche Curve a'! trifft, so oft muss 
die entsprechende C, dem ebenen Schnitte von %* begegnen, welcher 
a'' correspondirt. Diese Curve C, geht durch jeden B; so oft, als C, die 
a® ausser in den 5 Punkten (A)* trifft, durch welche a; geht; mithin 


4= 
ist die Vielfachheit von B; gleich w + 2v — >a + 4,;. Ferner trifft 
A=l1 


jede b”, b’ die Curve C, so oft, als sie der Flache o’ Ordnung ausser 
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auf (b,°)* umd b,° begegnet, das ist in o—o*—21,—3p+4v—2 = hy, 
A=1 


A=6 
bez. in 6 — 29* —A, =u + 3v — ZA, Punkten. 
A=l 


Ist z. B. C, eine Raumcurve 4, Ordnung I. Species, welche durch 
A,,:-++, As geht, aber nicht durch A,; so ist uw =v = 2, 
A, =A, =-+- =A, = 1, A, = 0; folglich entspricht ihr eine Curve C, 
7. Ordnung, welche durch die Punkte B,, ---, B, je zweimal, durch 
B, einmal geht und die Geraden 6” viermal, die b' dreimal trifft. 


40, Die Punkte (C);, welche gleichzeitig nach (A)> und (B)* 
collineare Biindel senden, erzeugen eine Curve 11. Ordnung (Nr. 8.); 
ebenso entsteht durch die Punkte, welche mit (A’)® und (B’)® collineare 
Biindel geben, eine solche Curve. Bei der Beliebigkeit der den Gruppen 
nicht gemeinsamen Punkte werden beide Curven ausser den 8 Punkten 
A,, +++, Ay, B,, +--+, B, keinen weiteren Punkt gemeinsam haben. 
Es giebt also im Allgemeinen keinen Punkt im Raume, der gleichzeitig 
nach (A)® und (B)* collineare Biindel schickt. 


IV. 


41. Wir betrachten nun zwei Gruppen von je sieben Punkten: 
A,, «++, A;;B,, ---, B,. Zu den sechspunktigen Gruppen 4A,, ---, Ag; 
B,, --+, Bs gehoren zwei Flaichen A, B?, welche die in Bezug auf 
die Gruppen correspondirenden Punkte (A), und (B), enthalten. Die 
Punkte (A),’ und (B),, welche sich in Bezug auf die Gruppen 
A,,-+-,A;, A;; B,,---, B;, B; correspondiren, erfiillen zwei Flichen 
(wy, (B?Y. Die Punkte (A),, welche correspondirende (B), in Bezug 
auf (A)’ (B)’ haben, kénnen also nur auf der Curve 4. Ordnung I. Species 
a‘ liegen, in der sich %? und (1?) durchschneiden; die entsprechenden 
auf bt = [B%, (B2)']. Aber da jeder Punkt von %* oder (%*)’ nur einen 
entsprechenden hat, so brauchen diejenigen Punkte, welche einem 
Punkte von a‘ in Bezug auf (A)*(B)® und auf (A’)*(B’)® entsprechen, 
nicht identisch zu sein. * 

a* geht durch die fiinf Punkte A,, ---, A,, mithin entspricht ihr 
als Curve von A? eine Curve 7'* Ordnung, wie sie in Nr. 39. am 
Ende beschrieben ist, auf $*. Diese Curve begegnet der ebenfalls 
auf $? gelegenen Curve b‘, welche durch B,, ---, B, einfach geht 
und alle Geraden b”, b’ zweimal trifft, ausser in den Punkten B,, ---, B,, 
wie durch Projection aus einem Centrum, das auf %? liegt, gefunden 
werden kann, in 7-4—4-2—3-2—5-2—4 Punkten, offenbar 
den vier weiteren Begegnungspunkten der Curve 7. Ordnung mit (%*y. 
Sei B einer von diesen Punkten, so liegt sein correspondirender in 
Bezug auf (A)®(B)® auf a* und damit auch auf (%)’; weil B auf 
(%?) liegt, so hat er auch einen correspondirenden in Bezug auf 
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(A’)® (B’)®, der auch auf (%?) liegt. Beide correspondirende kénnen 
aber nicht verschieden sein; denn da sie nothwendig beide auf der 
cubischen Raumeurve durch A,, ---, A, liegen miissen, welche die 
dem B in Bezug auf A,,---, A;; B,. ---, B, correspondirenden 
Punkte enthalt, so kénnen sie nur in dem einzigen sechsten Punkte 
sich vereinigen, den diese nicht auf (%’) gelegene Curve mit (2) 
ausser A,, ---, A, gemein hat. Ist dieser Punkt A, so ist demnach 


sowohl 
A(A,, -+-, Ag) coll. B(B,, ---, B,), 


A(A,, +--+, A,, A;) coll. B(B,, ---, B,, B), 
mithin auch 
A (A,, ot '% A,, A,, A,) coll. B(B,, sirNig B;, B, B;). 
A und B sind folglich Punkte (A), (B),. 

Es giebt daher vier Punktenpaare (A), (DB),, welche bez. nach den 
beiden siebenpunktigen Gruppen A,,---, A;; B,,---, B, collineare 
Biindel senden. 

Bildet man ein drittes Gruppenpaar A,, ---, A,, Ag, A;, By, ---, 
B,, B,, B,, welches zu den Fliachen (%*)", (G*)” fiihrt; so sind die vier 
Punkte (A),, bez. (B), die vier, welche den Flichen %?, (2), (2?)”, 
bez. B2, (B*)', (B*)” ausser A,, ---, A,, bez. B,, ---, B, noch ge- 
meinsam sind. 


als auch 


Darmstadt, den 20. December 1875. 











Ueber die Convergenz der Entwicklung einer arbitraren 
Function /(#) nach den Bessel’schen Functionen 


J(B,x), J(B,”). JS (Bsr), +++ +> ’ 
wo pi, Bs, Bs, «-- + die positiven Wurzeln der Gleichung 
J(8) 0 vorstellen. 


Von L. ScavArni in Bern. 


Wenn der Parameter a grésser als —1 ist, so sind die Wurzeln 
der Gleichung 


™ ag ay 
(2) “di ,_. -— 4 (3) a 
3) J@)= a ‘Wta+epi) = 
alle reell und paarweise entgegengesetzt, Die positiven, nach wachsen- 


der Grésse geordnet, seien 6,;, B,, ----*). Dann ist in der Reihen- 
form 


*) Eine golche Wurzel @ ist Function des Parameters a, und wenn dieser 
positiv ist, so zeigt der Ausdruck 


¢ 
8B Sadie f (7) at 
a — Cie . 


0 


1 

der fir a=0 zu 1:p(d (8). wird, dass die Wurzel ununterbrochen wichst, 
wihrend @ von 0 aus wiichst. Da fiir a= die positiven Wurzeln z, 22, 32, --- 
sind, und da im Allgemeinen eine sehr grosse Wurzel 8 anniihernd die Gleichung 


cos (6 — (a+ }) = ) = 0 befriedigt, so kann man aus der positiven Beschaffenheit 


08 


Aa mit Sicherheit schliessen, dass fiir eine sehr grosse Ordnungszahl nm an- 





von 





nihernd 6, = (2n-+ a— }) = sei. 
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A=@ 


(1) f(x) = = Aad (fiz) 


bekanntlich Coefficientenbestimmung méglich; man hat 


1 


(2) A, = ai fro J (But) dt ; 
- (Fea! 


und es entsteht die Frage, unter welchen Beschrankungen die Function 
f(x) im Intervalle 0<2<1 willkiirlich gegeben werden kann, damit 
die Reihe (1) convergire. 


Hankel hat in einer schon vor sieben Jahren verfassten, aber 
erst aus seinem Nachlass in diese Annalen (Bd. VIII, 8. 471) einge- 
riickten Abhandlung iiber die Entwicklungsform (1) die Frage gelést. 
Seine Untersuchung beschreibt indess einen etwas lingern Weg, als 
die Natur der Sache erfordert. Man kann die Schwierigkeiten, die 
der so weit als méglich gefasste Begriff der Stetigkeit verursacht, 
durch aicht analytische Verwandlungen von der Entwicklungsform (1) 
ab und auf diejenigen Integralausdriicke hiniiberwilzen, die in der 
Behandlung der trigonometrischen Reihe auftreten und schon vielfach 
untersucht worden sind. 


Sollte durch (1) die Function 2—*f(”) innerhalb des Einheits- 
kreises (mod. x <1) und auf dem Rande selbst mit dem Charakter 
einer ganzen Function definirt sein, so miisste zuletzt mod. (Aj, :Aj,—-1) 
stets kleiner als eine positive Zahl r sein, die selbst unterhalb e~* 
lage. Dann wire f(1)—0. Im Folgenden wird aber nur die End- 
lichkeit des Werthes von f(1) und diejenige von 2~*/f(x) in x =0 
vorausgesetzt werden, ausserdem, dass f(x) fiir alle positiven unter 1 
befindlichen Argumente mit ertriiglicher Stetigkeit gegeben sei. 


Die auf die » ersten Glieder beschrinkte Summe (1) sei mit S, 
bezeichnet; » sei eine sehr grosse positive ganze Zahl, die zum Un- 


endlichwerden bestimmt ist, und es sei A =(2n+a+4)~- Wenn 


iA=n 


2J(B x) J(B t) 
(3) T,(t) = = CFs)” - 
- a 


gesetzt wird, so ist 


(4) Mw fr. (t) tf(t)at. 


















Entwicklung nach Bessel’schen Functionen. 139 


4=o 
Dass die Summenform 7, oscillirt wie oS cos (Aa+b), ist leicht 
zu sehen. Es handelt sich zunichst darum, sie in ein passendes In- 
tegral zu verwandeln; der zugehdrige Weg wird im Wesentlichen mit 
dem yon Hankel ganwndibie iibereinstimmen. 


Man betrachte das Integral 


tm siz [ae 
2ix wo (F(w))" 


wo der Weg einen kleinen positiven Kreis um eine positive Wurzel 6 


der Gleichung J (w) = 0 beschreibt, aber keine andere Wurzel dieser 
Gleichung umschliesst; g(@) bedeutet irgend eine in diesem Bereiche 
differentiable Function. Da 


a e a+l1 

F6+¥) =—Fov(i- +--+), 

so ist ' ; 
(6+) (J¢+)=e(F oe (140. % 4-554); 

folglich 


; 1 g (a) __ 9 (B) 
(5) 33 ao do = —Fati\? 
wf o(F(@)) a (“7 (@)) 
wenn @ einen kleinen positiven Kreis um die Wurzel £ beschreibt. 


Um (5) auf (3) anwenden zu kénnen, muss man also die Function 
g(@) aus der Bedingung 


J (@) =2@ JI (xo) J (to) 





bestimmen. Wie aus dem Beweise der Méglichkeit der Bestimmung 3 
der Coefficienten in (1) bekannt ist, ergibt sich aus der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: . 


g(@) = Goa (J (te) -- J (aw) — J (ao) 2 2 j(ta)) 


= 5225 (td@o) Fito) — 2d (to) Feo). 


(Man iiberzeugt sich leicht, dass dieser Ausdruck in Bezug auf ¢ 
auch im Bereiche von ¢ = den Charakter einer ganzen Function be- 


wahrt.) 
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Wendet man jetzt (5) auf (3) an, so hat man: 


(6) 7,(t) =~ {tJ(wo)d(to) _ 25 (ta) I (e0)} —2 


— ’ age Gea : 
wenn der Integrationsweg aus vielen kleinen um die Wurzeln 8,, 8,, 
--+, B, beschriebenen positiven Kreisen besteht. Man kann nun 
diese vielen Wege in einen einzigen vereinigen, der alle die genann- 
ten Wurzeln und nur diese umschliesst; er sei Umfang eines Recht- 
ecks, das durch die Realititslinie symmetrisch getheilt wird; eine Seite 
falle in die laterale Axe und habe die sehr grosse Linge 2B (denn 0 
kann ohne Gefahr passirt werden, weil sich hier das Integral wie 


f @d@ verhalt); die zu ihr parallele Seite schneide die Realitits- 
linie in @ =A= (2n+a+4)5, (es ist dann ungefahr A — £, 
= Bayi —- A= *). Das Integral von iB bis —iB verschwindet, 
weil der Integrand eine ungerade Function von @ ist. Die Integrale 
von 4+ iB bisiB und —iB bis A—iB verschwinden fiir Boo 
weil sie mit dem Factor 

a 

Vat 
behaftet sind, wenn anders 1 — «x (wie auch 2, ¢) angebbar positiv 
ist; denn so lange ist auch 2—xz—+t positiv. Es reicht also hin, 
wenn man in (6) die Variable m von A —iB bis A+ iB fihrt 
“und die positive Zahl B unendlich werden lasst. Setzt man daher 


@ = A-+ iz, wo x von —B bis B reelle Werthe zu durchlaufen hat, 
so ist annihernd: 


e~ BQ-x-t 


Siew) Fito) ‘ cof (ay + iA (i —a) fin(tzy+ia(i—t)) . 
a OS om — aati dy. 
(J(@)) ore 


Mittelst dieses Naherungswerthes ergiebt sich aus (6) nach einigen 
Reductionen: - 


a ee 1 sin [4 (t—2\] _cof l(t er a) yx) 
1.0 = t—2 J ots 92 


i SAR -t al * eile tl a)! 
tx cof? x hye 


Bedeutet p eine positive aa, die kleiner als 1 ist, so ist 








os at 
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9 cof (2p z) ray Ty dy 
1 f. cof® x dy he fon cof? x 
0 


0 





und geht, wenn man 


u 
4= 4 log 7, 
. setzt, in 


1 
= fea —u) ? du = —?_ 
4 sin (pm) 
iiber. Also ist anniahernd: 


(7) Te [ sinf4@—a)] __ sin[A@@—t~2)) | 


2Veat | sin ee a ——— | 


Substituirt man diesen Ausdruck in (4), ersetzt resp. =t=s) 
= «) durch g und lisst 


2A P 
o = — =2n+a+ 4 


— 


sein, so ergibt sich fiir ein sehr grosses ” in tiefster Naiherung: 








4a(i—2z) 
» 1 f 29 2m\ sinm@ 
(8) S= fy 1+Se+ FS 
~{ae 
fa(2—2x) 
1 ft. . 2\ sinm@ 
2 Lf] s—1-10--- 3a 
§ a(1—2) 


.ein Ausdruck, der nach den gebriiuchlichen Regeln fiir »=oo in (2) 
tibergeht. Da die Gleichung (7) auf 7',(0), 7,(1) nicht mehr anwend- 
bar ist, so sind die Grenzen hier nicht streng zu nehmen; es muss 
erlaubt sein, die Intervalle an beiden Enden zu stutzen, und man muss 
der Gleichung (4) mit der Voraussetzung zu Hiilfe kommen, dass die 
Integrale 


frowat, —f Termat 
ny f¢ 


_ wugleich mit ¢, € verschwinden. 


Der Unterschied von dem bei der trigonometrischen Reihe vor- 
kommenden Niherungsausdruck 





142 L. Scutirt1. Entwicklung nach Bessel’schen Fanctionen. 


a—40 


4 fi feot2g) lantvel ag 
—4e 


fiir die Reihe 


A=o@ 


f(®) = a, +2 2 (a; cos 46 + b, sin 40) 


besteht nur darin, dass hier m die Form 2n + a-+ 4 hat und da- 


her im Allgemeinen incommensurabel ist, statt eine ungerade Zahl 
zu sein. 


Bern, 17. Januar 1876. 














Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flachen 
zweiten Grades. 


Von A. Voss in Darmstadt. 


In den Géttinger Nachrichten vom Febr. 1875 habe ich mich mit 
der Aufgabe beschiiftigt, die Untersuchungen der Geometrie des Raumes 
principiell analytisch von dem Gesichtspunkte aus auszufihren, dass 
jedes geometrische Gebilde dabei als ein Pliicker’scher Liniencomplex 
betrachtet wird. Eine ausfiihrlichere Darstellung der daselbst in Kiirze 
angedeuteten Verhiltnisse hoffe ich nichstens zu geben. Es ist der 
“weck der folgenden Betrachtungen, an der Theorie der Fléchen 
zweiten Grades zu zeigen, wie die liniengeometrische Anschauungsweise 
fruchtbar gemacht werden kann, und gleichzeitig auf eine Reihe von, 
wie mir scheint, nicht uninteressanten Beziehungen hinzuweisen, welche 
dieselbe mit den entsprechenden Betrachtungen der Punkt- und Ebenen- 
geometrie verbinden. 

Von einer symbolischen Bezeichnung im Sinne der modernen 
Algebra, deren Einfiihrung an und fiir sich keine besonderen Schwierig- 
keiten entgegenstehen, ist auch hier wie in meinen friiheren Arbeiten, 
Abstand genommen, da von vorn herein kanonische Formen zu Grundee 
gelegt werden. 

Ich habe bereits a. a. O. gezeigt, dass specielle Complexe, wie ich 
sie mit Herrn Klein nenne*), iiberhaupt durch eine partielle Diffe- 
rentialgleichung : 

z Esl =A2Z2?=AX 
x; i 
in Liniencoordinaten x; charakterisirt werden kénnen. Der erste Theil 
der folgenden Arbeit ist nun iiberhaupt der Untersuchung derjenigen 
quadratischen Formen von n homogenen Variabeln gewidmet, welche dieser 
Differentialgleichung Geniige leisten. Sie scheinen mir, auch abgesehen 
von dem Umstande, dass sie die Grundlage der folgenden Betrachtungen 


*) Math. Annalen V. 
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Voss. 








iiber Liniengeometrie bilden, ein rein algebrdisches Interesse, nament- 
lich in Riicksicht auf Determinantentheorie zu besitzen. 

Fiir n = 6 ergeben sie die Theorie des speciellen Complexes zweiten 
Grades : 

f= Zax %X, 
dessen Doppelstrahlen und -reciproke Polaren in § IV. bestimmt sind. 
Der Begriff der letzteren insbesondere fiihrt zu dem allgemeineren con- - 
jugirter Polarcomplexe (wie sie auch von Herrn Pasch (Crelle 75) be- 
reits betrachtet sind) und damit zu dem Begriffe von oo Polarsextupeln 
linearer Complexe in Bezug auf f, sie begriinden zugleich eine allge- 
meine kanonische Transformation. 

- Die Betrachtung zweier Complexe f und @ liefert nach § II. eine 
reciproke Gleichung sechsten Grades, y = 0 zur Bestimmung des ihnen 
gemeinsamen Polarsextupels, wobei es von Interesse ist, dass im Allge- 
meinen kein anderes als das eigentliche Polartetraeder vorhanden ist. 

Gleichzeitig sind die drei liniengeometrischen simultanen Invarianten 
der beiden Complexe, sowie ihre Beziehung zu den entsprechenden In- 
varianten 0, ®, 0’ der Punkt- und Ebenengeometrie besprochen, und 
einige der wichtigsten simultanen Covarianten angegeben, unter denen 
der tetraedrale Complex, dessen Singularitiitenfliiche in dem gemein- 
samen Polartetraeder besteht, besonders hervorzuheben ist*). 

Die allgemeinen Untersuchungen des § II. erméglichen dann ferner 
eine vollstindige Aufzdihlung aller liniengeometrisch zu wnterscheidenden 
Beziehungen zwischen zwei Flichen zweiten Grades, wie sie in § VI. 
nach den Elementartheilern der Discriminante y gegeben ist. Ausge- 
schlossen sind, wie hier von vornherein bemerkt werden mag, die 
Fille, in denen etwa einer der speciellen Complexe nicht mehr ein 
eigentlicher Flachencomplex ist; auch der Fall, wo einer der Complexe 
eine verschwindende Determinante hat, macht (vgl. $ IX.) eine ganz be- 

*sondere Behandlung ndthig. 

Dabei tritt besonders der Begriff der Involution einer oder mehrerer 
linearer Complexe mit zwei Flichen zweiten Grades hervor, sowie das 
Vorhandensein von Polarsextupeln neben eigentlichen Polartetraedern ; 
die weiteren Fille sind im Anschluss an bekannte Untersuchungen im 
§ VII. mehr schematisch abgehandelt. 

Den Schluss bildet der Hinweis auf metrische Probleme, insbesondere 
auf die liniengeometrische Hauptaxentransformation, welche sich durch 
ihre véllige Uebereinstimmung mit den bekannten nicht der Liniengeo- 
metrie angehé:igen Betrachtungen iiber diesen Gegenstand auszeichnet. 


*) In der neuen Auflage von Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie finden 
sich bereits gleichzeitig Gleichungen von Fliichen zweiten Grades in Punkt- und 
Li dinaten betrachtet, doch scheint die Stellung des tetraedralen Com- 
plexes bisher nicht bemerkt zu sein. 














= 
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§ I. 
Ueber eine Gattung quadratischer Formen. 


Es. seien » Reihen von je n Gréssen a gegeben 


, , , 
. Qy dy +++ Gy 
a,” a,” ates a,’ . 
Wird zur Abkiirzung der Ausdruck 
alam - om oe oan 
Zaja", i=1 n 


durch (a'a™) oder noch kiirzer durch (1m) bezeichnet*), so gentigt die 
quadratische Form F, welche man als abhiingig von r Variabelen (az) 
ansehen kann, 


(11) +++ (r) (a’a) 
(rl)--+ (rr) (aa) 
l(a'z) (atx) 0 | 


(1) F an 


der Identitét 
(2) ZF? = — QF, 
wo & den Kern der Determinante rechter Hand in (1), F; aber - oF 
bedeutet. Es ergiebt sich die Gleichung (2) auf folgende Art. Bezeichnet 
man mit 0, die Unterdeterminanten nach der letzten Verticalreihe von (1), 
so ist: 
FF, = (—1y-! S(asgd,), s=—1---r, 
2 Fia* = — (atx) Q, 
mithin 
2FPF=QLZI asx, = — QF, w. z. b. 
Man bemerkt leicht, dass die Form F identisch verschwindet, sobald 
r>vn ist. Fir r =n dagegen hat F den Werth —Q22?, firr <n 
kann man endlich durch lineare Transformation die Zahl der unab- 
hiingigen Variabeln noch in einer bestimmten Weise beschriinken. 
Setzt man nimlich: 


(3) “= Lasy,+ 2a"z,, 


wo die a” beliebige Gréssen sind und die Indices s, m von 1 bis r, 
respective von 1 bis » — r geben, so ist: 


*) Dem entsprechend ist also Za} b? = (a‘b”) etc. Die Betrachtungen des 
Textes finden unveriindert statt, wenn unter (a'a”) die allgemeinere, Form 
zai a; a;, verstanden wird, doch ist der Einfachheit halber nur von der kano- 
nischen Form Gebrauch gemacht. 


Mathematische Annalen. X. 10 





A. Voss. 
(atx) = ZaXasy,+ Za™akz,, kK=1---1r, 
Say, 4 = Z(asy,)? + =(amz,,) oF 9,)- 


Zieht man die mit den y multiplicirten Horizontal- und Verticalreihen 
des Kerns von (1) von dem Rande ab, so treten in letzterem nur die 


Gréssen z auf, wihrend an Stelle der Null kommt: a 
ae oF 2 ae k 
49,9; aM aPe, Ys 


welcher Ausdruck mit Hiilfe von (3) die Form: 
on. 22; wes 2 (a2 )2 


m 


annimmt. Setzt man nun zur Abkiirzung 


(4) za7=—=X, La?—A ete, 
so ist 
(5) ——OX+4+F, 


wo F” nur noch von den » —r Variabelen ¢ abhiingt. Wir werden 
nun spiter F in Riicksicht auf die Mannigfaltigkeit oder das Gebiet 
(wie wir kiirzer sagen werden) 

x=0 
untersuchen, also X = () der Form F' adjungiren. Die Formel (5) zeigt, 
dass die Form I mit r Variabelen (ax) in dem Gebiete X = 0 dqui- 
valent ist als Form F" von n — r Variabeln. 

Ist demnach » = 2m und r > m, so ist F’ reducibel auf n —r< m 
Variabele. Ist dagegen r =m, so ist F' irreducibel. Fiir ungerades 
n aber, n = 2m + 1, wird die Form immer einer anderen mit héchstens 
m Variabelen jiquivalent. Der Fall » = 2m ist daher ausgezeichnet 
durch den irreducibelen + = m, welchen er enthiilt, wogegen bei unge- 
radem n= 2m-+1 die Form F' im Gebiete X —0 keine gréssere 
Allgemeinheit besitzt als fiir die nichst kleinere gerade Zahl n= 2m. 

Es hingt damit die besondere Rolle zusammen, welche quadratische 
Formen n = 2m in der Geometrie spielen. Im Folgenden soll immer 
n == 2m vorausgesetzt werden, obwohl eine grosse Zahl der zu ent- 
wickelnden Sitze auch fiir ungerades » gelten, was auch gelegentlich 
nervorgehoben werden mag. 


Unter Voraussetzung der Adjunction von X = 0 kann man immer 


an Stelle von F eine andere Normalform f einfiihren, welche der Iden- 
titdt 


(6) Dfp= aX 
geniigt. 

Es ist dazu nur erforderlich 
coy . f=F+Aax 
au setzen, wok = 2, mithin A= ~~ 











-—- —™~ ———— a 


eo 


Ss. 


~~, = ee 
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Wir setzen daher im Folgenden voraus, f s¢i eine quadratische Form 
von » = 2m Variabelen, welche die Identitiit (7) befriedigt, so dass: 


f= LD AKL Ly, 
(8) Tia —4, Eel.--a, 


2D Ait Ak = 0 ? 





womit denn auch 2-2f @f 4 (ay) S ausfallt. 


0x; OY; 
Von den Eigenschaften solcher Formen, deren Coefficienten also 
Coefficienten orthogonaler Substitutionen: sind, sollen im Folgenden die 


wichtigsten hervorgehoben werden. Sie kniipfen sich an die Betrach- 
tung ihrer Discriminante 


(9) | ax —@|=Tle, 


in welcher die Variabele @ nur den Diagonalelementen a;; angehdrt. 
Man hat dann sofort: 


(10) T(+ @) T(—@) = (A — @?). 


Die Gleichung Te =0 kann daher keine anderen Wurzeln haben 
als 9=-+- VA. ; 


Diese Wurzeln werden aber im Allgemeinen auch beide wirklich 
vorhanden sein. 


Man beweist dies so: Wire 
T(+V4)=0, M(—Yd)S0, 


so ist das Product derjenigen Determinante, welche entsteht, wenn man 
die mit beliebigen Gréssen 2,!, 2? ---a,"-', »—1-fach geriinderte 
Determinante TT (+ )//A) mit der nicht verschwindenden Determinante 
TT (— YA) multiplicirt, gleich Null. Es miissen mithin alle n — 1 
Unterdeterminanten, d. h. alle a;, verschwinden, mit Ausnahme der a;;, 


welche stimmtlich gleich VA sind. Die Form f ist daher in diesem Falle ~ 


identisch mit 


XVA, 
was nicht angenommen werden kann. 


Von diesem speciellen Falle abgesehen, hat Tle = 0 also immer 
beide Werthe zu Wurzeln. Der allgemeinste Fall ist der, dass beide 
Wurzeln m-fach sind, und fiir dieselben je die m — 1 ersten Unter- 
determinantenreihen stimmtlich verschwinden. 

Auch dies beweist man leicht durch Betrachtung gerinderter 
Determinanten. Versieht man nimlich TI (+A) sowie TI (—/A) 
mit einem m-fachen Rande und multiplicirt dieselben so, dass eine 
Determinante 2n'*" Grades entsteht, so iiberzeugt man sich, dass im 
Allgemeinen keiner der Factoren TI (+ YA), TT(— YA) unter diesen 


10* 
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Umstinden noch verschwindet. Die m'" Unterdeterminanten sind daher 
von Null im Allgemeinen verschieden. Multiplicirt man dagegen eine 
m — 1-fach gerinderte Determinante TT (+ //A) mit der m-fach geriinder- 
ten T1(— 7A), so entsteht Null, womit dann gezeigt ist, dass die m—1*) 
Unterdeterminanten und alle friiheren simmtlich verschwinden. 

Es ist daher die Form f durch die Discriminante T\ @ mit den beiden 
m-fachen Wurzeln +-YA und der Elementartheiler - Charakteristik 


(10*) [CLL «+ +)m(1 + + mn] 
ausgezeichnet**), , 
Man hat also die Identitat: 


(11) The =e" —mAgr* + n@—" ator—4 4... (— 1)" An. 


Die Determinante der Coefficienten von f hat also den Werth(— 1)" A™***), 
Ferner ergeben sich aus (11) bequeme Formeln zur Bestimmung der 
Summen von Unterdeterminanten, welche in der Entwicklung von TT@ 
nach dem Jacobi’schen Satze auftreten wiirden. Beispielsweise ist 
2 a;;= O07). . Multiplicirt man ferner die mit den « geriinderte Deter- 


minante der a;;, d. h. die adjungirte Form von f: 
AR Xj | 
¥ ety XL 0 | 


mit der Determinante der a;,, so ergiebt sich als Werth des Productes: 
—A-'f. 

Mithin ist 

(12) y= (= lp ar- of. 

Das heisst: die adjungirte Form w ist nur wm einen constanien Factor 

von der wrspriinglichen verschieden. Also sind die ersten Unterdeter- 
+ minanten von TT(0) bis auf den Factor (—1)"A™—' den Coefficienten 

a;x selbst gleich. Es folgt daraus noch der allgemeinere Satz: 





*) Fir ungerades n= 2m-+1 ist eine der Wurzelo +VA m-+ 1-fach, 
die andere m-fach. Fiir erstere verschwinden denn auch die m'*" Unterdetermi- 
nanten, so dass die Charakteristik 


[(t = ++ Una) (1---1,)]- 
**) Ueber die Bezeichnung vergl. die Arbeit des Herrn Weiler Math. Ann. 
Bd. VII, p. 145. 

***) Durch Quadriren derselben wiirde man nur die Formel TT,?=A” erhalten. 

In der That kann TI, auch gleich + A” sein, sobald eine andere Wurzelverthei- 
lung stattfindet. 
+) Die oben eingefiihrte Normalform fallt also zusammen mit der von 
Clebsch benutzten (Math. Ann. II, 1). Vergl. auch meine Arbeit daselbst IX, 61. 
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Irgend eine Subdeterminante r' Grades der aj, ist gleich ihrer 

complementdren, multiplicirt mit dem Factor 

(-- 1)" Ar-”., 
Complementire Subdeterminanten m'** Grades sind also nur durch den 
Factor (— 1)” verschieden. 

Wir gehen nun zu der Gruppe lineater Gleichungen iiber, welche 
durch das Verschwinden von TTg méglich werden. Fir Tle = 0 be- 
stehen die » Gleichungen: 

(13) Tani =O, t—1---n. 


Sie sagen aus, dass die lineare Form a, mit f in Inwolution liegt. 
In Riicksicht auf das Verschwinden der Unterdeterminanten von 
TT hat man daher den Satz: 
Den beiden Wurzeln + VAX entsprechend liegen mit f zwei Classen 
m-gliedriger Gruppen linearer Formen in Involution. 
Je zwei zu verschiedenen Classen gehdrige Formen a,,b, liegen da- 
bei unter sich in Involution, d. h. es verschwindet fiir sie die Form (ab). 
Denn man hat aus: 
Zana,—+VAn, 
= ad; _ —- VA 
durch Multiplication: 
2 ajxnb; a, => + V A(ab) = VA(ab) ’ 


(ab) =0. 


Wir bezeichnen jetzt die beiden m-gliedrigen Gruppen linearer 
Formen durch: 


d. h.: 


(14) 


Zaki,, 
{ k—=1---m. 


> gk 
ZDaki,, 
Sie erlauben, f in eine neue bemerkenswerthe Form zu bringen. 


Multiplicirt man nimlich die adjungirte Form » mit der aus den a, « 
gebildeten Determinante 


(15) K= (a a?---a™ a’ +++ a”), 
so entsteht: 
| a,’ Ad An a 
a,” diate am Lin 
(16) Kw=(—1"(Vay" | @) +++ Oy — mts |, 
a,” eee am i Ln 


(a’ x) see (a” x) 0 
so dass f wieder nur um einem Factor von der Determinante (16) ver- 
schieden ist. 
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Diese Umformung setzt natiirlich voraus, dass K nicht verschwinde. 
Um die Bedingungen genauer zu erkennen, unter denen K = 0 sein 
kénnte, wollen wir tiberhaupt zwei Classen von je m Symbolen a, a 
betrachten, zwischen denen die Relationen der Involution 


(aa) =0 
bestehen. Man erhiali dann, wenn 
K = (a’---a™ a: ++ a™) 


gesetzt wird: 
r= PQ, 


wo P eine nur aus den (aa) zusammengesetzte Determinante m'" Gra- 
des, Q die analog aus den (aa) gebildete vorstellt. Sie mégen durch 
P = |(aa)}, 
Q = [(«a)] 
bezeichnet werden. Es gilt nun der Satz: 


Wenn K verschwindet, so verschwinden gleichzeitig die beiden Deter- 
minanten P und Q. 


Um das zu beweisen, bezeichne man die Determinanten 
(a’--- a™u'--- um), 
(a +++ amy’ eee v™), 
in denen die u, v ganz willkiirliche Symbole bezeichnen, durch S,, 


Z,. Das Product dieser beiden ist dann wieder gleich dem Producte 


zweier aus den Gréssen (av), (aw) zusammengesetzter Determinanten, 
so dass: 
S, 2 = [(av)] [(au)]}. 


Sa.=K, 2=K, 


Da ferner 


so hat man: 
+, K = [(av)] [(ea)], 
S, K = [(eu)] [(aa)], 
so dass also mit K gleichzeitig [(«a)] und [(aa)| verschwinden. 
Kehren wir nun zu dem specielleren Falle zuriick, auf den wir 
vorhin gefiihrt wurden. In demselben kann K niemals verschwinden, 
so lange die a und @ in (14) vollstandig die beiden m-gliedrigen 
Gruppen darstellen, d. h. keine lineare Combination der a (oder «) unter 
sich verschwindet. Um dies zu beweisen, betrachte man die Determinante 
L, welche aus Tlg entsteht, wenn man in den m letzten Horizontal- 
reihen g mit dem Minuszeichen versieht. Sie kann fir e=-+/A 


nicht verschwinden, weil dadurch (vgl. § VI.) eine specielle Beziehung 
von f zu der Form: 


By? e+ + + tlm — (ng + ++ ah) 
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vorausgesetzt sein wiirde. Dasselbe gilt von allen anderen Determi- 
nanten, die aus TTg durch den analogen Process m-maliger Zeichen- 
iinderung abgeleitet averden kénnen. Nun ist das Quadrat von L fiir 
e=-+ VA gleich dem Producte zweier Factoren M- N, so dass keiner 
der Factoren M, N fiir jene Wurzeln verschwinden kann. Dazu stelle 
man die Determinante H, deren erste m Reihen die a, deren m letzte 
dagegen aus den a;,, i =1---m gebildet sind, wobei zu den Gliedern 
a,, noch — VA hinzugefiigt ist. Das Quadrat derselben hat den Werth 
PM, diese Determinante H verschwindet also, so oft K =O ist, da 
der vorigen Betrachtung zufolge mit K auch P verschwindet. Multi- 
plicirt man nun H mit L fir ga=+ YA, so ergiebt sich eine aus 
der a gebildete Determinante m Grades, multiplicirt mit einem Factor, 
welcher, von Zahlenfactoren abgesehen, gleich N ist. Indem man pas- 
' sende Vertauschungen der Determinantenreihen und -Zeichen in Z und 
H vornimmt, erkennt man sonach, dass das Verschwinden von K das 
stimmtlicher m-gliedriger Determinanten der a sowohl als der Gréssen 
« nach sich zichen wiirde, was der Voraussetzung widerspricht. 

Kine weitere Eigenschaft der involutorischen Gruppen ergiebt sich 
aus der fulgenden Betrachtung. 

Bildet man den Ausdruck 

L4ikey.r = te fiir yp = a + Afi, 
welcher kurz durch [/;|, hezeichnet werden moge, so ergiebt sich: 
(18) fila ad ZX Aix (Xe + Aag Xi) aS fi a AMu;, 
mithin: 
ia | [fh = 24h) (fit aa) = fad) 4+ 24AX, 
OD Ve [ftl = O[X(1+42A) + 2af). 
Insbesondere ist noch: 
file = Axi, 

(20) (f]. =f, 

Z[f?)]. = A?X. 

Ordnet man demnach jedem Werthsysteme x; das System f; als 
conjugirtes zu, so zeigt die erste der Formeln (20), dass diese Zuordnung 
eine reciproke ist. Jedem Werth der linearen Reihe 2; + Af; ist nach 
(18) ein anderer Werth derselben zugeordnet. Gehdrt das System der 
x gleichzeitig den Gebieten f =0, X =O an, so ist dasselbe der Fall 
mit der ganzen linearen Rethe x; + Afj. 

Man erhilt daher sich selbst conjugirte Werthe, indem man setzt 

(fh = fi + An = 0 (ait afi 


1 


woraus 4 = tye? °= +YA. Das heisst; 
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In jeder linearen Reihe conjugirter Werthe befinden sich zwei sich 
selbst conjugirte, fiir welche 


(21) fi= + VAx;. ° 


Die sich selbst conjugirten Werthsysteme sind also nichts anderes als die 


Coefficienten der involutorischen Gruppen. Die Gleichungen (21) haben 
daher zu Auflésungen die folgenden: 


Y= = a* Ak ; 
(22) { 


y= Dakar. 


Und sich selbst conjugirte Werthsysteme, welche dem Gebiete X —0 


(und somit auch f= 0) angehéren, sind gegeben durch die Glei- 
chungen : 
Z(atay=—0, Fakw)?—O, 


welche, in Bezug auf die 4, uw quadratischen, Formen nothwendig irre- 
ducibel sind, da die Determinanten derselben, wie vorhin gezeigt, nicht 
verschwinden kénnen. 

Die simmtlichen vorausgehenden Betrachtungen beziehen sich nur 
auf den Fall, dass beide Wurzeln + 7//A in gieicher Anzahl vorhanden 
sind, was durch die Voraussetzung begriindet wurde, dass die m!' 
Unterdeterminanten von TT (VA) nicht verschwinden. Es kénnen aber 
fiir eine der Wurzeln auch héhere Unterdeterminanten verschwinden. 

Formen dieser Art lassen sich leicht aus f selbst mit Hiilfe der 
involutorischen Gruppen ableiten. 

Aus den Coefficienten a*, @* lassen sich niimlich durch lineare 
Combination zwei neue Systeme von je m Gréssenreihen b*, 8* bilden, 
welche dadurch ausgezeichnet sind, dass je zwei verschiedene der linea- 
ren Formen 6,, 6, unter sich in Involution liegen, 

In der That, setzt man: 


bF = 2A, az 





krvi? 
k=1---m 
BF = Zu, 07, ‘ 
so wird man die m? Factoren 4, uw so bestimmen kénnen, dass die 
ec—" Gleichungen 
(23) (oH) =0, (B)=—0, (25), 


noch zu den bereits erfiillten (6" 8") = 0 hinzutreten. 
Jede Function 

6 f v , ‘ AT (62) Ay (B:.) 

(24) Fef—2y~e2-3-+2yar—, 


in welcher die Summenzeichen sich auf irgend welche aus den Formen 
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bib? -.- b™ respective 6162 --- B™ beziehen, besitet dann wieder die 
Eigenschaft, der Gleichung 
(25) 2F?=—AX 
Zu geniigen. 
Es werde nun die Form 
o=f—-2VA2 i 





betrachtet, in welcher die Summe p Glieder enthalten mége. Man 
findet zunichst leicht, dass die Determinante von ® —@X gleich 
(o+V&)"*” (ep—/A)"~? ist, also die m+-p-fache Wurzel p=—//A, 
die m—p-fache 9 = /A hat. Versieht man die genannte Determi- 
nante mit einem /-fachen Rande, so ergiebt sich fiir e = — YA, dass 
diese geranderte Determinante verschwindet, so lange 


n—l+p>m-+1. 


Es verschwinden sonach fiir @=—YVA noch die l=m-+ p—1' 
Unterdeterminanten, dhnlich fiir @e—= YA noch die l=m — p— 1". 
Setzt man daher p =m, so werden noch die 2m— 1" Unter- 





determinanten von © — 9X fiir 9 =— pA verschwinden miissen. 
Dies bedingt aber das identische Verschwinden von ® + /AX, so dass 
; : = ~, (3) 
(26) f—2V~Oz-- +Vax=0. 
Ebense ist 
— yd 2 — 
(27) pteye2"" _yax=o. 
Aus (26) und (27) ergiebt sich die interessante Transformation: 
,. , (By 
a" Ts Soe 
(28) rs (67)? 
+ ee oo 
oder, wenn man setzt 
(29) b.” = Yr VB, ? B.” = Nr Vy B, ’ 
"WA 3x S wal 
(30) i _s VS - (Yr Yr ), 
X= = (y? + 7”) « 


Aus den vorigen Betrachtungen erhellt sonach, wie f im allge- 
meinen Falle in eine Summe von gleichviel positiven und negatiwen 
Quadraten transformirt werden kann. Gleichzeitig geht aus ihnen her- 
vor, dass simmtliche Charakteristiken, welche sich aus (10*) durch 
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Ausdehnung der einen und entsprechende Zusammenziehung der ande- 
ren Gruppe ableiten lassen, wirklich vorhanden sind, 
Es mag hier endlich noch kurz der Fall AO betrachtet werden. 
Die Wurzeln von Te =0 sind dann sémmtlich gleich Null. Durch 
Quadriren gerinderter Determinanten ergiebt sich dann leicht, dass 
stimmtliche Unterdeterminanten bis zum m—1" Grade inclusive den 
Factor @ und zwar die vom k" noch in der Potenz n—2k enthalten. 
Die Charakteristik von f ist daher im Allgemeinen: 
(31) [(2---+2)). 
Es existirt hier eine m-gliedrige Gruppe linearer Formen, die mit 
f in Involution liegen; je zwei Formen dieser Art liegen noch unter 
sich in Involution. Aus (19), (20) hat man noch: 
lfh=fi, (Ufh—=f, 
[filo = 9, [f].=9. 
Jedem Werthe x entspricht also auch hier noch ein conjugirter. 


Aber die Zuordnung ist keine reciproke, da derselbe conjugirte zu 
allen Werthen der linearen Reihe x; + Af; gehdrt. 


An die Charakteristik (31) schliessen sich endlich alle diejenigen 
an, welche durch Auflésung der Elementartheiler 2 in die Gruppe 
11 aus derselben hervorgehen. 


§ Il... 
Das simultane System von / und g. 


Es seien zwei quadratische Formen von gleicher Variabelenzahl 
der im vorigen § betrachteten Gattung gegeben. 


{ f == DS Aj; Hy ’ z= f? oS AX, 
= » Di U iH ? = Qi =A’X ; 


fiir welche A, A’ nicht verschwinden. 


(1) 


Es soll nun im Folgenden die Discriminante 
(2) Yo =—= 1 Gj: -— Obix 
betrachtet werden. 


Es ist eine Fundamentaleigenschaft von Vo =0, nur reciproke 
Wurzeln zu haben. 


Setzt man nimlich zur Abkiirzung: 


(3) Bye = Z Dir a, , fouul.--n, 

so ist 

(4) \ GR awl. oBen | 
(— ya Any — | Bua — od’ | ' 
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wo wieder die Gréssen A, A’ nur in den Hauptdiagonalelementen der 
Determinanten rechter Hand stehen. Die Form der Gleichungen (4) 
giebt zu erkennen, dass sobald r eine Wurzel von ¥ =O ist *dasselbe 


1A ‘ ° 
auch von 9 = — a gelten muss, so dass also die » Wurzeln in m Paare 
reciproker 
A 


re 


zerfallen. 
Man kann dies Theorem ebenfalls beweisen vermége der Form, in 
welcher sich die Determinante ¥ entwickeln lisst nach Potenzen von g. 


Wir wollen eine solche Entwickelung an der allgemeineren Deter- 
minante : 


| aiz + Obie + | 


vornehmen (die Gréssen m befinden sich nur in der Hauptdiagonale). 
Zuniichst ist der Coefficient von 9° gleich: 


diz w| = (uw? — A)”. 
Fiir den Coefficienten von o@ erhalt man: 
(—1-! EQinan) (WAP, 
ebenso fiir den von 9°: 


| 2 bie ain — Uden Z bixdir — Why: | (u? —A)n—2 (—1)"-? 
kl | ZX bis Aix — Whe, VO; ,a: — why | 
und so weiter, so dass jede Potenz ven g mit einem Coefficienten 
multiplicirt ist, welcher eine Determinante von Ausdriicken der Form: 
2 dix Gir — Wher, po 1l---n 
ist. Man erhilt diese Entwickelungscofficienten leicht, indem man die 
einzelnen Glieder, welche als Coefficienten der Potenzen von @ auf- 
treten, durch Multiplication mit | a;,— |= (u*—A)” in geeigneter 
Weise umformt. Durch successives Fortschreiten auf diesem Wege 
wiirde sich sogar die Determinante der Form 
ZX (iz + whiz + vein + ++ +) Vay 
in mannigfacher Weise entwickeln lassen. 
Insbesondere hat man fiir w = 0 
(4) y = ( F 1)"| A” oA, A"-!+ 0° A, An? Res —e"A,L’ m—l 1 orf’ *), 
also, gleich Null gesetzt, eine reciproke Gleichung n'" Grades, wobei 
A, = Lax biz, 
J dix Gin Z dix Gi 


5) 
() ” 


~ Z din din J ii ain ‘ 


A, gleich einer analogen dreigliedrigen Determinante 
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Z diz Aix D D4 Aj, Z Dix Gim 
A, = 2 | Ld aie Td ay; Vii Aim 


_ 
| a Dim@ix Zz DimGir Z Dimdim 
u. Ss. W. 
Bezeichnet man die Wurzeln von ¥ durch: 
(6) Ty O13 ey Oo3 ++ my Om; 
so ist 
A 
(7) "Qi = Fre 


va 


Es existiren also denselben entsprechend im Allgemeinen m ver- 
schiedene Systeme der Variabeln x, welche in zwei Gruppen 2, & zer- 
fallen, namlich: 


(8) ake: essa 
Ly 2S a, 5,” it : ,. 

welche Lésungen der Gleichungen: 

(9) = Amk Lk = 0 Pa Dink Xx 


sind. Zwischen den Werthen (8) besteht eine Reihe interessanter Be- 
ziehungen. 


Es ist namlich zuerst: 
Z(ey=o, Z(K?7—0, 
(10) ; Saati O, Se =O. 
Sug = 

wobei auf & zu summiren ist und in der letzten Gleichung i, / verschie- ° 
den sein miissen. 

Aus den Gleichungen 
(11) Za,,% =r, 2b 


mk"k mk* vi, 


folgt nimlich durch Multiplication mit a,,,, b,,; und nachfolgende 
Summation iiber 7 


(12) 


Da ferner 


niki? 


Ar, ci = Zd, a, xi 


ni-nkk* 


er =2b,a,,«ir 
A X(ai)? = r2 4’ Y(ai)?, 
so ist 2(xi)? =O, falls die Gleichung r? = 4 nicht besteht. Aus 


demselben Grunde ist 2(&)? 0. Ferner ist aus (12) 


Az ja} ‘ej =r, 2b, Ay, UX) ? 


ri Zuixj= Z=b_.a._,xiai 


mi mk kt ? 


woraus: 
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24,2; i —A n| =(, 

d. h.: Lata?) =0. Zugleich ergiebt sich: 

| 2d, .45:% 0) = 0, 


2b oa aie =0, 


mk mt 


(13) 


Setzt man ferner die rechte Seite von (11) gleich z;, so ist 


A 
= 2mAmi = rw. ‘ Lem0mi; 


also ' 
= bi, 
woraus die weiteren Gleichungen (10) folgen. Endlich hat man noch: 
Aa = Fa,,8 

a 4) - kl , ? 

r, Aa, = 25,5, - 
Im Allgemeinen existiren also n Werthsysteme, welche die niéimlichen 
Conjugirten in Bezug auf die beiden Formen f und g haben. Sie ge- 
hiren stimmtlich dem Gebiete X=O an und je zwei derselben, mit Aus- 
nahme der conjugirten Paare liegen unter sich in Involution. 


Aber auch die conjugirten Paare 2; §; haben eine Eigenschaft, die 
hier nicht unerwahnt bleiben soll. Da nimlich: 


OE nity, ee 


2 0a, = 4, 


; Ou, 

so ist 
1 Of 
2 O(a, + Kee) =§ + urd 


Cotes man daher « = -+ ——., so hat man durch: 


vE > 
Ei + VAx; 


Lésungen der Gleichungen: 


1 Of 
2 Ox,  o% 
Ebenso ist 
% Op _ 1 0p 
2 Ga, —? Se," 3g, 
woraus Lésungen von AL x = 4; hervorgehen. Wihrend also die 


lineare Reihe xi + A& immer dem Gebiete X —0O angehort, finden 
sich im der Reihe xi + Aki je zwei Werthsysteme, welche zu verschie- 
denen Classen der mit f und g involutorischen Gruppen gehoren. 
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Die Werthe x, & ergeben nun in der bekannten Weise die gleich- 
zeitige kanonische Transformation der drei Formen 


X, f, @- 
Es wird dabei gestattet sein anzunehmen, dass: 


Sag. 
Setzt man dann: 
(14) a= VAZaie, + DEE, 
so ergiebt die Multiplication mit x‘, §' nach Summation iiber 7: 
¢,= Z2,2;, 

VO2,= 22,6; ; 
ferner folgt aus (14) unter Beriicksichtigung von (13): 
Za,,%,=VRZz,8 +A DE zx, 


ef a oe 
& + & 2a, §7,- 


TY, 


sae | 2b, 2,=VOZ 


Aus den Gleichungen (14), (15) entsteht endlich: 


X= 22£,, 
= 2 2 
(16) CP Fe.) eu tns sm, 
, o? 
9=i—+—-, 


Q; 
Gleichzeitig transformiren sich die Formen: 


R 7 of eg 


Ia, Ox,” 
aite i ef of 
(16*) S=Z2biu Ga, Oa,’ 


Em Ee, 22 28 
Ox; Ox, 
in: 
1 
OQ; F 


s = Ler+ ch. 
fed & 2 & 2 
r=2(2) + &)- 
Unter der grossen Zahl specieller Fille, welche durch das ‘Auf- 
treten gleicher Wurzeln von Y hervorgerufen werden kénnen, soll 


hier nur ein einziger betrachtet werden, welcher besondere Beachtung 
verdient. 


R= ts, (+ + 
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Sollen iiberhaupt zwei Wurzeln und nur zwei von ¥Y =O einander 
gleich werden, so ist dies nur méglich, wenn @ = -++- V aw - In allen 
anderen Fiillen wiirden sofort zwei Paare gleicher Wurzeln auftreten. 
Dabei findet nun der interessante Satz statt: 

Sobald +- _ eine Wurzel von ¥ =O ist, verschwinden fiir die- 
selbe die stimmtlichen ersten Unterdeterminanten der Determinante ¥. 

Den Beweis dieses Satzes kann man in verschiedener Art fihren, 
von denen folgende nicht unelegant sein diirfte. 

Unter der Voraussetzung, dass + V eine Wurzel von ¥ = 0 
sei, -bilde man das Product der Determinanten 

Aix — OD % | a | dix + @dx O 
Uy 0 | - | 0 1 | ° 


fir 9 = + V a wo die « beliebige Gréssen vorstellen. Es entsteht 
dann: @ 
‘7 | Biy u; | 
“ | 2ttm (dmx + @bma) 0 |? 
deren von den B;, gebildeter Kern eine schiefe Determinante ist, da: 
Bi = 2 Amt Omi 7" Ami Dm - 
Nun sind aber Lésungen der Gleichungen 


(18) = Aim Ln = V 2 (bim%m) 

vorhanden. Bezeichnet man durch & ein System derselben, so folgt 

aus (18): . 

2 Aimdin En = En VA4, 3 

m din diate —_ En VAN ? 

mithin 
2 Buk = 0. 

Ks verschwindet mithin die schiefe Determinante gerader Ordnung 
der B;,. Dann verschwinden aber auch ihre simmtlichen Unterdeter- 
minanten erster Ordnung, womit denn das identische Verschwinden 
der in den w quadratischen Form (17) nachgewiesen ist. 


Man kann dasselbe auch folgendermassen einsehen. Setzt man: 


. /A - 
liy=Via Mgt 


so ist 
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fi 
Gi 


=i X;, 
= VAN’ Xi, 


A 
=) 295. 


Nun kann im Allgemeinen nicht X; = =; sein. Denn wenn nur 
eine einzige Auflésung der Gleichungen (9) existirte, so miissten, da 


mithin auch 


fi 


die Warzel y*% nothwendig eine Doppelwurzel ist, gleichzeitig /, » 
und X verschwinden, es wiirde mithin ein dem Gebiete X = 0 ange- 
hériges Werthsystem existiren, welches gleichzeitig mit f und @ in 
Involution liegt, was offenbar ein viel speciellerer Fall ist. Vgl. iibri- 
gens § VII. 


Demnach existiren im Allgemeinen zwei verschiedene Loésungen 
der namlichen linearen Gleichungen (9), womit zugleich das Verschwin- 
den der Unterdeterminanten folgt. Daher ist nun weiter 


ixaae ligt wh, =F +udX, y 


A f= . 
Mix tus —= Hy +#o,= Ve (=: + uAX,). 


Setzt man jetzt: 
=: + uAX; = e(Xi+us), 


1 
ea —; = 


d. h.: 


1 
7 ? 
so ergiebt sich: e 

Unter der Vorausseteung, dass V a eine Wurzel von’ Y = 0 ist, 


existiren zwei lineavxe Formen: 
= 
24; (x: + Va =i); 


i.» 
welche mit den beiden quadratischen Formen f und gleichzeitig in In- 
volution liegen. Dieselben gehiren verschiedenen Classen an, der Art, 
dass, wenn man die Coefficienten von (19) durch a, b bezeichnet: 


(19) 


1 @ " 1a - 
> be —t+Vbai, : ja, = + V8 au, 
1 Of 


: ero 1 0M rh. 
29, ~—V40, FH VEG. 








(21) 








(20) 


(21) 
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Wenn nun auch — ° eine Wurzel von ¥Y = 0 ist, so existirt 

ein zweites Werthsystem X;, fiir welches ganz ebenso: 

| —_ A Xi ? 

Pi-, — VON’ Xi, 
also oe 

A 

i... = V/ ra Pie. 

ist. 


Daher ist denn wieder 
fis wae == + udX;, 
se F 
Res. y* (=i + uO X;). 


Man hat daher unter Beriicksichtigung von (19) und der Glei- 
chungen : 


wenn zur Abkiirzung 


fig, 1 gp TEVA (Kit 7Z%), | 
oe | 
“<2 va =; oer; Vs (x + a =/) ; | 


Kit pa, X/+ +s =«a,, 











Va ~ 
er pe es | 
xX; — VA == b,, Ce ae mh 
gesetzt wird: 
1a 10 x? a x. 10 
3g tT V Aa, 390, + VA ai, SpE tV ha, 06, VA a, 
1 af 1a a 1 af 12 ra 
338, V4, 390,-—V4 bi, 306, 7 VSB: Fs ge tvs Bi. 
Dabei ist dann: | 
(ab) =0, (ba)=0, (ap)=0, (af)=—0. 
Man hat weiter fiir jedes 2: 
1 0 7] 1 77 YG 
[2 ee |: ia, atte =-. (oes, 
1 | ae , . 1 rit 
| 2 5+ ig, V4 (b:+ 4B), 9 8b; oH —V~k (6; AB) , 
1  —_—_ a 1 om ) 
2 Ga,+ 1p, VA (ai+48i), | 2 ati, — +VA (ai—ABi), | 
7) -— 
3 aa — VE tab), F gepae; + VE abi. 


Mathematische Annalen. X. 11 
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Aus den Gleichungen (20), (21) geht hervor: 
Es existiren zwei lineare Reihen a; + A0;, b; + 2B; von sich selbst 
conjugirten Werthsystemen in Bezug auf f, deren Elemente paarweise 
in Bezug auf » conjugirt sind, und umgekehrt ewei dhnliche a; + AB;, 
a; + Ab; in Bezug auf py. In jeder Reihe finden sich zwei dem Ge- 
biete X = 0 angehirige Elemente, welche untereinander conjugirt in Bezug 
auf die eine Form, sich selbst conjugirt in Bezug auf die andere sind. 


Endlich liegen mit f und g in Involution vier lineare Formen 


az bz @, Be und zwar in der folgenden Gruppirung: 


mit f . mit 








in Classe + /A, inClasse—/A  inClasse-+)/A’, inClasse —/d’ 
ay —_- az -- 
— b. — by 
a — — Oe 
ae Bx Be one 
Die Untersuchung der weiteren speciellen Fiille wird mittelst der 
folgenden Bemerkungen sehr erleichtert. 
Verschwinden die k — 1" Unterdeterminanten von ¥ fiir eine 
Warzel @, so giebt es eine k-gliedrige Gruppe 
= Uk 
a, 224,, 
welche die Gleichungen (9) befriedigt. Da noch immer: 
(A—@’?A’) Lz? =—0, 
so folgt: 
Findet das Verschwinden der k—1'" Unterdeterminanten fiir eine 


Wurzel statt, welche von +- ys verschieden ist, so gehirt die ganze 
Gruppe 2; dem Gebiete X = 0 an. 
Setzt man ferner: 
g; = 24,,2%,= 0 2b,,2, i 2A, ¢: ’ 
so ist 
Za, =O Zb,,§ = ed, 
mithin : 
Za, t, = 1 4 50,6 —AZA,# 
a;,6, =~ DY no = 4B; ° 
Hieraus folgt: 
Findet das Verschwinden der k—1'" Unterdeterminanten fiir gine 


Wurzel @, welche nicht +- y% ist, statt, so findet es auch statt fiir 


die reciproke Wurzel, und zwar werden die Potenzen, in welchen die 
Wurzelfactoren in den Unterdeterminanten auftreten, in beiden Féillen 


— Pe 
















—. . 
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die niimlichen sein; die Elementartheilergruppe ist fiir reciproke Wurzeln 
die niimliche. 

Den Beweis des letzteren Zusatzes, welcher fiir die vollstaindige 
Untersuchung der speciellen Fille besonders wichtig erscheint, kann 
man, obwohl er in den vorigen Bemerkungen schon implicite enthalten 
ist, etwa in folgender Weise fihren. 

Wenn die p' Unterdeterminanten von Yo simmtlich den Factor 
(o—@,)? haben, so wird die horizontal und vertical mit ganz beliebi- 
gen Gréssen uv w--- U V W.-- p-fach gerinderte Determinante 
der aj — 0b;,, welche durch TTg bezeichnet werden mige, die fol- 
gende Gleichung befriedigen: 


Te = (e—e,)*a(uvw---UVW--.-), 

wo unter x, wie auch im Folgenden unter ’, ein die eingeklammer- 
ten Gréssen enthaltender Ausdruck verstanden ist. 

Multiplicirt man TTo mit der Determinante der b;;, so entsteht: 

(—1)"TeA™ = Qe@, 
Qe ist dabei wieder eine geriinderte Determinante, die verticalen Rin- 
der sind ungeiindert geblieben, die Gréssen U; V; W; in den horizon- 
talen je in 2 Uji, © Vibki, --- verwandelt, der Kern wird gebildet 
aus der Determinante: 
| Bii— eA’, 

wo die B,, definirt sind durch dié Gleichungen (3). 

Setzt man nun: 

Zz Ui bk; = % , Uy. = LA; V;, 

+, = Lay; Vj ete. ---, 
so sind auch die w wv --- U’ V’ .- als ganz willkiirliche Grissen 


zu betrachten, da die Determinanten der a;,, b;, nicht verschwinden, 
iiberdies ist: 


= Vib: = Vi ete. -- 


U; = Luby, U; = LUMA, 
V; = Dvd, ++ - V; = Yy,a;, ete. 
j ij ? j j 


Demnach ist: 
Qo = (o—o,)'" (wvw---U' V' W’.-.--). 


Setzt man jetzt: 


A 
et! 
= wid . . . 
so verwandelt sich Q@ in (Q'w) ) —-+ Q'w ist dabei eine Deter- 
u 


minante, welche horizontal mit den 2a;,U;, La, Vi, ---, vertical 
mit den w’ v' w’ gerindert ist, wahrend der Kern aus der Determinante: 


|d — eB | 


11 * 
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besteht. Demnach ist Qu gleich dém Producte von TIu mit der De- 
terminante der a;;; oder: 


eu ETC. 


ye 
Hieraus ergiebt sich dann: 
n—(p+9) ¢ am ; 
St ay 8 ew UW 
Te = (ip— Fa) (u— We) ~~ (u' vo w U' V' W’) 0,!, 


womit der angegebene Satz bewiesen ist, da Tu — (u— ,)? 2”. 
Sich selbst in Bezug auf fund @ conjugirte Werthsysteme kénnen 


aber nur vermége einer Wurzel -- ys auftreten. 


Man kann, auf diese Bemerkungen gestiitzt, Tabellen fiir die még- 
lichen Charakteristiken der Elementartheiler von Y anlegen. Man wird 
auf diesem Wege indess eine gréssere Zahl von Combinationen erhalten 
als wirklich méglich sind, deren Reduction noch weiterer directer Be- 
trachtungen bedarf. 


§ Ill. 
Geometrische Deutung. 


Die Betrachtungen der beiden vorigen § wiirden sich nun sehr 
leicht im Sinne einer Theorie von Flaichen zweiten Grades in einem 
Raume von »—1 Dimensionen deuten lassen. Indem wir von dem 
Falle n 2, welcher zu keinen besonderen Bemerkungen Veranlassung 
giebt, absehen, hat man zuniichst fiir n — 4 Flichen zweiten Grades 
im Punkt- oder Ebenenraum. 

Aus den Untersuchungen der §§ 1. und II. folgt, dass jedem Punkte 
« in Bezug auf X—O z selbst, in Bezug auf f—O sein conjugirter 
entspricht. Aber es giebt zwei gerade Linien, deren Punkte in Bezug 
auf f und X gleichzeitig sich selbst entsprechen; es sind die beiden 
Diagonalen eines von Erzeugenden von f und X gebildeten Vierseits, 
in welchem f und X sich schneiden, d. h. die gemeinsamen conjugir- 
ten Polaren von f und X. Der in Bezug auf f conjugirte Punkt eines 
auf X —0 gelegenen Punktes liegt wieder auf X, die Verbindungs- 
linie solcher conjugirter Paare schneidet f in einem zu ihnen harmo- 
nischen Paare. Den Punkten von f—kX =O entsprechen analog 
Punkte der niimlichen Fliche, deren Verbindungslinien mit den ersten 
f in constantem Doppelverhiltniss schneiden. 

Fiir eine zweite Fliche gm =O existiren nun zwei Punktepaare 
aa’, bb’, welche sich in Bezug auf beide Flichen f und @ als conju- 
girte verhalten; sie bilden wieder Ecken eines Vierseits von Erzeu- 
genden auf der Flaiche X. Die Verbindungslinien (aa), (bb’) schnei- 
den beide Flaichen f und @ in Punktepaaren, welche zu aa’ resp. bb’ 











ai- 
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harmonisch liegen, gleichzeitig aber nach § II. (19) die conjugirten 
Polaren, welche f und X resp. m und X gemeinsam sind. Demnach 
hat man den folgenden Satz, welcher sich freilich auch leicht geo- 
metrisch beweisen liasst: 


Die beiden Geraden, welche zwei Systeme conjugirter Polaren in 
Bezug auf eine Fliche zweiter Ordnung X = 0 schneiden, sind selbst 
conjugirte Polaren dieser Fliiche und schneiden dieselbe in Punkten eines 
Vierseites von Erzeugenden. 


§ IV. 
Anwendung auf Liniengeometrie. 


Es werde nun »=6 vorausgesetzt. Dann ist f—=0 ein Complex 
zweiten Grades und zwar nach § II. (18) ein specieller, d. h. alle Ge- 
raden, deren Coordinaten die Gleichung f= 0 befriedigen, sind Tan- 
genten einer Fliche zweiten Grades, wie denn ja auch unmittelbar 
aus den genannten Gleichungen hervorgeht, dass im allgemeinen Falle 
(vgl. die folg. Anm.) simmtliche Complexgerade sich in oo? lineare 
Biischel anordnen, deren Ebenen und Mittelpunkte die nimliche irre- 
ducibele Fliiche zweiten Grades erzeugen. Ferner liegen mit f zwei 
Classen dreigliedriger Gruppen linearer Complexe in Involution*), von 
denen je zwei verschiedenen Classen angehérende unter sich in Invo- 
lution stehen. Es sind dies die beiden Gruppen, deren specielle lineare 


*) Die entsprechenden Untersuchungen fiir Complexe n'*" Grades vgl. Gét- 
tinger Nachrichten Febr. 1875. Erst nachher habe ich bemerkt, dass Herr Pasch, 
von Betrachtungen ausgehend, die von diesen Untersuchungen ganz verschieden 
sind, bereits (Crelle 75) analoge Formeln fiir die conjugirte Polare eines speciellen 
Complexes zweiten Grades gegeben hat. Implicite findet sich diese Bestimmung 
auch schon bei Pliicker, Neue Geometrie p. 294 w ff. 

Zu den speciellen Complexen gehéren nach I.: 


1) (211) (111)] 2) [(4414) (11)) 38) [(11111) 1) 


ms nicht verschwindender, und 
4) [(222)] 5) [(2211)] 6) (21111) 


mit verschwindender Determinante. 2) ist der Complex f= a,b, — (ab) X=0, 


2 
wenn A=0, B=0O. Die conjugirte Polare einer Geraden z ist hier diejenige, 
welche in der aus den Geraden a, b, 2 gebildeten Regelschaar zu a, b, z har- 
monisch liegt. 3) ist der doppeltzihlende lmeare Complex f= a,?—4AX, die 
conjugirte Polare ist hier identisch mit der Polare in Bezug auf den linearen 
Complex. 


Fiir die Kegelcomplexe [4) der allgemeine Fall, 5) und 6) die aus 2) und 3) 
abgeleiteten, wenn (ab) =0 resp. A=0], vgl. auch § IX., geht die conjugirte 
Polare immer durch die Spitze des Kegels (Ebene des Kegelschnittes), 
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Complexe die beiden Schaaren der Erzeugenden von f darstellen. Die 
Coordinaten einer Erzeugenden sind 


(1) a=fitVAx,, 

sobald unter x eine Complexgerade verstanden wird. Sie sind die 
Doppelstrahlen des Complexes zweiten Grades. Ist dagegen x eine be- 
liebige Gerade des Raumes, so geben die Gleichungen 

(2) a= fi 

die’ Coordinaten ihrer conjugirten Polare. Allgemein ordnen die Glei- 
chungen (2) jedem linearen Complexe x einen conjugirten zu. Unter 
den linearen Complexen, welche dem aus zwei conjugirten gebildeten 
linearen Biischel angehéren, befinden sich immer zwei in verschiedenen 
* Classen befindliche, welche mit der Fliche in Involution liegen. 


Um ein Polartetraeder von f zu construiren, kann man die Gerade 
x beliebig wihlen. Damit ist ihre conjugirte Polare 2 gegeben. Eine 
zweite Gerade y, welche x und 2 schneidet, liefert mit ihrer conju- 
girten y dann ein Vierseit, dessen beide Diagonalen die noch fehlen- 
den Kanten z 2 des Polartetraeders bilden. 

Es fiihrt das aber zu dem allgemeineren Begriffe von sechs linea- 
ren Complexen x x y y' z 2, welche, zu zwei und zwei conjugirt, 
unter sich in Involution liegen, sobald sie nicht conjugirt sind. Solche 
Complexe bilden ein Polarsextupel von f, es giebt deren oo°. 

Die Kinfitihrung der Polarsextupel fiihrt nun zu der allgemeinsten 
kanonischen Transformation eines Complexes f. 

Es seien niamlich: oe 

LXyY Ze 
die Complexe eines Sextupels, so dass 





ee ee 
Dann ist: . 
(zy) =0, (yz) =0, (22) =0, 
(cy) = (wy) = 0, (ae) = W2)=0, (YY) =e) =0, 
wahrend die Summen der Quadrate der x;, y;, 2:, --- gleich eins ge- 
setzt werden kénnen, wenn 
eA=—1. 
Endlich ist: 
(xv) = of;, 
(vv) = Sf, 


(22') - of., | = Lay, Xj 7; ete. 


Benutzt man nun zur Transformation der Variabelen X; in &; die 
Substitution : 








Aa ~~ fH ™-*~ 
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(3) Xi = UF, + Ui E + yibs + yi &, + 218; + 2/8, 
so ist: 
(4) x ==+26 (fx 5,8 + fybs& + 63 &] , 
wihrend aus: 
| Xian = nas = 7a + Ao [Boa + Eryn + Ee zx] 


folgt: 
(5) f= felE:+ E22) + fobs? + 6,2) + Fob? + be?) + = [Ei bat ba s+; Bel 
Die Transformation auf ein Polartetraeder liefert dagegen : 
X= Eb. + &38 + 68, 
FH +E HEE T+ ETE, 
welche Gleichungen mit der kanonischen Form, die in § II. gegeben 
wurde, zu vergleichen sind. 


(6) 


§ V. 
Das simultane System zweier speciellen Complexe zweiten Grades. 


Wenden wir uns nun zur Betrachtung zweier Flichen f=0, p=0, 
so ist ersichtlich, dass die Wurzeln der Gleichung ¥Y = 0 § II. sich 
auf ihr gemeinsames Polarsextupel beziehen. Im Allgemeinen ezistirt 
nur ein einziges Polarsextupel und zwar in der speciellen Gestalt des 
Polartetraeders. In der That erhalten wir drei Paare gerader Linien, 
welche sich mit Ausnahme der ein Paar bildenden gegenseitig schnei- 
den, d. h. Kanten eines Tetraeders conjugirter Polaren bilden. 

Der Complex zweiten Grades: 

(1) R= 2D aid, HX, = VU, 
welcher nach § II. (13) simmtliche Tetraederkanten enthilt, hat dem- 
nach die Ecken und Seitenflichen desselben zu Ausnahmepunkten und 
Ebenen. Er ist also ein tetraedraler Complex. 
Da nun die Gleichung (1) in der Form: 
10 0 
Read ph. $2 = 0 


geschrieben werden kann, so hat man den Satz: 





Alle Geraden, deren conjugirte Polaren in Bezug auf zwei Flichen 
zweiten Grades sich schneiden, treffen thr* gemeinsames Polartetraeder 
in Punkten eines constanten Doppelverhdltnisses*). 


*) Es ist leicht, diesen Satz, den ich anderswo noch nicht bemerkt habe, 
auch analytisch zu verificiren. Der Werth des Doppelverhiltnisses ergiebt sich 
sehr leicht aus der unter (2) gegebenen kanonischen Form von R, 
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Fiir die Tangenten der gemeinsamen Raumcurve vierter Ordnung 
oder die Erzeugenden der umbhiillenden Developpabelen vierter Classe 
der beiden Flaichen findet daher ebenfalls Unveranderlichkeit dieses 
Doppelverhiltnisses statt, ein Satz, den man geometrisch als eine un- 
mittelbare Folge aus dem Begriff eines Flichenbiischels zweiter Ord- 
nung leicht erkennt. 
Der tetraedrale Complex R ist das einfachste Beispiel einer simul- 
tanen Covariante. Man kann leicht die Gleichungen anderer Covarian- 
ten angeben, z. B. derjenigen S und £, welche von den conjugirten 
Polaren der Tangenten der einen Fliche in Bezug auf die andere ge- 
bildet werden. Dieselben sind bereits unter § II. (16*) gegeben. 


Wir geben endlich noch die kanonischen Formen an, welche nach 


§ II. durch Transformation auf das gemeinsame Polartetraeder ent- 
stehen : 


X = 4,2, + 452, + 25%, 





{f = 24,2? + 2,? + 2,?+ 2,7 + 4,2 + 4’, 
ae a a Poy a at 
(3) ee ee ae oe es 
R= 4,22 (0, + Oo) + 23%, (03-04) + 252 (05 +0) » 
S = 2,70, + 22? Og + 23703 + 24704 + 25705 + 27 Qe » 
a. Ae Oe ce a a ar 
i= e. + e2° + e; + ey + @;” 7 6° 


Die Coefficienten 9, 0,, 0;0,, @;@, sind die conjugirten Wurzeln 
der Gleichung sechsten Grades: 
(3) A°—e.4,A?+ ¢°-4,A— 9! A, + 014, A — 9 A,A?+ A = 0, 


so dass: 
A 
01 C2 = O30, = 030 = ZF ' 


Die Gleichung (3) enthalt neben A, A’ noch drei simultane In- 
varianten A,, A,, A,. Wir verwandeln nun (3) durch die Substitution: 


2 & 

(4) SOT. 
in die cubische Gleichung: 
(5) A328 — A,2’A'? + 2(A' A,—3A°d’) — A, + 24, ALN’ =0. 

Diese cubische Gleichung ist nun offenbar eine Resolvente der bi- 
quadratischen Gleichung, auf* welche das Problem des gemeinsamen Po- 
lartetraeders in Punkt- oder Ebenencoordinaten fiihrt. Um die Abhingig- 
keit, in welcher die Gleichungen sechsten und vierten Grades stehen, 
genauer kennen zu lernen, werden wir die Transformation kanonischer 


Formen in Punkt- oder Ebenencoordinaten in Pliicker’sche Linien- 
coordinaten betrachten. 
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Ist: 
(6) a, X,? + a,x? + asx? + a,x, = 0 
die Gleichung einer Fliche zweiten Grades, so geht dieselbe durch 
Einfiihrung der Pliicker’schen Coordinaten: 
Pi = LyY2 — XY,» Do = BMY, — FY. Dy = LLY — HM» 
Dy = %Yy— MqYzo D3 = UqYn — ByYy, De = Z2Yg — VsY2, 
wobei 
2 , TT = py + Pods + 3 P6 = 9, 
iiber in 
(7) a, asp," + a, 4, p,? + a, 4; ps? + a, ap,’ + 4, aye? + 4,4,p,’ = 0. 
Dabei ist dann, wie man unmittelbar sieht, A = a,a,a,a,, also 
gleich der Determinante der Form (6). 
Bildet man ferner, von der durch /A dividirten adjungirten Form 
von (6) ausgehend: 


(8) ya |e + “ sf +“) 0, 


a3 a, 
wieder die Gleichung des sli zweiten Grades, so erhilt man 


die niimliche Gleichung (2), so dass dieselbe gleichzeitig auf die bei- 
den Formen (6) und (8) bezogen werden kann. 


Betrachtet man ferner zwei Formen: 
(az =0, (6)? =0, 


so sind die biquadratischen Gleichungen, auf, welche die Frage nach 
dem gemeinsamen Polartetraeder fiihrt: 


A+ 90 + o' + e760 + eA =0, 

»3/O : ry e 
A+ 00/24 e+ e090 /% + wet=0. 
Bezeichnet man nun die Resolvente der biquadratischen Gleichung: 
ay + 4,2 + a, 2? + a2 + a,x! = 0 


(9) 





in der Korm 

3 23 2 2 2) — 
a,° 2° — ay? dB? + (a, @;— 4a) Ay) 42 — (4a, —4ay a, a, + ag a3”) =0 
als Euler’sche Resolvente, so hat man den Satz: 


Die Euler’schen Resolventen der beiden Gleichungen (9) sind 
identisch. 


Man erhilt in der That beidemale die cubische Gleichung: 
A’323 — A’?o2?+ (00'— 444) A'e—[A’O?— 49AA’+ AOD’?] —0. 

Bildet rhan jetzt auch die Gleichung in Liniencoordinaten fiir die 
Form (b,)*? = 0 und dann die Discriminante ¥, so zeigt eine directe 


Vergleichung, dass die Coefficienten A,, A,, A, die iets Werthe 
haben: 
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A, =, 
(10) A, = 00; — Ad, 
A, = 8A’ — 20AA' + 0A. 


Dieselben beweisen den Satz: 

Die Resolvente der bicubischen Gleichung (3), wie sie in (5) vorliegt, 
ist identisch mit der Euler’schen Resolvente der Gleichungen (9). Denn 
von der Identitit beider ausgehend, wiirde man gerade die Formeln (10) 
erhalten. 

Damit ist der Zusammenhang aufgedeckt, in welchem die linien- 
geometrischen Invarianten A A’ A, A, A, zu den friiheren Invarianten 
stehen. 

Dass A, A’ nicht wesentlich von den gleichnamigen Punktinva- 
rianten verschieden sind, mag man schon aus dem Umstande entneh- 
men, dass ihr Verschwinden in beiden Fiillen dasselbe, nimlich Dege- 
neration der Fliche in einen Kegel oder Kegelschnitt bedeutet, ihre 
Grade sind ausserdem in beiden Fallen dieselben. Ferner wird die 
Eigenschaft, dass Polartetraeder der einen Fiche existiren, deren Kan- 
ten Tangenten der anderen sind, durch A, = 0 ausgedriickt*). Dabei 
mag auf die interessante Analogie aufmerksam gemacht werden, in 
welcher die Invarianten 0 und ® stehen. © ist bekanntlich die Summe 
der Producte der Coefficienten von f in die der adjungirten Form 
von g. Die Invariante ©, welche in der Punktgeometrie eine compli- 
cirtere Bildung -hat, befolgt nun auf liniengeometrischem Standpunkte 
genau dasselbe Bildungsgesetz**). Damit dies klar hervortrete, hat man 
A, vermége der Identitiit der Form @ und ihrer adjungirten sich pas- 
send umgeformt zu denken***), 

Die Werthe der ©, 0’ sind iibrigens nicht eindeutig bestimmt durch 
die Formeln (10). Es beruht das auf dem Umstande, dass in der That 
diese Formeln sich sowohl auf die Darstellung der Fliche in Punkt- 
als auch in Ebenencoordinaten, also gleichzeitig auf die beiden Glei- 
chungen (9) beziehen miissen. 

Die gleichzeitige Betrachtung der liniengeometrischen Invarianten 
neben den bisher bekannten leitet nun zu weiteren Covarianten-Com- 
plexen. Unter ihnen ist besonders hervorzuheben die (nicht in sich 
dualistische) Covariante y , fiir welche: 


*) Auch dies lisst sich auf dieselbe Weise, wie man das Verschwinden der 
Invarianten ©, 0° zu deuten pflegt, an den liniengeometrischen Formen darthun. 
**) Man vgl. hiermit den Ausdruck fiir ®, welchen nach Salmen-Fiedler’s 
Raumgeometrie I, p. 236, 2. Auflage Cathcart gegeben hat. 
***) Das gleichzeitige Verschwinden von A, A, fiihrt das Verschwinden der 
Determinante der Covarianten mit sich, welche in Punktcoordinaten mit 7', 7” 
bezeichnet werden, Vgl. Salmon-Fiedler p. 259. 
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(11) F=f+ip+2p=—0 
fiir jedes 4 einen speciellen Complex zweiten Grades darstellt. 
Man hat dann zu setzen: 


(12) Y = a2," + a, 2,” + 32,” + a,2, + 4,2,” + 45%", 


a=(5-Bara 2e-@a-F wa ae 
te) e 
as Faok ee De 


a-@i-Dee 6-Gi-neS 








Dass F’ in der That einen speciellen Complex und zwar in der 
Normalform darstellt, ergiebt sich aus der Formel: 


49, OF OF oF oF oF oF 
(13) 02, Of 0%, 0% + 0% 08% 


= 4 (2, 2,-+252,+4, 24) (A+40+ 22041304 AA]. 


Zum Beweise derselben hat man zu beachten, dass aus den Kigen- 
schaften der Wurzeln von (3) sich leicht die Gleichungen: 


3 3 + (01+ @2) [4 —(a+ 0.) + (03+ @,) yea %) = a ’ 
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(14) 2 + (01+ @2) (Os + 04) (0; + 96) =“ , 
’ ' A'(A Ad‘) —20ALN’ A; 
2’ (0;-+ @2) + inrepe a ae —=@, 


sowie die analogen ergeben, welche man durch Vertauschung von Q, @, 
mit 9,0, oder 9,0, erhalt. 

Den zweifachen Werthen der Invarianten ©, ©’ entsprechend er- 
halt man so zwei Covarianten w. Es sind diejenigen, deren Gerade die 
beiden Flachen f und in harmonischen Punktpaaren schneiden, re- 
spective harmonische Tangentenebenenpaare mit ihnen bestimmen. Bei- 
laufig folgt aus der Gleichung (13): " 


a4 ++ =, 

a;4,+ Q, +O,=—9, 

4,4, + 0, +=, 
d. h.: Die singuldren Linien der Complexe » =O werden durch den 
tetraedralen Complex R ausgeschnitten. 

Die Gleichung (11) stellt das Biischel von Flichen zweiten Gra- 
des vor, welches die namliche Durchschnittscurve resp. die nimliche 
umhiillende Developpabele besitzt wie f und g. Auf eine weitere Be- 
handlung derselben, z. B. fiir confocale lichen zweiten Grades, soll 





a aise. 
TT STS 
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hier nicht eingegangen werden. Es sei nur noch darauf hingewiesen, 
wie durch den Umstand, dass in (13) ausschliesslich Invarianten vor- 
kommen, das allgemeine Problem erledigt ist, die fundamentalen Cova- 
rianten ~ aus den allgemeinen Formen f und p abzuleiten, wozu man 
ohne Einfiihrung der liniengeometrisch-irrationalen Invarianten 0, 0’ 
nur schwierig gelangen diirfte*). 

Endlich sei noch bemerkt, dass die Gleichung: 
(15) 4+ 104 #04 20°'4+1'A’ =0, 
wie es sein muss, die vier Kegel resp. Kegelschnitte bestimmt, welche 
in dem Biischel (13) vorkommen. Denn das Verschwinden von (15) 
ist wegen (13) die Bedingung, unter welcher der Complex (11) einen 
Kegel resp. Kegelschnitt darstellt. 


§ VI. 
Specielle Fille. 


Die Untersuchungen des § II. gestatten, die simmtlichen denk- 
baren speciellen Falle a priori hinzuschreiben, welche die Discrimi- 
nante Y darbieten kann. Indem wir dies fiir » = 6 in der folgenden 
Tabelle ausfiihren, sollen die Elementartheilergruppen, welche einer 


Warzel + ys entsprechen, durch einen iibergesetzten Strich hervor- 


gehoben werden**). Links daneben gesetzt sind zur Vergleichung die 
Elementartheilercharakteristiken der entsprechenden Discriminante in 
Punkt- oder Ebenencoordinaten. 


Erste Gruppe. 


Keine der Wurzeln hat den Werth +- V * - Wir erhalten 6 Faille: 


(1) [4111] [il1111] 1 
(2) [211] [2211] 2 
(3) (A)11] faHnayin 3 
(4) [81] [33] 4 
6) [211] (22) 5 
(6) (111) [didi 6 





*) Die Untersuchung iiber die zugehérigen Formen von a;, — eb,;, kann mit 
Hiilfe der in § I. und II. entwickelten Betrachtungen leicht gefiihrt werden. Hier 
treten namentlich die mit S, = bezeichneten Covarianten und einige andere auf; 
um nicht zu weitliufig zu werden, sind diese Verhiltnisse hier iibergangen. 

**) Eine mehr als eingliedrige Elementartheilergruppe bezieht sich im Allge- ° 
meinen auf die Existenz einer linearen Reihe (Biischel) conjugirter Polarcomplexe. 


Dieselben sind simmtlich speciell, wenn die betreffende Wurzel von -+ V * 


verschieden ist, im anderen Falle allgemein. Ueber die Discriminante des Polar- 
tetraeders vergleiche die Arbeit des Herrn Liiroth (Schlémilch’s Zeitschr. f. 
Math, VIII, 1868), der Fall (12) ist dort nicht angegeben. 
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Zweite Gruppe. 


Die Wurzeln + /% sind héchstens als Doppelwurzeln vorhan- 
den, 4 Fille: 
[(_iji1 11} = =7 
(ll) 2 2 ] 8 
[ 14 1)(11)] 9 
(ll Ti 11] 10 


Dritte Gruppe. 


Eine der Wurzeln +75. ist vierfach, 8 Fille: 


(7) [22] (31) 11] 11 
[(31) (11) 12 
(8) [2(11)] (2211) 13 
[(22) (11)] 14 
(211) 11] 15 


[(211)(11)] 16 
(9) [(11)(11)] [(l111) 11] 17 
[ith (y] 18 
Vierte Gruppe. 
Kine der Wurzeln +- /% ist sechsfach. 


(10) [4] [(51)) 19 
[(42)] 23 
[(411)] 24 
(11) [(81)] [(33)] 20 
((821)) 25 
(12) [(22)] [(3111)] 21 
[(222)] 26 
(13) [(211)] [(2211)] 22 


Die beiden letzten Falle [2111] [111111] kénnen von vornherein 
ausgeschlossen werden, der erste wiirde og =f + Aa,?, der zweite 
ey =f bedingen. Aber auch die Fille 23, 24, 25, 26 treten in 
Wirklichkeit nicht auf; die iibrigen wird man im Folgenden angegeben 
finden. 

Es werde zuniichst der Fall betrachtet, wo eine der Wurzeln der 


Gleichung § V. (3) gleich +- V 7 ist. Die erforderliche Bedingung ist: 


. 
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(1) (2A, AA’ +A,) =2 VAA(A, +44), 
oder 
(2) [oe fA’ —0' YA}? = 


Nach den allgemeinen Untersuchungen des § II. existirt dann ein 
Biischel linearer Complexe, deren Coefficienten x, ¢ die Gleichungen 


(3) D jp Xy = V ® 2» bi.2: = 2; 
befriedigerr Unter ihnen befinden sich zwei, welche mit f und p gleich- 
zeitig in Involution liegen. 

Sie bilden mit den, den 4 anderen Wurzeln entsprechenden, Geraden 
ein Biischel von linearen Polarsextupeln. Die Directricen der linearen 
Congruenz sind die beiden Kanten des eigentlichen Polartetraeders, die 
Charakteristik : 


(7) [(11) 11 11}. 


Es kénnen aber auch + /* und — y* beide Wurzeln der Glei- 


chung sechsten Grades sein. Dazu ist erforderlich: 

A,+2A,AN=0, A,+ AA =0 
6,=0, O=—0, 

wihrend die Gleichung 6'° Gerades iibergeht in 


(A—@?A’)? [Ata e+ ot. | a, 


oder 





so dass die beiden letzten Wurzeln gegeben sind durch: 


eee va +0 ote — a = 


Diesen letzteren beiden entsprechend existiren zwei einfache conjugirte 
Polaren (Kanten des Polartetraeders), ausserdem aber zwei Biischel 
von linearen Polarcomplexen, demgemiiss eine Doppelschaar von Polar- 
sextupeln. Auch hier liefern die Directricen der linearen Congruenzen 
die iibrigen Kanten des Polartetraeders; die Charakteristik ist: 


(10) [(11) (11) 11). 


Liniengeometrisch ist dieser Fall ausgezeichnet durch die Existenz von 
vier linearen Complexen, welche mit f und gleichzeitig in Involution 
liegen, wie dies in § II. (19) nachgewiesen ist. Und ferner folgt aus 
den dort angefiihrten Entwicklungen: Fiir jede Fliiche existirt ein Polar- 
tetraeder, von welchem vier Kanten Erzeugende der anderen Fliiche sind. 
Die beiden einfachen Wurzeln entsprechen demnach zwei geraden Linien, 
welche beide Flichen in Vierseiten von Erzeugenden schneiden. Jedes 
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Vierseit bildet sammt seinen Diagonalen ein Polartetraeder derjenigen 
Fliiche, der es nicht angehort. 


Um diesen Fall an einem Beispiel zu erliutern, betrachte man 
die beiden Complexe: 


p= py + py + Ds? + py? + D;” + De? = 9, 
= ap,” — ap,? — ap,’ + ap? — ap,’ — po? =O. 
Die Wurzeln der Gleichung sechsten Grades sind, da * == @?: 
»7/O A 
e—+/4, = — ys; e=—1, e=-@’. 


Den Doppelwurzeln entsprechen als Lésungen der Gleichungen: 


A 
fir e—+ )/% 

Pn=9, pp=9, pp=9, pp =O, 
fiir en —p% 


Pi =9, pp=9, PD, =0, PR=9, 
d. h. zwei lineare Congruenzen, deren Directricen vier Kanten des f 


und @ gemeinsamen Polartetraeders bilden. Die Gleichungen der vier 
linearen Complexe, welche mit f und @ in Involution liegen, sind 

A+ =9, 1 —Mm=9, P+P,=—9, p, —-p, =O. 

Der Begriff der Involution eines linearen Complexes mit zwei Fliichen 
zweiten Grades, zu welchem die bisher besprochenen Fiille gefiihrt haben, 
soll nun in dem Folgenden noch genauer untersucht und seinem geome- 
trischen Inhalte nach dargelegt werden. 

Liegt ein linearer Complex mit einem speciellen Complexe zweiten 
Grades in Involution, so enthdlt derselbe alle Erzeugenden der einen 
Art. Aber man beweist leicht, dass demselben auch noch zwei Erzeugende 
der anderen Art angehiren, dass mithin das Strahlensystem, welches durch 
die beiden Complexe bestimmt ist, aus den Tangentenbiischeln lings zwei 
Erzeugenden der anderen Art besteht. 

Bezeichnet man nimlich die dreigliedrige Gruppe der involutori- 
schen Complexe des Complexes zweiten Grades durch: 


C, = az4 + beu + ev, 
so giebt a, = 0, b, = 0, c, = die Erzeugenden erster Art, wihrend 
die speciellen Complexe von C, die Geraden der anderen Schaar zu 


Axen haben. Damit nun z. B. der Complex a, = 0 eine der letzteren 
enthalte, ist zu setzen: 


Daa + bu +evP—0, 
Ai + (ab)u + (ac)v =0, 
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so dass sich eine quadratische Gleichung fiir die 4 uv ergiebt, deren 
Determinante nach § J. (15) nicht verschwindet. 

Liegt nun der lineare Complex C, = a, mit f und in Involution, 
so werden die correspondirenden Schaaren von Erzeugenden gegeben 
sein durch: 


a,=0, b,=0, c, =O fir f, 
e,=0, B.=0, y-=0 fir —. 

Aus diesen Gleichungen folgt aber unmittelbar, dass noch ein zweiter 
Complex existirt, welcher ebenfalls mit beiden F lichen in Involution liegt, 
dem dann die beiden anderen Schaaren angehiren. 

Die Coefficienten desselben sind nimlich durch das System der z 
gegeben, welches die Gleichungen: 

a,=0, 0.=—0, =0, §,—0, ¥,=—0 

befriedigt. Bezeichnet man diesen Complex durch C,, so finden sich 
also auf jeder Fliche zwei Erzeugende der zweiten Art, welche C,, und 
zwei der ersten Art, welche C, angehéren. Die beiden Geraden, welche 
die vier C, angehdrigen Geraden schneiden, sind conjugirte Polaren in 
Bezug auf C,. Daraus folgt dann ohne Weiteres: Diese beiden letzteren 
Geraden schneiden beide Fliichen in je einem Vierseit von Erzeugenden. 
Dasselbe gilt von dem Geradenpaare, welches analog zu C, gehirt, wo- 
mit eine bemerkenswerthe Gruppirung von Vierseiten auf beiden lachen 
gegeben ist. 

Man bezeichne ferner durch C,y die Schaar der Erzeugenden einer 
Fliche ~, welche dem linearen Complexe C, angehért. Man betrachte 
nun C,f und irgend zwei der anderen Art, welche conjugirte Polaren 
in Bezug auf C, sind. Sie werden offenbar gleichzeitig von zwei Er- 
zeugenden der Schaar C, mp geschnitten, denn alle Complexgeraden, welche 
die eine von zwei conjugirten Polaren des Complexes treffen, treffen 
auch die andere. Das liefert den folgenden Satz: 

In die Raumcurve vierter Ordnung, welche den Schnitt der beiden 
Fliichen bildet, lassen sich zwei einfach unendliche Schaaren von wind- 
schiefen Vierseiten einschreiben, deren Gegenseiten aus je zwei Erzeugenden 
der einen und der anderen F'liiche bestehen*). Die niimlichen Vierseite be- 
ziehen sich gleichzeitig im dualistischen Sinne auf die wmhiillende Deve- 
loppabele. 

Ist C, ein specieller Complex, so ist seine Axe eine beiden Flichen 
gemeinsame Erzeugende. Der Complex C, ist dann im Allgemeinen 





*) Auf diesen Satz wurde ich zuerst durch Herrn Sturm aufmerksam. Zu 
einer Reihe weiterer Siitze gelangt man, wenn man die Raumcurve von verschie- 
denen Punkten aus auf eine beliebige Ebene projicirt. Es sei noch bemerkt, dass 
die Gleichung der Raumcurve resp. der Developpabelen durch die drei Gleichungen 
f=0, p=0, R= 0 vorgestellt werden. 
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noch nicht speciell, er enthilt von den Schaaren C,f, C,m zwei Ge- 
radenpaare x’, 2”; &', &’, bestimmt durch: 
s.=0, a,-=0, 6.=0, «=0, X=0, 
s=0, ag=0, B=—0, yY=0, FE =—O~. 
Keines dieser Geradenpaare kann coincidiren, dagegen existirt nur eine 
einzige Gerade, welche beide Paare trifft, nimlich die Erzeugende a. 
Multiplicirt man nimlich die mit den 2 x” § &” horizontal und vertical 
gerinderte Determinante der Form a (d.-h. die Cayley’sche Deter- 
minante der vier Geraden) mit dem Quadrat der Determinante (zabcB y), 
so entsteht: 
gz | (OED CED FE | Be) (B2") 
* | 08") (8") | | va’) (2") 


welcher Ausdruck wegen A = 2 a;* = 0 verschwindet. Verschwinden 
endlich die beiden Invarianten ©, 0’, so haben wir vier lineare Complexe 
C,C,C,C,, welche mit f und » in Involution liegen. Bezeichnet man 
die Schaar von Erzeugenden auf einer Fliiche ~, welche zwei Complexen 
‘ks C, angehiért, durch C,, ~, so finden sich nach § II. 

auf f die Schaaren C,,f und C,,f 

n P » n C,,p und C,,g. 


2 - 


? 











Nun giebt es zwei Gerade von C,,f, welche conjugirte Polaren, 


sind in Bezug auf C, und C,. Sie werden von zwei Erzeugenden 
der Schaaren C,,g und C,,q gleichzeitig geschnitten. Es entsteht so 
ein Vierseit von Erzeugenden der Fiche yp, dessen Diagonalen Erzeugende 
von f sind. Kin zweites Vierseit correspondirt mit der zweiten Schaar 
von f, so dass im Ganzen vier Vierseite fiir die Fliichen existiren, bei 
denen je vier Kanten aus Erzeugenden der einen und die Diagonalen 
aus Erzeugenden der anderen Fliche gebildet werden. 

Der friiheren Betrachtung analog ergiebt sich noch: 

In die Raumcurve vierter Ordnung, in welcher sich f und gp schnei- 
den, lisst sich auf vierfache Art eine einfach unendliche Schaar von 
Vierseiten einschreiben, deren Gegenseiten Erzeugende der einen und 
anderen Fliiche sind. 

Auf die Existenz von Polartetraedern der einen Iliiche, deren vier 
Kanten Erzeugende der anderen sind, ist schon oben hingewiesen. 


§ VII. 


Fortsetzung. 
Die Gleichung § V. (3) erhilt ferner ein Doppelpaar gleicher 
Wurzeln, wenn die .Discriminante ihrer cubischen Resolvente ver- 


schwindet. Sei demnach 9, = @,, @: = 0,3 @, und @, beziehen sich 
Mathematische Annalen. X. 12 
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auf zwei conjugirte Polaren. Dagegen entspricht der Wurzel 0, = @, 
in den Gleichungen: 
D Ain Ly = 0, D bp X == 2; 
ein Werthsystem der 2, fiir welches: 
Lane =—0, Fhaxxy—0, X=—O0, 
ausserdem folgt hieraus: 
(vz) =0, Z=—0, 
Lane =O, Vbsz =O. 

Wir erhalten demnach zwei Gerade x, z, welche conjugirte Polaren 
in Bezug auf beide Flichen, zugleich aber Tangenten derselben sind, 
die von einem gemeinsamen Punkte auslaufen. Die Flichen haben daher 
einen gemeinschaftlichen Beriihrungspunkt. Das System der conjugirten 
Polaren besteht aus den beiden Geraden x, z und den beiden den 
Wurzeln 0,, 0, zugehdrigen Geraden, von denen die eine durch den 
Punkt (az), die andere in der Ebene (xz) verliuft. 

Setzt man etwa*) 

{ %%3 + %x, = 0 
() I | p2 + py? — 2,7. + 27, = 0 
2 3 Ps Ps ? 
so ist die Gleichung einer sie beriihrenden Fiche: 
a, 2,°+2a,2,2,4+2b, 2, 2,+4,2,2+ ¢2,?+2b,4,2,+2A2, x, =0, 
Pp," (a, — a34,) + 24a, p, p, + 2(a,b, — ayb,)p, ps — 2b, pp, 
(2) 9) +2 (a,b, — a, by) p, ps + 24 a; p, Pg + A? p,? + 240, py p, 
+p," (b,? —e ay) +2 (ca,— b,b,)pyp,—2c4p,p,+ (b,?—ca,)p,? 
+ 2db,p,p, = 0. 
Da die Gleichung ¥ 9 = 0 die Gestalt 
(4?— 9) (b,? — ca; — @) [(4b, — @)*? — A?a,c}? = 0 | 
annimmt, so hat man in der That die Charakteristik: 





(2) [2211], 
in dem besonderen Falle 4? = b,? — ca, dagegen: 
(8) - (227). 


Es werden sich die beiden Fliichen stationéir beriihren, wenn die Resol- 
vente von Y drei gleiche Wurzeln hat. Um diesen Fall an dem ange- 
gefiihrten Beispiele darzustellen, hat man in (2) zu setzen: 


*) Es sind immer gleichzeitig die Gleichungen der Flichen in Punkt- und 
Pliicker’schen Liniencoordinaten angegeben; im letzteren Falle natiirlich in der 
Normalform, so dass 

i. ee 2 ee ee 
OP: OP, ~ OP, OPy — ORs OPe 
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(b, —2)? = ae 
und damit wird die Charakteristik: 
(4) [33]. 


Es kénnen aber auch fiir e, = @, alle ersten Unterdeterminanten 
von Y verschwinden; wie vorhin gezeigt, findet das Gleiche dann auch 
fiir e, = @, statt. Wie zu Ende des § II. bemerkt ist, existiren dann 
zwei lineare Reihen von Werthen: 

Ly 4 Ag, 
a + Ak, 
welche die Gleichungen II. (9) befriedigen. Dabei ist nothwendig 
L(mtab)=—0, Batre)? —0, 


so dass zwei Biischel von Geraden vorhanden sind, deren Strahlen in 


Bezug auf beide Flidchen die némlichen conjugirten Polaren zukommen. - 


In demselben befinden sich zwei ausgezeichnete Gerade, fiir welche: 
(3) 2 (e+ AE) (Ze +4G) =O, 
d. h. der quadratischen Gleichung (3) entsprechend, deren beide 
Wurzeln 4,, 4, sein mdgen, giebt es zwei Paare sich schneidender 
conjugirter Polaren. Da nun auch fiir 4 = 4, oder 4 = 4, die folgenden 
Gleichungen. bestehen: 
4) f 2 r+4&) G+ Ab) ain = 0, 

( D(ar+4&) (ei +4b) bin = 0, 
so sind dieselben gleichzeitig Tangenten beider Flachen. Daraus folgt, 
dass f und sich in zwei verschiedenen Punkten beriihren; die Ver- 
bindungslinie der Beriihrungspunkte, sowie die Verbindungslinie der 
Centra der beiden genannten Biischel ist dann das System der conju- 
girten Polaren, welches den beiden Wurzeln 9,, 9, entspricht. 


Man kann, unter Beibehaltung der Gleichung fiir /—0, etwa 
setzen: 


7 21x", + a,x,? + 2a, 2,4; + a,2,? = 0, 
‘ BN 24 (AyD, Pp 43 Py Po— 4 Pi Ps GP, Py) +2" (Aq?—A, As) =O. 
Damit wird: 
Y = (a,”—a,a;— @) (A?— @) [(e—a,)? — aya, 
mit der Charakteristik: 
(3) [(11) (11) 11). 
Auch hier findet ein besonderer Fall statt. Wenn niimlich: 


a 
At = ay a, 43, 


so werden die conjugirten Polaren, welche g,, @, entsprechen, Direc- 





ST 
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tricen einer Congruenz conjugirter Polarcomplexe, und die Charakte- 
ristik ist tea 
(9) (11) (11) (11). 

Wenn f und » eine Erzeugende, z. B. z, =0, +, =O gemeinsam 
haben, so ist etwa zu setzen: 


Oy Uy? 2 yy Ly yy Ly® + 243%, HX, + 2ayyH, X, + 2a, Ly Ls 
+ 2a.,2,4,=0, 
(6) Dy [Pp @12— Pe 23 + P2413 +P; 14 + P34)” 
(Py yy 2 ys Dg F244 Dy) (Py 99 +2 Py Qo + 2p; Ao,) 
—- 2 (4344 44 4g3) T= 0. 


Im Allgemeinen kann man noch a,, = 0, a,, = 0 voraussetzen. Die 
Discriminante ¥Y = 0 hat vier gleiche Wurzeln @ = a,,a,, und zwei 
. einfache, die Charakteristik ist 


(11) ((31) 11). 

Der linearen Reihe, welche der vierfachen Wurzel entspricht, gehért 
ein specieller Complex an (die Congruenz der conjugirten Polarcomplexe 
ist eine specielle), dessen Axe die gemeinsame Erzeugende ist. Den 
beiden einfachen Wurzeln dagegen entsprechen zwei conjugirte Polaren. 
Sie liegen in den beiden lings der gemeinsamen Erzeugenden beiden 
Flichen gemeinsamen Tangentialebenen und zwar so, dass eine jede 
durch den Beriihrungspunkt derjenigen Ebene geht, der sie nicht an- 
gehort. 

Einen besonderen Fall bildet die Annahme a,,—0, a,, = 0. 
Es ist dann die vierfache Wurzel 9 = — a,,a,;, die doppelte e=<a,,a.5, 


aber beide sind jetzt von der Art +- V a so dass die Charakteristik 
wird: 
(12) (31) (11)). 

Die beiden conjugirten Polaren, von denen eben gesprochen wurde, 
erscheinen nun als Directricen einer linearen Congruenz. Geometrisch 
ist dieser Fall ausgezeichnet durch eine involutorische Paarung der 
Tangentenebenen von f und o lings der gemeinsamen Erzeugenden: Jedem 
Punkte derselben entsprechen zwei Tangentialebenen in Bezug auf 
f und q, denselben ist dann ein anderer Punkt zugeordnet, dem die 
nimlichen beiden Ebenen, aber in Bezug auf m und f entsprechen. 

Ist die gemeinsame Erzeugende Tangente der Raumcurve dritter 
Ordnung, in welcher sich {f und @ schneiden, so kann man in (6) 
Ay3 = Gy,, Gj, =O setzen. Dann sind 6 gleiche Warzeln @ = a,,’ 
vorhanden, mit der Charakteristik 


(19) (1), 
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besondere Fiille finden hier nicht statt, da die ersten Unterdeterminanten 
nicht ohne wesentliche Aenderung der gegenseitigen Beziehungen von 
f und » den Elementartheiler 2 erhalten kénnen. 

Will man den Fall zweier unendlich naher Erzeugenden, welche 
beiden Fliichen gemeinsam sind, aus (6) ableiten, so wire zu setzen: 


Ay, = Ag, = Ay, = Ay = 0, 
Ag = Uy 
und die Charakteristik wird: 
(21) ((3111)]. 


Wir gehen jetzt zu dem Falle iiber, dass sich die beiden Flichen in 
einem Kegelschnitt und zwei Erzeugenden schneiden. Man kann hier 
setzen : ; 

_ Lq (A,X, + A2%,+A,%3+ a,x) + Aa,x, = 0, 
(7) Dy (Gy Py — 43 M6 + Oy Dy + 4 Po)? + 4AM, (4p + 45 P2 + AyD) 
| —2a,ATT=0. 


Es ist eine vierfache Wurzel 9 = Aa, und zwei einfache 9 = 2?, 
@ =a,’ vorhanden, mit der Charakteristik : 

(13) [((22) 11]. 

Ks existirt ein Biischel conjugirter Polaren, gebildet aus den beiden 
gemeinsamen Erzeugenden. Den einfachen Wurzeln entsprechen die 
Durchschnittslinie ihrer Ebene mit der Ebene des Kegelschnittes und 
die Verbindungslinie ihres Poles in Bezug auf jenen Kegelschnitt mit 
dem Schnittpunkt der Erzeugenden. 

Dieser Fall ist ausgezeichnet durch eine Reihe von besonderen. 
Zuniichst kann 4 = a, sein. Die Erzeugenden schneiden sich dann auf 
dem Kegelschnitte. Die Charakteristik wird: 


(20) [(33)]. 

Ist dagegen 4 = — a,, so sind sowohl die Doppel- als auch die vier- 
fache Wurzel vom Charakter +- V > und die Charakteristik wird: 
(14) (22) (11). 


Endlich kénnen aber fiir die vierfache Wurzel noch die zweiten 
Unterdeterminanten verschwinden, wodurch man zu den beiden Fallen 
(15) (211) 11], 

(16) [(211) (11)) 
gefiihrt wird. 


Der Fall, wo f und @ sich in Kegelschnitten schneiden, ist schon 
oben unter [(11) (11) 11] behandelt. Beriihren sich diese Kegelschnitte und 
setzt man demgemiss etwa 
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2au,2, + u,? + 2(a+c)a,2, + 2, + dx, =0, 
YP \ a p;’+(a?+2ac)p,?—2a(a+ c)p,p,+2a(a+c)p,p, +2 ap, De 
— 2ac’p,p, — edp,? 4+ 2d(a+c)p,p, — dp? = 0, 
so sind zwei dreifache Wurzeln 9 = a?, @ = a* + 2uc vorhanden; 
zugleich ist die Charakteristik: 
(6) (21) 21)], 


und man erhilt zwei Biischel von Geraden, welche in Bezug auf f 


und » conjugirte Polaren sind. 

Beriihren sich f und @ lings eines Kegelschnittes, so hat man zwei 
dreifache Wurzeln mit der Charakteristik : 
(6) . (111) (111), 
so dass zwei Biindel conjugirter Polaren vorhanden sind. In diesem 
Falle verschwindet die Covariante R fiir jede Gerade des Raumes, so 


dass der Flichenbiischel in der einfachen Form f+ Aq dargestellt 
werden kann. 


Kin specieller Fall hiervon ist wieder, dass f und pm zwei Paare 
unendlich naher Erzeugenden gemeinsam haben. Man wird hier setzen: 
We ty + %,%, + Ax? =O, 
® lv? +p? + 275P6 — 2p.P, — 44,7; = 0, 
und erhalt die Charakteristik 
(22) * (2211). 

Schneiden sich die Fliichen in einem Vierseit von Erzeugenden, 
so hat man eine vierfache und zwei einfache Wurzeln, den letzteren 
entsprechen die Diagonalen des genannten Vierseites, und jede Gerade, 
welche beide Diagonalen trifft, hat in Bezug auf beide Flichen die 
nimliche conjugirte Polare. Die Charakteristik ist: 

(17) (1111) 11). 

Auch hier kann noch ein specieller Fall stattfinden, der sich auch 
aus dem schon oben behandelten Falle, dass vier Erzeugende von f ein 
Polartetraeder von g bilden, ableiten lisst. Setzt man niamlich: 

{ A,X? + dyX, + aX,’ + a,x? =0, 

Gy Os Py” + A pp? + A,Asp,? + A, 4, Ny” + A, Gyp_” + G24, p,* = 0, 


so ergiebt sich, wie schon in § VI. gefunden wurde: 


(10) ((11) (11) 14), 
wihrend dem besonderen Falle a,a, = a,a, 
(18) (711) (TH) 


entspricht, welches als Specialfall von [(1111)11] aufzufassen ist. 
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§ VIII. 


Conjugirte Polaren in Bezug auf lineare Complexe und lineare Complexe 
in Verbindung mit Flichen zweiten Grades. 


Iudem wir die Untersuchungen von mehr als zwei speciellen Com- 
plexen fiir jetzt nicht weiter verfolgen, wollen wir noch darauf hin- 
weisen, wie ganz ahnliche Betrachtungen iiber gemeinsame conjugirte 
Polaren auch in Bezug auf lineare Complexe und specielle Complexe 
zweiten Grades angestellt werden kénnen. 


Zwei lineare Complexe a, = 0, b, =0 haben die naimliche con- 
jugirte Polare der Geraden x (des Complexes x), wenn die Gleichungen: 


" b. 
(1) xi — 2a, + =@ (x,—20, 3) 


bestehen. Man erhilt so wieder eine Gleichung sechsten Grades fiir 
o, welche die Form: 
2 

(2) (e—1)'[“Tp o (e+1)'] =0 
hat. Der Wurzel @ = 1 entspricht die Lésung a, = 0, b, =0, d. h. 
die Congruenz der beiden Complexen gemeinsamen Geraden (allgemeiner 
das System der zu beiden in Involution liegenden Complexe) fir die 
anderen beiden Wurzeln ist dagegen, da aus (1) folgt: 

X(1—¢?) =0 
im Allgemeinen X = 0); sie fiihren auf die beiden Directricen der ge- 
nannten Congruenz. 

Ein besonderer Fall ist hier (ab) =, d. h. involutorische Lage 
der beiden Complexe. Die Wurzel 9 = — 1 ist dann ebenfalls eine 
Doppelwurzel, fiir welche iiberdies alle ersten Unterdeterminanten der 
aus (1) zu bildenden Determinante verschwinden. Es existirt also eine 
lineare Reihe conjugirter Polarcomplexe, unter denen die beiden Direc- 
tricen wieder die bekannte Stelle einnehmen, Der andere Ausnahme- 
fall (ab)? = AB ist ebenfalls leicht zu deuten. 


Sollen ferner gemeinsame conjugirte Polaren eines linearen Com- 
plexes 
az = 0 


mit dem speciellen Complexe zweiten Grades 
, f= D AiR UX = 0 


aufgesucht werden, so ist zu setzen: 


(3) re (x—2a. *) = Larry. 


Man erhilt die Gleichung sechsten Grades: 
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Giz—O@ a 
2a =) ‘ 
Ke 1 | 


(4) 


A 





Sie hat offenbar zwei Paare gleicher Wurzeln +- /A, fiir welche 
noch alle ersten Unterdeterminanten der Determinante von (3) verschwin- 
den. Dadurch wird es méglich, die Gleichung (4) véllig entwickelt hinzu- 
schreiben. 


Setzt man namlich: 








¥ Gik—Q a; F ‘. 
Z=| , gl ~SPatehbt+eretedt octf, 
so erhalt man leicht: 
a =(ab), 
 - C 
b= + (a; 3) =|ab], 
c= — 2(ab)A, 


f= [adja?, 
und da bereits bekannt ist, dass X durch (e?— A)? theilbar ist: 


d= — 2A [abd], 
e = A*(ab), 
so dass die Gleichung (4) wird: 
(5) (et—Ay[e? + A + 20 | == (), 


Da ausserdem: 
(A—¢’)X=0, 


so ist X =O fiir die beiden einfachen Wurzeln der Gleichung (5). 
Ferner sind diejenigen Werthsysteme der ‘x’, welche zu zwei nicht 
reciproken Wurzeln 9,9; gehéren, immer in Involution. Denn aus der 
Gleichung: 

0:0; (x! x4) = A (aia) 


folgt (x‘x4) = 0, sobald nicht 9:9; — A. 


Es existiren daher zwei Reihen linearer Complexe, welche die 
namlichen Conjugirten in Bezug auf die beiden gegebenen Complexe 
besitzen. In jeder befinden sich zwei specielle; ihre Axen sind Er- 
zeugende von f und bilden ein Vierseit, dessen Diagonalen den ein- 
fachen Wurzeln entsprechen. Einen besonderen Fall bildet die An- 
nahme: 


{aa]* = A?A. 
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Die Gleichung (5) hat dann nur die Wurzeln + /A, von denen 
die eine vierfach ist, Ks sind dann zwei doppeltzihlende Biischel von 
Tangenten der f vorhanden, welche zugleich dem linearen Complexe 


angehéren. Der Fall A = 0, [aa] = 0 endlich ist sehr leicht zu er- 
ledigen. ' 


§ IX. 
Metrische Probleme. 


Der Fall, dass fiir die Form in § Il. A’ = 0 ist, ist daselbst 
nicht mit beriicksichtigt. Wir werden daher hier eine Discussion des- 
selben geben, zugleich aber auf eine besondere Deutung hinweisen, die 
sich diesem Falle in Bezug auf metrische Anschauungen geben lisst. Da- 
bei mag es geniigen, » = 6 zu nehmen. 

Bereits von den Herren Frahm, Lindemann, Ovidio ist in 
ausgedehntestem Masse von metrischen Untersuchungen in der Linien- 
geometrie Gebrauch gemacht worden. Es mag daher in Betreff des 
Folgenden namentlich auf die Arbeit des Herrn Lindemann verwiesen 
werden*), Um in engerem Anschluss an bekannte geometrische Vor- 
stellungen bleiben zu kénnen, soll hier als Fundamentalgebilde der 
Massbestimmung ein specieller Complex zweiten Grades mit verschwinden- 
der Determinante zu Grunde gelegt werden. 

Es sei 
(1) F = a, + Ba? + yx? =0 
die Gleichung eines Kegelschnitt (Kegel) -Complexes, dessen durch a, B, y 


bestimmte Ebene E als unendlich ferne Ebene anzusehen ist. Dabei ist: 


, 


Ya?=0, Zp2=0, Vy¥?=0, (aB)=0, (By) =0, (ya) =0. 


Kine beliebige Gerade (linearer Complex) a schneidet die Ebene E 
in einem Punkte, dessen Polare in Bezug auf F' die Coordinaten 


¢ 1 oF 
(2) i= 2 Ga; 
hat; sie gehért dem Complexe F' selbst an, wenn 


(aa)? + (ap)? + (ay)? =0. 


Sind die a Coordinaten eines linearen Complexes, so bedeutet die 
letztere Gleichung, dass das Biischel der Complexgeraden in EF sein 
Centrum auf dem Kegelschnitt F’ hat. 





*) Lindemann, Projectivische Mechanik, Math. Annalen Bd. VII, p. 56. 
Die Arbeiten von Frahm und Ovidio waren mir leider nicht zugiinglich, 
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Zwei gerade Linien a, b; allgemeiner zwei Complexe a,, b, bilden 
ferner ein gewisses Doppelverhiiltniss mit dem Kegelschnitte. Es ist 
darunter das Doppelverhiiltniss der beiden Centra der den beiden Com- 
plexen in E angehdérigen Biischel in Bezug auf den Kegelschnitt zu 
verstehen. Der Werth desselben ist das Verhiltniss der beiden Wurzeln 
@ der quadratischen Gleichung, welche entsteht, wenn in der Glei- 
' chung (1) an Stelle von 2; a; + ob; gesetzt wird. Insbesondere werden 
also zwei Complexe auf einander senkrecht stehen, wenn: 


(3) (am) (be) + (a8) (08) + (ar) (by) = 0. 


Die letztere Gleichung aber kann man auch so interpretiren, dass 
C mit dem in Bezug auf F zu a conjugirten Polarcomplexe in In- 
volution liegt oder umgekehrt: Complexe, welche zu einem gegebenen 
senkrecht stehen, liegen zu dessen conjugirtem Polarcomplexe in Invo- 
lution*). 

Die conjugirte Polare einer unendlich fernen Geraden: 


(4) Yi = Aaj + UB + V7: 
in Bezug auf den speciellen Complex zweiten Grades: 
: f—0 
ist 
gg awe Dt. or of). 
(5) a [4 ba, + hop + ix | 


Die Geraden 2; bestimmen den Mittelpunkt der Fliche f durch ihren 
gemeinsamen Schnittpunkt. Soll demnach die Fliche zur Classe der 
Paraboloide gehéren, so muss die Determinante: 


of of of 
lax oe Zp *F7| 
verschwinden, welche man leicht in die Form: 


[wal] [8] [a7] | 
[Be] (68) (67! | 
| (ve) (vB) [v7] | 


bringt, in welcher, wie auch vorhin [«f] = = z a; eo ist. 


Man erhialt die Gleichung des Kegelschnittes, in welchem die 
Flache f der Ebene E begegnet, wenn man die Coordinaten y der 
unendlich fernen Geraden in f =O einsetzt. Damit also die Fliche 
eine Kugel sei, muss die aus f resultirende Gleichung fiir 4, uw, v mit 


*) Vgl. Lindemann p. 66. 
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der Form 4? + wu? + v? = 0 sich identificiren lassen. Die entsprechen- 
den Bedingungen sind: 
(«BJ = 9, [By]=90, [ya] =0, 
[wa] = [66] = [yy]. 
In ahnlicher Weise wiirde man auch die Bedingungen fiir Ro- 


tationsfliichen u.s. w. aufstellen kénnen. Einen allgemeineren Weg dazu 
erhiilt man indessen durch Benutzung der Discriminante ¥ des § II. 


Ist nimlich der Complex » ein Kegel- (Kegelschnitt) Complex, so 
verschwindet A’. Die Gleichung sechsten Grades § V. (3) reducirt 
sich aber auf: 


(6) AS — 9p AA? + oA, A — A, = 0. 

Den drei Wurzeln 0, 9, @, derselben entsprechend hat man dann: 
Lant, = 0, DPhux =z, 

(7) Lark = 0. VHX = 27, 
Lat, = 0, Vix, = 2". 

Aus diesen Gleichungen schliesst man sofort, dass im Allgemeinen: 


x=0, X*=0, X”"=0, Z=0, Z”=0, Z”=0. 
(a'2")==0, (a 2’)==0, (x"2")=0, (4'"2"”)=0, (2'2")=0, (2 2’) =0. 
(2'a") =O, (2°2'")=0, (27) =0, 
(f2")=0, (2'2") =0, (2" 2) =0,7 
D. h. es entsteht ein gemeinsames Polartetraeder von f und q, 
dessen Kanten 2’, 2”, 2”, 2’, 2", 2” sind. 2, 2”, 2” verlaufen durch 
die Spitze des Kegels, a a” x” in der Polarebene der letzteren in 
Bezug auf f. 


Man kann nun der Gleichung (6) eine andere Form geben, welche 
eine interessante Vergleichung unseres liniengeometrischen Polarpro- 
blems mit dem analogen fiir Punkt- oder Ebenencoordinaten gestattet. 


Legt man nimlich an Stelle von g = 0 geradezu die Gleichung (1) 
F = 0 wz Grunde, so ergiebt sich durch eine leichte Umformung der 
Discriminante ¥ des § II., wenn noch = = uu gesetzt wird, die folgende 
Determinante dritten Grades: 


| [wa]—w [ap] [ey] 
(8) [Ba] (BB)—wu [By] =0. 
Ly a] (vB) [yy] —# | 


Wie leicht zu iibersehen, ist damit die cubische Gleichung gegeben, 
welche das Polartetraeder von f liefert, dessen drei vom Mittelpunkte 
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von f auslaufende Kanten Hauptaxen der Fliche sind. Und man kann 
an die Gleichung (8) natiirlich alle diejenigen Betrachtungen iiber die 
gegenseitige Lage des Complexes F' und der Fliche f ankniipfen, die 
im Problem der Hauptaxentransformation einer Fliche zweiten Grades 
bei der analogen cubischen Gleichung auftreten; womit eine Behandlung 
der Theorie der Flaichen zweiten Grades angedeutet ist, welche gleich- 
zeitig die drei geometrischen Anschauungsweisen der Punkt-, Ebenen- 
und Liniengeometrie in sich begreift. 


Darmstadt, im Januar 1876. 














Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven. 


Von Axex Harnacx in Leipzig. 


Die Frage, aus wie vielen von einander verschiedenen reellen Ziigen 
eine Curve n'** Ordnung mit oder ohne Singularitiiten hichstens zu- 
sammengesetzt sein kann, ist, wie es scheint, bisher nicht aufgeworfen 
worden; jedenfalls findet sich, soweit mir die hierher gehérige Litteratur 
bekannt ist, eine Beantwortung derselben nur fiir einzelne Fille. Bei 
der Classification der Curven nach ihrem Geschlechte trat zunichst die 
Kigenschaft gleich zu Tage, dass alle Curven vom Geschlecht: pO (von 
Cayley Unicursaleurven benannt), falls sie tiberhaupt reell sind, nur 
einen Zug besitzen, wobei die Singularititen (vielfache Punkte, beziig- 
lich vielfache Tangenten), auch wenn sie isolirt vorkommen, nicht als 
Ziige gezihlt werden. Diese EKigenschaft liess sich aus der rationalen 
und eindeutigen Darstellung der Curve vermittelst eines Parameters 
ohne Weiteres erschliessen*). Die Untersuchung der Curven dritter 
Ordnung hatte schon friiher zu dem Resultate gefiihrt, dass hier nicht 
mehr als zwei getrennte Ziige auftreten, ein Satz, der sich vermége 
der eindeutigen Beziehung, welche zwischen Curven gleichen Ge- 
schlechtes besteht, oder, was in diesem Falle das niimliche besagt, 
vermége der Darstellbarkeit aller dieser Curven durch elliptische Fune- 
tionen leicht dahin erweitern liisst, dass alle Curven vom Geschlecht: 
p = 1 hochstens zwei von einander verschiedene Ziige besitzen. Auch 
ist bekannt, dass die allgemeine Curve vierter Ordnung vom Geschlecht: 
p = 53 aus vier gesonderten Theilen zusammengesetzt sein kann. 

Es ist nun der Zweck dieser Note, nachzuweisen, dass ein gleich 
einfaches Gesetz fiir Curven beliebigen Geschlechtes gilt, demgeméiss 
eine Curve vom Geschlecht p nie mehr als p + 1 getrennt verlaufende 


*) Dass diese rationale und eindeutige Darstellung des Curvenelementes x 
durch einen Parameter 4 zugleich zu einer wechselseitig eindeutigen gemacht 
werden kann, so dass die Werthe von « durch eine continuirliche Aufeinander- 
folge aller Werthe von 4 im Allgemeinen eindeutig erhalten werden, ist neuer- 
dings von Liiroth nachgewiesen worden. Math. Ann. Bd. LX, p. 163. 
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Ziige enthilt, sodann aber zu zeigen, dass auch wirklich, fiir jede Ge- 
schlechtszahl p, Curven mit p-+-1 Ziigen existiren. Die Methode, welche 
bei dieser Darstellung zur Anwendung kommen wird, griindet sich, 
entsprechend der Definition der Curve durch eine algebraische Glei- 
chung mit reellen Coefficienten, ausschliesslich auf das Bezout’sche 
Theorem und auf die nach den Untersuchungen von v. Staudt und 
Mobius geliiufige Unterscheidung der algebraischen Curvenziige in 
paare und unpaare. 

Unter einem vollstindigen Zuge wird im Folgenden die Gesammt- 
heit aller der Theile zu verstehen sein, deren Durchlaufen nothwendig 
ist, um von einem Punkte des Zuges nach Ueberschreitung anderer 
Punkte, und zwar eines jeden im Allgemeinen nur einmal, zu dem 
Ausgangspunkte zuriickzukehren, mag dann auch dieser Zug im End- 
lichen in verschiedene Aeste zerrissen erscheinen, wie z. B. bei der 
Hyperbel. Dabei muss ferner betont werden, dass die Aenderung 
der Tangentenrichtung eine continuirliche sein soll. Zufolge dieser 
Bemerkung sind zwei Curvenziige, auch wenn sie sich schneiden, noch 
immer als zwei gesonderte zu betrachten. 

Endlich soll hier gleich gesagt werden, dass die nachstehenden 
Untersuchungen, zuniichst fiir Ordnungscurven ausgesprochen, einen 
volistindig dualen Charakter tragen, so dass sie giltig bleiben, auch 
wenn die Curve als durch die Bewegung einer Geraden erzeugt ge- 
dacht wird. Denn hierbei lassen sich die Curvenziige in gleicher 
Reihe in paare und unpaare trennen, je nachdem die Anzahl der von 
einem Punkte der Ebene an den Zug ausgehenden Tangenten gerade 
oder ungerade ist. Die in diesem Sinne unpaaren Ziige sind durch 
eine ungerade Anzahl von Riickkehrpunkten charakterisirt; und zwar 
muss diese ungerade Zahl, falls keine Doppeltangenten oder Wende- 
tangenten am Zuge auftreten sollen, auch hier mindestens gleich drei 
sein. Das Auftreten dieser beiden Singularitiiten aber, von denen jede 
als zwei Riickkehrpunkte absorbirend betrachtet werden muss, aindern 
den Charakter eines paaren oder unpaaren Classenzuges ebensowenig, 
wie der des paaren oder unpaaren Orduungszuges durch das Entstehen 
von Doppel- oder Riickkehrpunkten gestirt wird. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen gehe ich zu dem Beweise 
des oben aufgestellten Satzes selbst iiber. Derselbe verlangt den Nach- 
weis: erstlich der Unmdglichkeit von p 4- 2 oder mehr Ziigen, sodann 
der Existenz von p + 1 Ziigen. 


I. 


Betrachtet man zuniichst eine Curve n' Ordnung, ohne irgend 
welchen vielfachen Punkt, deren Geschlecht p mithin gleich 4(m—1). 
(n—2) ist, so gilt der Satz, dass diese Curve, falls » eine gerade Zahl 
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ist, gar keinen, falls m eine ungerade Zahl ist, nur einen unpaaren 
Zug besitzt. Denn da sich zwei unpaare Ziige mindestens in einem 
Punkte schneiden, so wiirden, falls die Curve m'** Ordnung mehrere 
solcher Ziige enthielt, Doppelpunkte auftreten, was fiir die allgemeine 
Curve eben ausgeschlossen ist. 

Wir nehmen nun an, die Curve x‘ Ordnung bestiinde aus 
p+l1—4(m—1) (n—2)+ 1 paaren Ziigen (dieselben sollen der 
Kiirze halber im Folgenden auch als ,Ovale“ bezeichnet werden), zu 
denen, falls » ungerade ist, noch ein unpaarer, falls » gerade ist, 
noch ein paarer Zug tritt. Jeder paare Zug hat bekanntlich die Eigen- 
schaft von jedem anderen algebraischen Zuge immer nur in einer ge- 
vaden Anzahl von Punkten, die auch gleich Null sein kann, geschnitten 
zu werden, Diese Kigenschaft wird uns niitzlich, indem wir eine Curve 
n— 2' Ordnung construiren, welche jedes der p+ 1 Ovale in einem 
auf demselben willkiihrlich angenommenen Punkte schneidet. Durch 
Festsetzung eines Schnittpunktes wird dann jedesmal ein zweiter auf dem 
Ovale mitbedingt sein. 

Eine allgemeine Curve nm — 2' Ordnyng ist aber, erst durch 
4(n—2) (n+ 1) Punkte bestimmt, so dass, wenn aufden p + 1 Ovalen 
je ein Schnittpunkt gegeben wird, noch 

4 (n— 2) (n+ 1) me 4 (n—1)(n—2) —1L1 =n —3 

Punkte gewahlt werden kénnen, durch welche diese Curve ebenfalls 
hindurch gehen soll. Verlegt man dieselben simmtlich auf den noch 
iibrigen Zug der Curve n'** Ordnung und bestimmt die Anzahl der 
Punkte, in denen die so construirte Curve die gegebene schneidet, so 
ergiebt sich, dass diese Zahl mindestens gleich n(m— 2) + 2 werden 
wiirde, was der Annahme einer irreducibelen Curve n‘’ Ordnung wider- 
streitet. 

Denn die p + 1 Ovale, von denen jedes in zwei Punkten geschnitten 
werden miisste, liefern zusammen (n— 1)(n—2) + 2 Punkte. Der ge- 
sondert betrachtete Zug erfordert, falls er gerade ist, ebenso eine ge- 
rade Anzahl von Schnittpunkten, so dass aus der Annahme der n — 3 
Punkte noch ein weiterer hervorgeht; ist er dagegen ungerade, so wird 
er von der construirten Curve, deren Ordnungszahl » — 2 dann eben- 
falls ungerade ist, in einer ungeraden Anzahl von Punkten getroffen, 
so dass auch hier die » — 3 gegebenen Schnittpunkte mindestens noch 
einen weiteren erfordern. In beiden Fiillen ergiebt sich also die als 
unmoglich erkannte Zahl: 


(m —1) (n—2) + 2+ (n—3) + 1 = u(n—2)42. 
Ks ist somit bewiesen, dass bei einer allgemeinen Curve n'* Ord- 


nung die Zahl der vollstiindigen Ziige jedenfalls nicht grésser als p + 1 
sein kann, 
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Dieser Satz behilt aber auch fiir Curven, welche mit Singularitaten 
behaftet sind, seine Giltigkeit. Bei dem Nachweise hiervon werde ich 
mich indessen, um nicht weitliufig sein zu miissen, zunichst nur auf 
die einfachen Singularitiiten (Doppelpunkte und Riickkehrpunkte) be- 
schranken. 

Da bei diesen Betrachtungen das Auftreten mehrer unpaaren Ziige, 
durch deren Schnittpunkte Doppelpunkte entstehen, zu beriicksichtigen 
ist, so muss die Untersuchung hier so gefiihrt werden, dass man die 
Anzahl dieser unpaaren Ziige als bekannt voraussetzt. Es sei demnach 
eine Curve »'** Ordnung gegeben, von welcher angenommen wird, dass 
sie vy unpaare Ziige besitzen soll, Dieselben schneiden sich in mindestens 
4v(v—1) Punkten, welche mithin Doppelpunkte fiir die betrachtete 
Curve sind. Ausserdem midge dieselbe noch d Doppelpunkte oder 
Riickkehrpunkte enthalten, iiber deren. Realitit und Lage gar keine 
Annahmen getroffen werden, von denen also auch ein Theil dadurch zu 
Stande kommen kann, dass sich je zwei der v unpaaren Ziige in mehr 
als einem Punkte schneiden. Das Geschlecht der Curve wird also: 

p= 4 (n—1) (n—2) — $v(v—1) -—d, 
und es ist der Nachweis zu erbringen, dass solch eine Curve jedenfalls 
nicht mehr als p-+ 1 Ziige, also im vggliegenden Falle nicht mehr 
als p+ 1 — vy Ovale besitzen kann. 

Der Beweis dieses Satzes erleidet einige Modificationen, je nach- 
dem die Zahl n und demgemiiss auch » gerade oder ungerade ist. Es 
soll zuniichst der erste dieser beiden Fiille niiher betrachtet werden: 

Angenommen die Curve habe noch p — v + 2 Ovale, so construire 
man wiederum eine allgemeine Curve n — 2‘ Ordnung, welche jedes 
dieser Ovale in einem vorgeschriebenen Punkte schneidet und ausserdem 
durch die $v(v—1)-+ d Doppelpunkte einfach hindurehgeht (durch 
diese letzteren sind moéglicherweise auch imaginiire Bestimmungsstiicke 
fiir die Curve gegehen). Bei dieser Forderung bleiben noch 


4(n—2) (n+1) — 4(n—1) (n— 2) + ¥—2—n+v-—-4 


Bestimmangsstiicke zur Construction der Curve willkiihrlich. Man kann 
mithin verlangen, dass diese noch durch » +. vy — 4 vorgeschriebene 
Punkte (was eine gerade Anzahl ist), gelegen auf irgend einem der 
vorausgesetzten Ovale hindurehgeht. Berechnet man nun, in wie viel 
Punkten sich die beiden Curven n'* und » — 2 Ordnung schneiden, 
so ist zu beriicksichtigen, dass jeder der » — v + 2 Punkte, welche 
auf den Ovalen angenommen wurden, noch einen zweiten Schnittpunkt 
bedingt, selbst wenn reelle Doppelpunkte auf den Ovalen in der Form 
von Schleifen oder Spitzen auftreten, oder wenn insbesondere Doppel- 
punkte dadurch zu Stande kommen, dass sich die Ovale unter einander 
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oder mit den unpaaren Ziigen schneiden; denn das Auftreten dieser 
letzteren Art von Doppelpunkten kann, auf jedem Ovale immer nur 
paarweise erfolgen. Ebenso trifit die zu construirende Curve jeden der 
unpaaren Ziige der Voraussetzung nach in vy —1 Punkten, und da 
diese Zahl ungerade ist, wihrend die zu construirende Curve eine ge- 
rade Ordnungszahl besitzt, so muss auf jedem Zuge noch mindestens 
ein weiterer Schnittpunkt gelegen sein, auch wenn noch andere als 
diese » — 1 Doppelpunkte auf einem unpaaren Zuge vorhanden sind. 
Die Summe aller Schnittpunkte wird demnach mindestens gleich: 


2(p—v-+2) + 2d + v(v—1) + ¥+4+n+v—4=—n(n—2)42 
sein miissen, was der Voraussetzung widerstreitet. 


Ist aber » und also auch v eine ungerade Zahl, so wird man durch 
eine ganz analoge Betrachtung auf dieselbe unmdgliche Zahl von Schnitt- 
punkten gefiihrt, nur dass jetzt die Annahme von v — 1 Punkten, in 
denen die Curve » — 2'** Ordnung einen unpaaren Zug schneiden soll, 
desshalb noch immer einen weiteren Schnittpunkt nach sich zieht, weil 
ein unpaarer Curvenzug von einer algebraischen Curve mit ungerader 
Ordnungszahl in einer ungeraden Zahl von Punkten getroffen wird*). 


I]. 


Um die Ezistenz von Curven mit der Maximalzahl reeller Ziige 
nachzuweisen, steige man von den bekannten Curven niederer Ord- 
nung zu denen hodherer Ordnung auf, indem man zu einer allgemeinen 
Curve n'* Ordnung, welche die ihr zukommende Maximalzahl wirklich 
besitzt, eine gerade Linie hinzunimmt und nun den Verlauf dieser bei- 
den Curven gleichzeitig ins Auge fasst. Es wird sich zeigen, dass 
man auf diese Weise eine Curve » + 1 Ordnung der gesuchten Art 
construiren kann, wenn man die Curventheile, welche an die gemein- 
samen Schnittpunkte herantreten, nach bekannten Principien durch 
ihnlich verlaufende ersetzt. Werden alle singuliren Punkte dabei auf- 
gelést, indem die Curve n't Ordnung selbst ohne Singularititen vor- 
ausgesetzt wird, so gelangt man durch diese Betrachtung auch nur zu 
der allgemeinen Curve n + 1'* Ordnung und kann also noch nicht den 
Satz aussprechen, dass es zu jeder Geschlechtszahl p Curven mit p+1 
reellen Ziigen giebt. Der Vollstiindigkeit halber wird man daher die 


*) Fiir die Anwendung dieser Betrachtungsweise auf Curven mit hdheren 
Singularititen soll hier nur die Regel angefiihrt werden: Die Curve n —2"t Ord- 
nung ist so zu bestimmen, dass sie in einem k-fachen Punkt der Curve net Ord- 
nung, welcher das Geschlecht derselben um 44(k—1) Einheiten erniedrigt, einen 
k—1-fachen Punkt erhilt, Derselbe ist demnach als Schnittpunkt der beiden in 
Betracht .gezogenen Curven k(k—1)-mal zu rechnen. 


Mathematische Annalen, X. 13 
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n— 2 Geschlechtszahlen, welche zwischen 4 (m — 1) (n— 2) und n(n —1) 
liegen, nachtriglich zu beriicksichtigen haben. 

Nimmt man zuniichst eine Curve zweiter Ordnung und zwar der 
Einfachheit halber eine Ellipse an (a,?=0O), und schneidet dieselbe 
durch eine gerade Linie (v,—0) in zwei reellen Punkten, so kann das 
Gebilde, welches durch diese beiden Curven entsteht, auf zwei ver- 
schiedene Weisen beschrieben werden: entweder man durchliuft das- 
selbe in einem continuirlichen Zuge, wobei nur jeder der beiden Schnitt- 
punkte zweimal ifberschritten wird, oder man setzt es aus zwei Ziigen 
zusammen, welche nur in den beiden Schnittpunkten aneinanderstossen. 
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Dem Durchlaufen der ersten Art entspricht eine eintheilige, dem 
der zweiten eine zweitheilige Curve dritter Ordnung. Um die Glei- 
chung solch einer zweitheiligen Curve, auf die es hier ankommt, zu 
erhalten, verfahre man folgendermassen: Es seien g“) 0, gq =0, g® = 0 
die Gleichungen dreier Geraden, von denen keine die innerhalb der 
Ellipse liegende endliche Strecke von v, in reellen Punkten schneidet*) ; 
alsdann ist, wenn 4 einen willkiihrlichen Parameter bezeichnet, durch 
die Form: 

ate v +2. q?-q%-q® =0 


x =z 


ein Biischel von Curven dritter Ordnung dargestellt. Giebt man der 
Groésse 4 einen unendlich kleinen Werth, so muss die Curve sich in 
unmittelbarer Nachbarschaft des Kegelschnittes und der Geraden er- 
strecken; ihre sechs Schnittpunkte mit jenem, so wie ihre drei Schnitt- 
punkte mit dieser sind durch die Wahl der Linien q festgelegt. Da 
nun die Curve die Linie v, an keiner innerhalb des Kegelschnittes ge- 
legenen Stelle schneidet, so verliuft sie in der Weise, dass ihr einer 
Zug lings der einen Kegelschnitthilfte und den ausserhalb des Kegel- 
schnittes befindlichen geradlinigen Strecken liegt, wihrend der andere 
Zug lings der anderen Hialfte auch in der Nahe der innen liegenden 
geradlinigen Strecke sich befindet. Man hat also eine zweitheilige 
Curve vom Geschlecht: p = 1 construirt; der eine Zug derselben wird 
von der Geraden v, in drei reellen Punkten geschnitten. 


*) Man kann ebensowohl die Festsetzung treffen, dass zwei der Linien q die 
begrenzte Strecke von v, durchkreuzen, dagegen fiihrt die Annahme, dass eine 
oder alle drei Linien so gelegen sind, zu einem Biischel von Curven 3'* Ordnung, 
welches in der Nachbarschaft von a,*v, = 0 nur eintheilige Curven enthilt. 
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Von der so erhaltenen zweitheiligen Curve 3'** Ordnung gehe man 
nun zu der gesuchten Curve 4‘ Ordnung durch ein gleiches Verfahren 
weiter. Da niamlich zufolge der tiber die Linien g getroffenen Annahme 
die Gerade v, den tinen unpaaren Zug in drei reellen Punkten schneidet, 
so entstehen aus dem unpaaren Zuge und dieser Geraden gleichsam 
drei Ovale, von denen zwei im endlichen geschlossen sind, das dritte 
dagegen durch die unendlich ferne Gerade getheilt erscheint. Diese 
drei Ovale stossen in den drei Schnittpunkten zusammen, ein viertes, 
durch den paaren Zug der Curven dritter Ordnung gegeben, liegt ab- 
gesondert. 





Pig. I. 
IV77* cy 
fe 
Ht 
| 1 seers ait at 
re aaiahode 
| 
Indem man nun vier Linien: q- + q” auswahlt, welche nicht 


durch die beiden endlichen Strecken auf v, hindurchgehen, liefert die 
Gleichung: 


av, $A-g® g® g® g® —0 


bei unendlich kleinen Werthen von A eine viertheilige Curve vierter 
Ordnung, sobald man die noch mégliche Bestimmung trifft, dass diese 
Curve durch einen Punkt gehen soll, welcher sich innerhalb eines der 
beiden im endlichen gelegenen Ovale, die aus dem unpaaren Curven- 
zuge entstanden sind, befindet. Zugleich wird wiederum der eine Zug 
dieser Curve 4'** Ordnung von der Geraden v, in vier reellen Punkten 
nimlich in den Durchschnittspunkten dieser Linie mit den Geraden: 


q:)- -- q® geschnitten. 


Die allgemeine Curve 5'e* Ordnung, vom Geschlecht p=6, mit 
sieben Theilen entsteht nun aus der viertheiligen Curve vierter Ord- 
nung, da wiederum die Linie v, so liegt, dass sie den einen Zug der- 
selben in vier reellen Punkten trifft. Denn dieses Gebilde lisst sich 
nach denselben Principien, die oben angewandt wurden, in drei Ovale 
und einen unpaaren Zug zertheilen. Die Linie v, schneidet diesen 
leteteren Zug in fiinf reellen Punkten. 

Es ist leicht einzusehen, dass man auf, diese Weise weiter vor- 
gehen kann. Man gelangt dabei immer von einer Curve n‘* Ordnung 


* mit 4 (n—1)(m—2) + 1 Ziigen, von denen mindestens ein Zug durch 


13* 
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eine Gerade v, in » reellen Punkten getroffen wird, zu einer Curve 
nm -+ 1 Ordnung mit 4 (n—1)(m—2) + = }n(m—1) + 1 reellen 
Ziigen, womit der verlangte Nachweis erbracht ist. 

Es kommt bei diesem Fortgange nur auf zwei Dinge an: erstlich 
muss unter den p + 1 Ziigen der Curve n'*' Ordnung mindestens einer 
existiren, welcher von einer Geraden v, in » reellen Punkten getroffen 
wird; sodann miissen die » + 1 Linien q° so gewaihlt werden, dass 
bein die Gerade v, innerhalb der » — 1 endlichen Strecken schneidet, 
welche durch die Durehschnittspunkte der Curve n'** Ordnung gebildet 
werden. Sind diese Bestimmungen getroffen, so hat man die noch 
immer erfiillbare Forderung zu stellen, dass die zu construirende Curve 
m+ 1 Ordnung durch einen Punkt geht, welcher innerhalb eines der 
m —1 im endlichen geschlossenen Riiume, welche zur Bildung von 
ebensovielen Ovalen Anlass geben, in hinreichender Niihe der oe 
lichen Curve gelegen ist*). 

Um die Allgemeingiltigkeit des Satzes, dass es zu jeder Geschlechts- 

zahl p Curven mit p-+-1 Ziigen giebt, einenviien, miissen auch Curven, 
welche mit Singularitiiten behaftet sind, in den Kreis der Betrachtung 
gezogen werden. Es fragt sich nimlich, ob man bei einer allgemeinen 
Curve »-+ 1'* Ordnung mit p+ 1 Ziigen successive soviele reelle 
oder imaginiire Doppelpunkte entstehen lassen kann, dass das Geschlecht 
derselben um eine, zwei--- bis mindestens »—2 Einheiten verringert 
wird, wodurch dann alle zwischen ihrem anfinglichen Geschlechte und 
dem Geschlechte einer allgemeinen Curve n'* Ordnung liegenden Zahlen 
erhalten werden. Geht bei diesem Fortgange jedesmal nur ein Zug ver- 
loren, so ist der behauptete Satz bewiesen. 

Entsprechend dem Principe, welches bisher angewandt wurde, soll 
nun, um dieses zu erweisen, ein Weg gezeigt werden, auf den man 
von einer Curve n'* Ordnung mit » — 3 (oder weniger) Doppelpunkten 
zu einer Curve x + 1' Ordnung mit » — 2 (oder weniger) Doppel- 
punkten wirklich gelangen kann, so dass nicht mehr als die erforder- 
liche Zahl von Ziigen verschwindet, das heisst: noch immer p + 1 
vorhanden bleiben. 


Setzt man die Existenz einer Curve n'* Ordnnng (a* =0) voraus, 
welche » — 2 Doppelpunkte und p + 1 Ziige besitzt, deren einer von 
einer geraden Linie (v,=) in m reellen, von prsenitss e verschiedenen 
Punkten getroffen "wird, — Annahmen, welche bekanntlich fiir Curven 


*) Innerhalb des Biischels: a}.v,+4- q? tee gat) =0 gewihrt bei 


dieser Bestimmungsweise der Linien qi) die zerfallene Curve a® -v, = 0, je nach- 
dem » gerade oder ungerade ist, den Uebergang von Curven mit 4(n—1)+1 
zu Curven mit 4 (n—1)— (n—8) oder mit $m(n—1)— (m—2) Ziigen. 
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~ niederer Ordnung z. B. fir n =3 oder 4 erfiillbar sind — so lisst 


sich jedenfalls eine zweite Curve n'* Ordnung («* =() construiren, 
welche die naimlichen Punkte wie die erste zu Doppelpunkten besitzt 
und ausserdem die Gerade v, in m vorgeschriebenen Punkten schneidet. 
Man wihle nun diese » Punkte, durch welche «” —0 hindurchgehen 
soll, derart, dass einer von ihnen mit einem der gemeinsamen Schnitt- 
punkte von v, und a’ zusammenfiallt, und zwar mit einem der beiden, 
in welchen die auf v, abgetheilten endlichen Strecken mit der durch das 
unendliche gehenden zusammenstossen. Die iibrigen » — 1 Punkte 
nehme man auf dieser letztgenannten Strecke selber an. Fiigt man 
nun noch eine Gerade (w,—0) hinzu, welche durch denselben Schnitt- 
punkt von v, und a”, durch welchen auch a gelegt wurde, hindurch- 
geht, so wird die Gleichung: 


nn n 
a: U,+ 4a,-w,=9 


fiir beliebige Werthe von 4 im Allgemeinen eine Curve » + 1'** Ord- 
nung mit » — 2 Doppelpunkten darstellen. Denn die Doppelpunkte 
der Curve n'** Ordnung und der eine Schnittpunkt von v, und w, sind 
singuliire Punkte fiir alle Curven dieses Biischels. Bei unendlich 
kleinen Werthen von 4 verliuft die Curve unendlich benachbart zu dem 
Gebilde a®-v, und besitzt die dem Geschlecht entsprechende Maximal- 
zahl, weil auch hier die wesentliche Forderung befriedigt ist, dass ausser 
dem einen Ovale, welches sich an den durch das unendliche gehenden 
Zug als Schleife ansetzt, jedes andere zu einem selbststindigen Zuge 
sich gestaltet. Es folgt dieses wiederum aus der Annahme, dass weder 
die. Curve @* noch die Linie w, durch eine der endlichen Strecken 
von v, hindurchgeht. Bei der Curve » + 1'* Ordnung treten somit 
n — 2 Ziige mehr als bei der Curve n'** Ordnung auf, wodurch der 
behauptete Satz bewiesen ist. Zugleich erkennt man, dass eine zu v, 
benachbarte gerade Linie den einen Curvenzug in » + 1 reellen, von 
einander verschiedenen Punkten schneidet, so dass man von der so 
gewonnenen Curve n -+ 1 Ordnung auf die nimliche Weise zu einer 
Curve » + 2 Ordnung mit » — 1 (oder weniger) Doppelpunkten 
iibergehen kann. : 

Mit diesen Betrachtungen, welche sich noch auf mannigfache Weise 
iindern lassen, ist die bemerkenswerthe Eigenschaft algebraischer Curven 
vollstindig bewiesen: 

Es giebt zu jeder Geschlechtszahl p Curven mit der Maximalzahl 
von p+ 1 Ziigen. 


Solche Curven der Untersuchung der algebraischen Integrale und 
der durch Umkehr derselben entstandenen Functionen zu Grunde zu 
legen, scheint von erheblichem Vortheile zu sein, da sich bei ihnen 


198 Ax. Harnack. Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven. 


functionelle Beziehungen, vollstaindiger als bei den Curven mit weniger — 


Ziigen, in reeller Weise veranschaulichen lassen. So gewinnen, um 
hier noch dieses eine zu erwihnen, die 2p Perioden eines auf die Curve 
beziiglichen iiberall endlichen Integrales die geometrische Bedeutung, 
dass p derselben durch den Uebergang von einem reellen Zuge zu den 
p anderen entstehen, wihrend die p iibrigen Perioden durch das Um- 
laufen ‘dieser p reellen Ziige zu Stande kommen. Die Periode, welche 
sich auf den einen erstgenannten Zug bezieht, muss bereits als lineare 
Combination der anderen betrachtet werden. Eine genauere Darlegung 
dieser Verhiiltnisse setzt indess eine niihere Untersuchung dariiber_vor- 
aus, auf welche Weise sich bei einer Curve n' Ordnung die adjun- 
girten Curven » — 3'* Ordnung legen lassen, und welcher Art. das 
System der 2p + 2(n—2) Tangenten ist, welche von einem Punkte 
der Curve x'* Ordnung ausgehen. 

Auch miissen die vorstehenden Betrachtungen noch nach der 
Richtung hin erweitert werden, dass bestimmte Gruppirungen und Lagen- 
beziehungen verschiedener Curvenziige hinsichtlich des Einflusses unter- 
sucht werden, welchen sie auf die Erniedrigung der Anzahl iiberhaupt 
vorhandener reeller Ziige ausiiben. Da sich hieraus der Einfluss viel- 
facher Punkte erschliessen lassen wird, so werden diese Untersuchungen 
unter anderem dazu fiihren, auch fiir Curven im Raume die Frage nach 
der Vieltheiligkeit zu lésen. , 


Leipzig, im Januar 1876. 
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Eine neue Relation zwischen den Singularitaten einer 
algebraischen Curve’*). 


Von Fenix Kien in Miinchen. 


In seiner Untersuchung der Curven vierter Ordnung (diese An- 
nalen VII., p. 410, Comptes Rendus, Juli 1873) hat Zeuthen eine 
Reihe schéner Sitze bewiesen, die sich auf die Realitiatsverhiltnisse 
der 28 Doppeltangenten dieser Curven, wie ihrer 24 Wendetangenten 
beziehen. Wir greifen unter ihnen folgende heraus: 


1) Zeuthen unterscheidet bei den reellen Doppeltangenten solche 
von der ersten und solche von der zweiten Art. Die letzteren beriihren 
je zwei verschiedene Ziige der Curve, wahrend die ersteren entweder 
denselben Zug zweimal beriihren oder iiberhaupt keinen Zug, d. h. 
isolirte Doppeltangenten sind. Die Zahl der Doppeltangenten erster 
Art ist nun immer gleich Vier, so lange die Curve keinen vielfachen 
Punkt besitzt. 

2) Andererseits bemerkt Zeuthen, dass, bei den Curven vierter 
Ordnung ohne Doppelpunkt, jede Doppeltangente erster Art, welche 
reelle Beriihrungspunkte hat, eine ,Kinbuchtung“ des von ihr beriihrten 
Curvenzuges abschliesst, d. h. einen Theil der Curve, welcher zwei 
Wendungen enthalt. Und auch umgekehrt, so oft bei einer Curve 
vierter Ordnung (die keinen vielfachen Punkt besitzt) eine -reelle 
Wendung auftritt, wird sie mit einer zweiten Wendung zusammen einer 
Einbuchtung angehéren und so zu einer Doppeltangente erster Art 
mit reellen Beriihrungspunkten Anlass geben. Es ist also die doppelte 
Zahl derjenigen Doppeltangenten erster Art, welche reelle Berithrungs- 
punkte haben, gleich der Zahl der reellen Wendungen. (Insbesondere 
folgt hieraus als Maximalzahl der reellen Wendungen bei Curven vierter 
Ordnung Acht, wie Salmon vermuthet hatte. [Higher Plane Curves, 
2. Aufl., n. 248]). 


*) Vergl. Erlanger Berichte. Dec. 1875, 





200 F. Kei. 


Indem man diese beiden Sitze combinirt, kann man sagen: 
Bei einer Curve vierter Ordnung ohne vielfachen Punkt ist die Zahl 
der reellen Wendungen, vermehrt um die doppelte Zahl der isolirten 
Doppeltangenten, gleich Acht. 

Es ist nun sehr merkwiirdig, dass der so ausgesprochene Satz 
einer unmittelbaren Verallgemeinerung auf Curven n'*' Ordnung fahig 
ist, zu deren Ableitung eben die einfachen Methoden ausreichen, deren 
sich Zeuthen in seinem Aufsatze bedient. Sei bei einer Curve n' 
Ordnung ohne vielfachen Punkt w’ die Zahl der reellen Wendungen, 
t” die Zahl der isolirten Doppeltangenten. 


Dann hat man das Theorem: 

w + 2” =n(n—2). 

Auch ist die Modification, welche dieser Satz beim Auftreten singu- 
larer Punkte erheischt, iibersichtlich anzugeben. Es soll die Curve, 
wie im Folgenden der Kinfachheit wegen durchgehends angenommen 
wird, nur mit einfachen Pliicker’schen Singularititen behaftet sein, 
und es bezeichne k ihre Classe, x’ die Zahl ihrer reellen Spitzen, d” die 
Zahl ihrer reellen, isolirten Doppelpunkte. 

Dann besteht die Relation: 

n+w + 2t’=k-+r-+ 2d". 

Diese Formel kommt auf die vorige zuriick, sobald man der Curve 
keine anderen vielfachen Punkte, als isolirte reelle Doppelpunkte bei- 
legt. Denn dann ist r = 0, k = n(n—1) — 2d”. Andererseits um- 
fasst unsere Formel z. B. die bekannten Realitiitsverhiltnisse der Wende- 
punkte bei den Curven dritter Ordnung, sofern fiir » —3 Doppel- 

tangenten noch nicht auftreten kénnen und also ¢’ = 0 zu setzen ist. 
, Wir beweisen zunichst die Formel: 
w + 2t" = n(n—2) 
in ihrer Giiltigkeit fiir Curven ohne vielfachen Punkt. Wir zeigen vor 


Allem, dass, bei diesen Curven, w’ + 2¢” einen constanten Zahlenwerth 
besitzen muss; hinterher bestimmen wir den letzteren an einem Bei- 


spiele. Die Curvengleichungen sind dabei immer mit reellen Coefficienten . 


gedacht, wie im Gegensatze zu einer spiteren Betrachtung, bei der 
ausdriicklich das Gegentheil vorausgesetzt wird, bemerkt sei. 

Es moégen also p=0, »y =O zwei Curven n'* Ordnung ohne 
singulire Punkte vorstellen: es sollen die Werthe, welche bez. bei 
ihnen die Zahl w’ + 2¢” annimmt, verglichen werden. Zu dem Zwecke 
denke man sich durch allmihliche reelle Aenderung der Constanten 
@ in wy tibergefiihrt. Dies kann noch in sehr mannigfacher Weise ge- 
schehen, und man kann es daher immer vermeiden, dass dabei Curven 
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iiberschritten werden , deren Coefficienten gleichzeitig zwei vorgegebenen 
algebraischen Bedingungen geniigen. Curven dagegen, deren Coeffici- 
enten eine einzelne, beliebig gegebene algebraische Bedingung erfiillen, 
werden, allgemein zu reden, beim Uebergange eine endliche Anzahl 
von Malen auftreten; — im besonderen Falle kann diese Anzahl Null 
sein. Curven z. B., die nur einen Doppelpunkt besitzen (der dann 
selbstverstindlich reell ist), miissen in Betracht gezogen werden; iiber- 
fliissig ist es, in der Curvenreihe Curven mit Spitze, oder mit zwei 
Doppelpunkten oder mit einer vierfachen Tangente*) etc. vorauszusetzen. 

Eine Aenderung der Zahl (w’-+2¢’) kann bei einem solehen Ueber- 
gange nach algebraischen Principien nur in folgenden Fallen méglicher- 
weise eintreten: 

1) wenn zwei Wendungen, 

2) wenn zwei Doppeltangenten coincidiren, 

3) wenn eine isolirte Doppeltangente ¢” aufhért, als solche zu 
zihlen (resp. umgekehrt, wenn eine nicht isolirte Doppel- 
tangente isolirt wird). 

Diese Méglichkeiten kénnen aber leicht noch weiter eingeschrankt 

werden; andererseits erweisen sie sich zum Theil von einander abhingig. 
Wir werden den Fall, dass die Uebergangscurve einen vielfachen 
Punkt hat (der dann nach dem Obigen nur als reeller Doppelpunkt 
vorausgesetzt zu werden braucht), erst sogleich discutiren ; indem wir ihn 
ausschliessen, bleiben nur noch folgende Fille ev. zu beriicksichtigen: 

ad 1) der Fall, dass zwei reelle Wendungen eines Curvenzuges 
consecutiv werden. Dann ist die betr. Tangente eine vierpunktige. Sie 
ist als solche eine Doppeltangente , welche. den Uebergang bildet 
zwischen einer Doppeltangente mit reellen Beriihrungspunkten und 
einer isolirten Doppeltangente. Es tritt dann also gleichzeitig die 
unter 3) vorgesehene Mdglichkeit ein; in dieser Gleichzeitigheit liegt 
weiterhin der Kern des ganzen Beweises. 

ad 2) Von den Fallen, in welchen zwei oder mehr Doppeltangenten 

coincidiren, sind offenbar nur diejenigen zu beriicksichtigen, in denen 
eine isolirte Doppeltangente betheiligt ist. Aber unter ihnen werden 
schliesslich nur solche méglicherweise von Einfluss sein kénnen, bei 
denen zwei isolirte Doppeltangenten coincidiren. Freilich kann sich 
eine isolirte Doppeltangente mit zwei conjugirt imaginaren zu einer 
reellen dreifachen Tangente vereinigen (die letztere besitzt dann nur 
einen reellen Beriihrungspunkt). Ueberschreiteb man aber eine solche 
Curve, so wird aus der dreifachen Tangente nur wieder eine isolirte 


*) Vierfach heisst im Folgenden eine Tangente, welche an vier Stellen 


beriihrt; eine Tangente, die vier consecutive Punkte enthalt, ist ,,vierpunktig“ 
genannt. 
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Tangente hervorgehen, indem sich von Neuem zwei imaginire Doppel- 
tangenten ablésen. Denn die isolirte Doppeltangente hat sich mit 
thr nicht gleichwerthigen Doppeltangenten vereinigt, und das kann auf 
die Zahl ¢” keinen Einfluss haben. 


Sonach bleibt nur das Zusammenfallen zweier isolirter Doppeltan- 
genten ad 2) zu wntersuchen; wir werden weiterhin zeigen, dass ein 
solches Zusammenfallen zwei Bedingungen dquivalent ist, und also iiber- 
haupt nicht in Betracht kommt. 


ad 3) Der eitizige Uebergang, der zwischen isolirten und nicht 
isolirten Doppeltangenten besteht, wird durch die vierpunkte Tangente 
gebildet. Sonach leitet 3) zu der unter 1) aufgefiihrten Méglichkeit 
zuriick. 


Eroértern wir jetzt vorab den Einfluss, den das Auftreten eines 
reellen Doppelpunktes auf w’ und ¢’ besitzt. Dieser Doppelpunkt kann 
isolirt oder nicht isolirt sein. In jedem Falle absorbirt er nach den 
Pliicker’schen Formeln 6 Wendungen. Auch macht Pliicker schon 
darauf aufmerksam*), dass beim isolirten Doppelpunkte diese sechs 
Wendungen simmtlich imaginir sind, wahrend beim nicht isolirten Dop- 
pelpunkte zwei und nur zwei reell sind. Die Zahl w’ wird daher im letzteren 
Falle und nur in diesem um zwei Einheiten vermindert. Aber diese zwei 
Wendungen w’ erscheinen von Neuem wieder, wenn man die Curve mit 
Doppelpunkt iiberschreitet. Denn der Doppelpunkt absorbirt eben immer 
zwei reelle Wendungen, von welcher Seite man ihn auch entstehen lassen 
mag. Desshalb erleidet also die Zahl w' keine Aenderung, wenn man 
eine Curve mit Doppelpunkt iiberschreitet. 


Dasselbe ergiebt sich fiir ¢’. Hat eine Curve einen Doppelpunkt, 
so fallen eine Anzahl Doppeltangenten je paarweise in die Tangenten 
zusammen, die man vom Doppelpunkte an die Curve legen kann. Von 
den Beriihrungspunkten der Doppeltangente riickt dabei der eine in 
den Doppelpunkt hinein, wihrend der andere abgetrennt liegt, da 
immer angenommen werden kann, dass keiner der im Doppelpunkte 
sich kreuzenden Curveniste im Doppelpunkte eine Wendung besitzt. 
Desshalb kann keine reelle Doppeltangente mit imaginiren Beriihrungs- 
punkten betheiligt sein. Also auch die Zahl t” bleibt wngedndert, wenn 
eine Curve mit Doppelpunkt iiberschritten wird. 

Hiernach ist das Auftreten vielfacher Punkte fiir den hier gestellten 
Zweck nicht weiter zu untersuchen. Erértern wir jetzt den Fall ad 1). 


*) Vergl. Theorie der algebraischen Curven n. 64. Auf das von Pliicker 
gebrauchte Beweisprincip kommen wir noch im Texte zu sprechen. Einen Beweis 
nur aus Betrachtung der Lagenverhiltnisse giebt fiir C, Mébius: Ueber die Grund- 
formen der Linien dritter Ordnung, Abhandl. der Sachs. Akad. 1849, 
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Zwei reelle Wendungen werden consecutiv, man hat eine vierpunktige 
Tangente. Bei Ueberschreitung einer solchen Curve wird gleichzeitig 
w' um zwei Einheiten, ¢” um eine Einheit geiindert. Die geometrische 
Anschauung zeigt, dass eine isolirte Doppeltangente aus der vier- 
punktigen entsteht, wenn die beiden Wendungen w’ imaginaér werden; 
t’ wichst daher um eine Einheit, wenn w’ wm zwei Einheiten abnimmt, 
resp. umgekehrt und daher bleibt w’ + 2t’ beim Ueberschreiten der 
betr. Curve constant. 

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dass das Zusammenfallen zweier 
isolirter Doppeltangenten zwei Bedingungen Aquivalent ist. 

Untersuchen wir zu dem Zwecke, wie iiberhaupt bei einer Curve, 
die keine vielfachen Punkte besitzt, ein Zusammenfallen von Doppel- 
tangenten eintreten kann, und welche von den bez. Méglichkeiten durch 
nur eine Bedingung zwischen den Coefficienten dargestellt werden. 
Man findet, dass eine Doppeltangente nur dann mehrfach zahit, wenn 
sie entweder mehr als zwei Beriihrungspunkte hat und also vielfache 
Tangente ist, oder wenn sie zum Mindesten in einem ihrer Beriihrungs- 
punkte einen héheren Contact besitzt. Durch eine Bedingung sind 
charakterisirt der Fall der dreifachen Tangente und der Fall, dass die 
Doppeltangente in einem ihrer Beriihrungspunkte osculirt und also zu- 
gleich Wendetangente ist. Der Beweis dieser Behauptung, die sich 
auf allgemein algebraische Verhialtnisse und nicht insbesondere auf Be- 
dingungen der Realitét bezieht, soll hier nicht ausgefiibrt werden; er 
wird mit bekannten Mitteln geleistet. 


Aber keiner der beiden durch nur eine Bedingung dargestellten 
Fille kann durch das Zusammenfallen zweier isolirter Doppeltangenten 
herbeigefiihrt werden. Denn jede derselben hat ein Paar conjugirt 
imaginarer Beriihrungspunkte, und indem dieselben auf eine gerade 
Linie riicken, kénnen nicht drei gleichwerthige oder zwei ungleichwerthige 
Beriihrungspunkte entstehen. Man wiirde entweder eine vierfache (nach 
wie vor isolirte) Tangente erhalten, oder eine solche, die an zwei 
conjugirt imaginiren Stellen osculirt. 


Die Zahl w' + 2t” ist also fiir alle Curven ohne vielfache Punkte 
dieselbe, wie behauptet wurde. 

Um sie jetzt an einem Beispiele abzuzihlen, nehme man vorab 
eine Curve der nm‘ Ordnung, die in lauter niedere Curven zerfallen 
ist und bei der man daher die Lage der Singularititen und die 
Realitét derselben deutlich iibersieht. Sodann lése man die dabei 
vorhandenen vielfachen Punkte in bekannter Weige auf, und man er- 
halt eine Curve ohne soleche Punkte, bei der sich ein Abzahlen von 
w’ und ¢” ohne Weiteres ermdglicht. Der Einfluss, den ein reeller 
Doppelpunkt auf die Zahl w’ ausiibt, wurde oben fiir den allgemeinen 
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Fall angegeben; er wird ein anderer*), wenn einer der Aeste des 
Doppelpunktes im Doppelpunkte eine Wendung besitzt. Um derartige 
Untersuchungen nicht noch zu benéthigen, wahlen wir die zerfallene 
C, so, dass unter ihren Bestandtheilen sich keine gerade Linie be- 
findet. . 

Sei zuiichst » eine gerade Zahl, nm = 2u. Dann zeichne man etwa u 
congruente concentrische Ellipsen, deren Hauptaxen unter resp. gleichen 


Winkeln (=) gegen einander geneigt sind. Jede Ellipse schneidet die 
4 @—') _ n(n—2) 


andere in vier reellen Punkten, so dass im Ganzen 


reelle, nicht isolirte Doppelpunkte bei der C, vorhanden sind, und 
sonst offenbar iiberhaupt keine Doppelpunkte. Auch die Lage der 
4 n(n—2) (m?—9) [eigentlichen oder uneigentlichen] Doppeltangenten 
dieser C, ist ersichtlich. Sie sind reprisentirt: 

1) Durch die 4(n—2) reellen Tangenten, welche irgend zwei der 
u Ellipsen gemeinsam beriihren. 

2) Durch die § »(n—2)(n—4) Tangenten, welche man von den 
Durchschnittspunkten zweier Ellipsen an eine dritte ziehen kann. Diese 
Tangenten sind theils reell, theils paarweise conjugirt imaginaér. Keine 
von ihnen hat zusammenfallende Beriihrungspunkte. Sie zihlen als Dop- 
peltangenten doppelt. 

3) Durch die als Doppeltangenten vierfach zihlenden 

4 n(m — 2) (n?— 2 n—2) 
Verbindungslinien der genannten Durchschnittspunkte unter einander. 
Sie sind alle reell; als ihre Beriihrungspunkte sind bez. die beiden 
Durchschnittspunkte aufzufassen, welche sie verbinden. 

Geht man von der so beschriebenen C, zu einer benachbarten 
Curve ohne vielfachen Punkt iiber, so liefert, nach dem wiederholt be- 
nutzten Satze,. jeder der 4 (n—2) Doppelpunkte zwei reelle Wen- 
dungen; man bekommt also: 

w =n (n—2), 
da vor Auflésung der Doppelpunkte iiberhaupt keine reellen Wendungen 
vorhanden waren. 

Ferner ergiebt sich: 

t=. 
Denn man kann einzeln verfolgen, was aus den Doppeltangenten der 
zerfallenen Curve wird. Die Doppeltangenten 1) bleiben reell mit 
reellen Beriihrungspunkten. Von den Doppeltangenten 2) spaltet sich 
jede, je nach der Auflésungsart des Knotenpunktes, in zwei reelle und 


*) Vergl. Zeuthen: Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver, 
Abhandl. der Danischen Akademie 1873, 
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dann nicht isolirte Doppeltangenten oder in zwei conjugirt imaginire. 
Ebenso iibersieht man, dass jede der Doppeltangenten 3) vier reelle 
und nicht isolirte oder vier paarweise imaginére Doppeltangenten 
ergiebt. Es entsteht also bei der Auflésung der Doppelpunkte keine 
isolirte reelle Doppeltangente; vor der Auflésung war keine vorhanden, 
und also hat man im Beispiele (n==0 (mod 2)): 


w + 2t' = n(n—2). 


Zugleich ist gezeigt, dass, fiir ein gerades n, Curven mit der Maximal- 
zahl reeller Wendungen, n(n-——2), wirklich existiren. 


Fiir ungerades n ergiebt sich ein geeignetes Beispiel folgender- 
massen. Sein —2u-+ 3. So zeichne man wu Ellipsen, wie im vorigen 
Falle, und ergiinze dieselben zu einer C, durch eine Curve dritter Ord- 
nung, welche jede der Ellipsen in sechs reellen Punkten schneidet. 
Dies ist méglich, wenn man z. B. der Curve dritter Ordnung folgende 
Gestalt giebt: 





ty 














wo AB einen Abstand bedeutet, der grésser ist als die grosse Axe 
der benutzten Ellipsen, CD einen Abstand, der kleiner ist als die kleine 
Axe der Ellipsen. Diese Curve lege man in der Art, dass M in den 
gemeinsamen Mittelpunkt der Ellipsen fallt; so wird sie jede der 
Ellipsen in sechs reellen Punkten treffen. 

Man mache nun ganz ibnliche Abzihlungen, wie so eben. Es ist 
bei ihnen nur darauf zu achten, dass die C, bereits an sich drei 
Wendungen enthilt. Auch sei als Moment beim Beweise hervorgehoben, 
dass keine der 12 Tangenten, welche die C, mit der einzelnén Ellipse 
gemein hat (und die theils reell, theils imaginiér sein werden), eine 
isolirte Doppeltangente der C, liefern kann; denn isolirte reelle Tan- 
genten giebt es bei der reellen C,, oder gar der reellen Ellipse nicht. 
Auf diese Weise findet man: 


Auch bei ungeradem n ist 
w’ + 2t’ = n(n—2), 
und Curven mit der Maximalzahl reeller Wendungen, n (n— 2), existiren. 


Andererseits ist evident, dass, bei ungeradem n, eine Minimalzahl 
fiir die reellen Wendungen existirt. Denn jede soleche C, (ohne viel- 
fachen Punkt) hat bekanntermassen einen unpaaren Zug, der als solcher 
mindestens drei Wendungen besitzt. — 
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Die allgemeinere Formel: 


n+w' + 2 =—k+r+ 2d” 
ergiebt sich aus der jetzt bewiesenen folgendermassen. 

Man denke sich die Curve mit vielfachen Punkten aus einer be- 
nachbarten ohne vielfachen Punkt entstanden. 

Dann hat man fiir letztere: 

w' + 2t” = n(n—2) 
und es sind nun die Modificationen zu untersuchen, welche die viel- 
fachen Punkte an den Zahlen w’, ¢” anbringen. In dieser Hinsicht 
stelle ich folgende Sitze voran, von denen die beiden ersten zum Theil 
schon benutzt wurden: 

1) Jeder reelle, nicht isolirte Doppelpunkt, sowie jeder reelle Riick- 
kehrpunkt, absorbirt zwei reelle Wendungen w’. 

2) Der isolirte reelle Doppelpunkt hat auf die Zahl ww’ keinen 

Einfluss. 

3) Die reelle Verbindungsgerade zweier conjugirt imaginiirer Doppel- 
punkte absorbirt zwei, und die reelle Verbindungsgerade zweier conju- 
girt imaginirer Riickkehrpunkte absorbirt drei reelle isolirte Doppel- 
tangenten ¢”. 

4) Andere Reductionen in den Zahlen w’ und ¢” finden nicht Statt. 

Die Satze 1) 2) werden von Pliicker gegeben. Er beweist sie 
fiir Curven dritter Ordnung und erschliesst daraus ohne Weiteres ihre 
allgemeine Giiltigkeit. Es heisst das, algebraisch zu reden, dass man 
die bei der beliebigen Curve in der singuliren Stelle stattfindende | 
Reihenentwickelung bei einem bestimmten Gliede abbricht. In dem- 
selben Sinne wird man iihnliche Siitze beweisen, indem man sich an 
dem Beispiele einer Curve von hinlinglich hoher Ordnung von ihrer 
Richtigkeit iiberzeugt. 


Fiir den Satz 3) geben geeignet gewiihlte Curven vierter Ordnung 
brauchbare Beispiele; z. B. die vieluntersuchten C,, welche die Kreis- 
punkte zu Doppelpunkten haben, und die Cartesischen Ovale, bei denen 
die Kreispunkte Spitzen sind. Bei ihnen findet man nur noch zwei, 
bez. eine Doppeltangente erster Art (im Sinne Zeuthen’s), und daher 
sind zwei, bez. drei dieser Deppeltangenten, die jedenfalls isolirte Dop- 
peltangenten waren, durch die vielfachen Punkte, resp. deren Ver- 
bindungslinie, absorbirt. 


Die allgemeine Formel ergiebt sich jetzt sehr einfach. Es sei fiir 
eine gegebene Curve der n'*" Ordnung und der k'*" Classe: 
d’ die Zahl der reellen, nicht isolirten, 
d” die Zahl der reellen, isolirten , 
ad” die Zahl der imaginiiren Doppelpunkte. 
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Sei ferner: 
r’ die Zahl der reellen, . 
ry” die Zahl der imaginiiren Spitzen. 

Dann hat man nach den vorausgeschickten Sitzen: 

w--+ 2t” —=n(n—2) — 2d’ — 2r’ — 2d” — 3r”. 
Aber andererseits ist nach den Pliicker’schen Formeln: 
k = n(n—1) — 2(d’'4+d"+a”) — 3(r' +1’). 

Also folgt: 

n+w+2t/=k+r+ 2d", 
was 2u beweisen war. 

In dem Umstande, dass diese Formel sich selbst dualistisch ist, 
wird man eine Controle der in ihr auftretenden Zahlencoefficienten 
erblicken. 

Es mag hier zuvérderst eine Anwendung dieser Fomel angeschlossen 
werden. Es sei eine complexe Curve von der Ordnung n, der Classe 
k gegeben, d. h. eine Curve, deren Gleichung complexe Goefficienten 
besitzt. Dieselbe wird eine Anzahl reeller isolirter Punkte (d) und 
reeller isolirter Tangenten (rt) enthalten, welche aber, allgemein zu 
reden, nicht weiter mit besonderen Singularitiiten behaftet sind, sondern 
einfache Elemente der Curve vorstellen. Zwischen diesen beiden Zahlen 
finden wir eine Relation. Man vereinige niimlich die Curve mit der 
ihr complex conjugirten. So hat man eine Curve von der Ordnung 
2m, vou der Classe 2k, welche ausser 6 isolirten Doppelpunkten und 
t isolirten Doppeltangenten iiberhaupt keine reellen Elemente enthiilt. 
Sie enthilt keinerlei héhere Singularitiiten; daher ist unsere Formel an- 
wendbar. Man findet also: 


nt+t=k+o0. 
Bei einem complexen Kegelschnitte z. B. kénnen 0, 2, 4 Punkte reell 


sein; dann sind auch 0, 2, 4 Tangenten reell*). Kine complexe Curve 
dritter Ordnung sei in Linien-Coordinaten durch 


gptivy=0 
dargestellt; dann haben die Curven sechster Classe 
= 0 ’ y= 0 


sicher vier und héchstens zwolf reelle, gemeinsame Tangenten etc. 


*) Es ergiebt sich: Sind 2 und nur 2 Punkte reell, so liegen dieselben inner- 
halb desselben von den beiden dann vorhandenen reellen Tangenten gebildeten 
Winkelraumes. Nimmt man 2 reelle Punkte in anderer Lage gegen 2 reelle Tan- 
genten an, so werden gleich 4 Punkte und 4 Tangenten reell; die 4 Punkte lie- 
gen bez. innerhalb der 4 von den 4 Tangenten gebildeten Dreiecke. 
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Sodann sei noch einer Verallgemeinerung gedacht, welche man 
unserer Formel zu Theil werden lassen kann und die sich darauf be- 
zieht, dass man statt der geraden Linien der Ebene ein reelles Netz 
von Curven beliebiger Ordnung: 


AQ, + AG. + A393 = O 


betrachtet. Man kann dieses Netz in bekannter Weise dazu benutzen, 
um eine beliebig gegebene Curve 


f=0 


eindeutig zu transformiren; den Schnittpunktsystemen von f mit den 
Curven des Netzes entsprechen dann die Schnittpunktsysteme der trans- 
formirten Curve mit den Geraden der Ebene. Den bekannten Erdrte- 
rungen tiber diesen Gegenstand hat man nur einige wenige Betrach- 
tungen iiber die Realitiitsverhiltnisse bei einer derartigen Transformation 
hinzuzufiigen, um fiir die transformirte Curve unser Theorem anwenden 
zu kénnen und damit fiir die Curve f die gemeinte Verallgemeinerung 
zu finden., Es sei in dieser Richtung Folgendes hervorgehoben. Auf 
der Curve f giebt es Paare von Punkten, durch welche noch Biischel 
von Curven @ hindurchgehen. Dieselben vereinigen sich bei der ein- 
deutigen Transformation zu Doppelpunkten der transformirten Curve. 
Diese Doppelpunkte sind, sobald die betr. 2 Punkte auf f reell sind, 
reell und nicht isolirt; sind aber die Punkte auf f conjugirt imaginiir, 
so enthdlt die transformirte Curve einen reellen, isolirten Doppelpunkt. 
Auf solche Weise findet man folgenden Satz: 
Es sei 
N_ die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der » mit /, 
K die Zahl derjenigen g, welche, durch einen beliebig ge- 
wihlten Punkt hindurchgehend, / beriihren, 
W’ die Zahl derjenigen reellen m, welche f osculiren, 
T” die Zahl solcher reeller g, die fin zwei imaginiiren Punkten 
beriihren , 
R’ die Zahl der reellen Spitzen von /, mit Ausnahme derjenigen, 
die etwa Grundpunkte des Netzes sind, 
D” eine Zahl, die aus zwei Bestandtheilen zusammengesetzt ist. 
Sie umfasst zuniichst die Zahl derjenigen isolirten Doppel- 
punkte von /, welche nicht Grundpunkte des Netzes sind. 
Sie umfasst sodann die Zahl der eben genannten Vor- 
kommnisse: dass auf f Paare conjugirt imaginirer Punkte 
gefunden werden kénnen, durch welche noch ein Biischel 
von Curven @ hindurchgeht. 
Dann hat man immer: 


N+ W427’ =K+ R42)". 
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Man nehme z. B. als Netz die Kreise, welche durch einen festen 
Punkt gehen (wo dann die betr. eindeutige Transformation einfach 
eine Umformung durch reciproke Radien wird), als Curve f eine Ellipse 
oder eine Hyperbel. 


Dann hat man beide Mal: 
N = 4 ? K tl 6 ? R => 0. 


Aber D” ist das eine Mal gleich 1, das andere Mal gleich Null. 
Die unendlich ferne Gerade nimlich bildet mit allen durch den ange- 
nommenen Punkt hindurchgehenden geraden Linien ein Biischel von 
Kreisen, welche f in zwei festen Punkten schneiden, und diese beiden 
Punkte (die unendlich fernen Punkte) sind bei der Ellipse conjugirt 
imaginar, bei der Hyperbel reell. Man hat also: 


bei der Ellipse: W'+2T7”"=—4, 
bei der Hyperbel: W'+ 27” = 2. 


In Worten: Bei einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel construire 
man alle Kriimmungskreise, sowie alle Kreise, welche in zwei conjugirt 
imagindren Punkten beriihren. Wenn man dann die letzteren doppelt 


zdhlt, so erweist sich die ganze Ebene bei der Ellipse vierfach, bei der 
Hyperbel doppelt mit Kreisen iiberdeckt. 


Miinchen, im Januar 1876. 


Mathematische Annalen. X. 14 














Note sur les singularités des courbes planes. 
Par H. G. Zeurnen 4 Copenhague. 


Le but du présent article est d’exposer quelques résultats dans une 
forme dont je me servirai dans un travail suivant. Les résultats eux- 
mémes sont déja publiés et démontrés par d’autres auteurs, celui du 
n° 1, par M. Stolz*); si je n’en supprime pas pour cette raison la 
démonstration, c’est parce que j'ai besoin de renvoyer aux équations et 
aux définitions qu’elle contient. Pour déterminer dans les n* 2—4. 
ce que j’appelle les valeurs principales des équivalents pliickeriens (voir 
les n°** 2—4.), je me sers des methodes indiquées par M. Cayley dans 
son remarquable mémoire: On the Higher Singularities of a plane 
Curve**), et démontrées dernierement par M. Halphen, soit par 
Yanalyse***), soit par des procédés géométriques}). La démonstration 
géométrique que j’exposerai dans le n° 4. ressemble a celle de M. Hal- 
phen; toutefois je ne me contente pas d’un simple renvoi aux notes 
de ce savant, parce que ma démonstration fait le complément naturel 
de celle dont je me suis servi autrefois pour prouver et étendre le 
théoréme sur la conservation du genre d’une courbe assujétie a des 
transformations birationnelles}+). C’est pour des raisons semblables 
que je ne neglige pas la démonstration du n° 3. 

1. Nous ferons, pour étudier les propriétés d’un point singulier 
d’une courbe, usage du procédé ordinaire: nous prendrons pour origine 
des coordonnées le point singulier, et nous developperons — ou sup- 


*) Mathematische Annalen t. VIII. — M. Nither I’énonce aussi sans dé- 
monstration, 4 la fin d’un article indépendent de celui de M. Stolz, dans le t. IX 
des Mathematische Annalen. 

**) The Quarterly Journal, vol. 7, 1866. 

***) Comptes rendus, 29 juin 1874; une autre démonstration, fondée sur un 
théoréme communiqué dans un cours de M. Kronecker, est indiquée par M. 
Stolz, et M. Néther les démontre au moyen de transformations. 

+) Comptes rendus, 15 mars 1875. 

++) Mathematische Annalen t. III, p. 150. — M. Bertini avait indiqué an- 
térieurement une démonstration semblable du méme théoréme. 
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poserons développées — les expressions des ordonnées y de points pla- 
cés sur la courbe dans le voisinage du point singulier en des séries 
suivant des puissances ascendantes de leurs abscisses x. On dit que 
deux points se trowvent sur la méme branche, s'ils sont représentés par 
la méme série. Le plus petit multiple commun des dénominateurs des 
exposants de cette série (réduits 4 leurs formes les plus simples) s’ap- 
pelle, si la droite x = 0 n'est pas tangente 4 la branche, le degré de 
multiplicité de la branche regardée comme lieu de points; s'il est égal 


& m la série sera développée suivant des puissances entiéres et positives 
1 


de «™==£. Elle aura donc la forme suivante: 


Q- ym agen + Saat — at + > at", 


ot la somme > comprend tous les termes 4 l’exception du premier; 


toutes les valeurs de me; sont entiéres, et r et m peuvent avoir des 
facteurs communs. 


Suivant la supposition déja faite, que z = 0 ne soit pas tangente 
a la branche, nous avons r > m; en prenant la tangente de la branche 
pour axe y=, nous obtenons que r > m. Le numeérateur r est le 
nombre de points d’intersection de la tangente avec la branche qui 
coincident avec le point singulier. 

A cdté des coordonnées ponctuelles z et y, nous ferons usage aussi 
de coordonnées tangentielles X et Z, dont la relation avec les coor- 
données ponctuelles sera définie par la circonstance que |’équation 


(2) Xe+y+Z=0 


exprimera que le point (#, y) se trouve sur la droite (X, Z). Alors 
les coordonnées de la tangente en (x, y) & une courbe dont on con- 
nait l’équation ponctuelle, auront les expressions suivantes 


(3) en. fue’ 


da’ dz 9 
et les coordonnées du point de contact d’une tangente & une courbe 


donnée par son équation tangentielle, se détermineront d’une maniére 
tout-a-fait analogue. 


Nous nous proposons ici de chercher la forme de la série servant 
& exprimer par X la coordonnée Z d’une tangente — voisine de la 
tangente singulitre y=0 ou X= ZO — de la branche représentée 
par la série (1). Le plus petit multiple commun m’ des dénominateurs 
des exposants de la nouvelle série s’appelle le degré de multiplicité de la 
branche regardée comme enveloppe de ses tangentes, et indique le nombre 
de tangentes menées a la courbe d’un point de la tangente singuliére 


14* 
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qui coincident avec celle-ci (non-compris les tangentes a d'autres 
branches, s'il y en a). Si la série prend la forme de 


(4) Z—= a X™ + >a; X%, 
r’ sera le nombre des tangentes passant par le point singulier qui 
coincident avec la tangente singuliére. 

Au moyen des équations (3) on trouve les expressions suivantes 
des coordonnées d’une tangente de la branche représentée par |’équa- 
tion (1): 


rm 


r = Lis r ° =f 
(5) X=——a,4™ — > aj0;0°'~" = — — a, — > a@aje"~, 


(6) Z=mta" a2" + > (a la; 2" = ae + DS eta" ; 


On peut déduire de l’équation (5) une série, servant & exprimer &, 
1 
développée suivant des puissances entiéres et positives de X™-". En 


substituant cette série 4 & dans ]’équation (6), on obtiendra pour ex- 
primer Z la série suivante 


r 
(7) :, Z=a/Xr-™+---, 
qui doit étre la série cherchée (4). 

Certes , on ne peut pas en conclure immédiatement, que m’ = r— m, 
ou que r—m valeurs de Z correspondent 4 une valeur donnée de X; 
car on pourrait s’imaginer que, dans la série trouvée (7), tous les 
termes od un facteur de r—m n’est pas aussi facteur du numerateur 
de Vexposant disparaissent. Mais, en tout cas, il est certain que 


r 


saw Tm, 


vl 

m a 
et, par conséquent, que r’ <r. Or on peut déduire la série (1) ex- 
primait y par <, de la série (4), absolument comme on déduit celle-ci 
de la série (1), ce qui conduit 4 r <7’. Il faut done que 


ror, m=r—m, m=r—m. 


Nous avons done démontré le théoréme suivant: 

Le nombre r des points d’ intersection coincidents d'une branche d’une 
courbe avec sa tangente en un point singulier, est égal a celui des tan- 
gentes passant par le point singulier qui coincident avec la tangente sin- 
guliére. Si m et m’ sont les degrés de multiplicité de la branche re- 
gardée comme lieu de ses points ou comme enveloppe de ses tangentes, 
on aura 


r=m+m. 
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On voit par une simple addition qu’on peut appliquer 4 un com-. 
plexe de branches par un point singulier qui y ont la méme tangente, 
ce que nous venons de dire d’une seule brariche. 


. 


2. Pour appliquer 4 une courbe algébrique douée de singularités 
supérieures les équations pliickeriennes, il faut regarder comme réunies 
en chacun de ses points singuliers un nombre de points doubles (é) 
et de points stationnaires (¢), et en chacun de ses tangentes singu- 
lieres, un nombre de tangentes doubles (6°) et de tangentes station- 
naires (é’). Nous appellerons 0 et ¢ Véquivalent pliickerien du point 
singulier, et 0° et & Véquivalent pliickerien de la tangente singuliére. 

Comme il n’y a que trois équations pliickeriennes, les équivalents 
pliickeriens d’un point singulier et d’une tangente singuliére n’auront 
pas, en général, des valeurs entierement déterminées; mais M. Cayley 
a montré, comment on peut en déterminer les valeurs, si, a cdté des 
relations pliickeriennes, on a égard a |’équation qui sert & exprimer 
le genre de la courbe. Nous démontrerons dans les deux n® suivants 
les théoremes qui servent, avec ceux qu’on en déduit par le principe 
de dualité, a déterminer ces valeurs uniques que nous appellerons les 
valeurs principales des équivalents, et nous montrerons aprés comment 
on en déduit les expressions de leurs valeurs générales. Le théoreme 
du n° 3. est, du reste, aussi applicable aux valeurs générales. 


3. Si Von désigne par 0 et e Véquivalent pliickerien dun point 


. singulier d’une courbe algébrique, 20+4-3¢ sera égal au double de la 


somme des ordres des segments infiniment petits interceptés par la courbe 
sur une sécante dont la distance au point singulier est infiniment petite 
du premier ordre, et qui ne coincide avec aucune des tangentes en ce 
point. 

Dans cette forme, que nous avons empruntée & un théoreme sem- 
blable de M. Halphen*) sur le nombre d’intersections de deux courbes 
confondues en un point, ce théoreme de M. Cayley se déduit sans 
difficulté, soit d’une application du théoreme cité de M. Halphen a 
lVintersection de la courbe donnée avec une courbe polaire, soit de la 
démonstration de la premiére relation pliickerienne par le principe de 
correspondance **), 

Nous ferons usage ici de cette derniere démonstration. 

Regardons comme correspondantes les droites AX et AY qui 
joignent un point fixe A a deux points d’insersection de la courbe avec une 


*) Bulletin de la Société Mathématique de France I, p. 133. La restriction: 
»et qui ne coincide avec aucune tangente 4 l'une des courbes en ce point‘, que 
M. Halphen fait dans son énoncé, n’est pas nécessaire, pendant que, dans le 
théoréme qui nous occupe ici, la nécessité de la restriction analogue est évidente. 
**) Voir les Nouvelles Annales de Mathématiques 2° série, t. V, p. 295 et suiv. 
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droite passant par un autre point fixe B. Alors, si nous désignons 
par » lordre de la courbe, & une droite AX correspondent n(n— 1) 
droites AY, et réciproquement. I] y aura donc 2n(m—1) coincidences 
de droites correspondantes AX et AY, dont les n(m—1) ont lieu 
dans la droite AB. Les autres droites ot a lieu cette coincidence 
sont celles qui joignent A aux points de contact des »’ tangentes 
qui passent par B, n’ étant la classe de la courbe, et celles qui joignent 
A aux points singuliers de la courbe. Pour compter les coincidences 
qui ont lieu en chacune de ces droites on fait usage de la-régle sui- 
vante, applicable en général & trouver les degrés de multiplicité des 
solutions indiquées par le principe de correspondance*): 

Le nombre de coincidences de AX et AY qui ont lieu en une 
droite AD par A, est égal 4 la somme des ordres des angles infini- 
ment petits XAY formés d'une droite AX, qui fait avec AD un 
angle infiniment petit du premier ordre, et des droites correspondan- 
tes AY. 

Cette regle nous montre que le nombre des coincidences qui ont 
lieu dans la droite joignant A a un point singulier D (dont aucune 
tangente ne passe pas B), est précisément égal & la somme double 
dont parle le théoréme. Si D est un point double on trouve le nombre 
2, s'il est un point stationnaire, le nombre 3, d’ot résulte la premiére 
formule de Pliicker. Il faut done que, si le point D est équivalent 
& 0 points doubles et ¢ points stationnaires, le nombre trouvé soit égal 
a 28+3¢. Done etc. 

Les ordres des segments infiniment petits se déterminent sans dif- 
ficulté par les séries dont nous avons parlé dans le n° 1. 

Note. Si, dans la démonstration précédente, le point B se trou- 
vait sur une des tangentes au point singulier D, le nombre de coin- 
cidences ayant lieu en AD serait égal 4 26+ 3¢ plus le nombre de 
tangentes par B qui coincident avec BD, ou bien (selon le n° 1.), si 
le point est k-tuple et que / points d’intersection de la courbe avec 
BD coincident avec D, a 20-+4+32+1—k. En déterminant ce méme 
nombre de coincidences par la regle dont nous venons de faire usage, 
on trouve qu'il est égal aussi au double de la somme des ordres des 
segments infiniment petits interceptés par la courbe sur une sécante 
passant par B (un point de la tangente DB), et dont la distance au 
point D est infiniment petit du premier ordre. Dans le cas ov une 
seule branche de la courbe passe par le point D on obtient, en faisant 
usage de la méme représentation analytique que dans le u° 1., le corol- 
laire analytique suivant: 


*) Voir le Bulletin des Sciences Mathématiques et Astronomiques, publié par 
MM. Darboux et Hoiiel, t. V, p. 187. 
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Soit y une fonction de x représentée par une série, développée sui- 
1 

vant des puissances entiéres, positives et ascendantes de x”, m étant un 
nombre entier, et soit ae Vexposant du premier terme de cette série; alors 
je dis que, si Von en déduit la série, développée suivant des puissances 
de y, qui sert a exprimer x, le double de la somme des exposants des 
premiers termes des différences des valeurs de x déterminées par cette 
derniére série, et le double de la somme analogue formée dexposants de 
la premiére série, awront pour différence r—m. 

Certes, nous avons supposé dans notre démonstration, que la 
fonction que représente la série donnée dans les limites de convergence 
soit algébrique; mais cette circonstance n’est pas essentielle pour le 
corollaire. — En démontrant directement ce corollaire, on obtiendra 
une nouvelle démonstration du théoréme 1. 


4. La valeur principale du nombre des points stationnaires réunis 
en un point singulier dune courbe algébrique, est égal a la somme 
2 (m—1) des degrés de multiplicité, diminués chacun dune unité, des 
branches par le point, les branches étant regardées comme lieux de points. 

Considérons, pour -prouver ce théoréme, deux courbes (C,) et (C,) 
des ordres n, et n, et des classes n,’ et n,’, placées dans le méme plan, 
et dont les points se correspondent un-a-un. Soient P, et P, deux 
points correspondants et mobiles sur les deux courbes, et A, et A, deux 
points fixes du plan qui n’ont par rapport aux deux courkes aucune 
position particulitre. Alors le lieu du point d’intersection @ de A, P, 
et A,P, sera une courbe de l’ordre n,-+m,, ayant en A, un point 
n,-tuple et en A, un point m,-tuple, ce qu’on voit en comptant les 
points d’intersection de ce lieu avec des droites par A, et par A,. On 
trouve la classe du méme lieu, que nous appellerons la courbe auxiliaire, 
en comptant les tangentes par A, ou par A,, et les deux valeurs qu’on 
trouve ainsi doivent étre égales. Les tangentes par A, (ou A,) seront: 
1° les 2n, (2”,) qui coincident avec les n, (n,) tangentes en ce point 
n,-tuple (n,-tuple), 2° les mn,’ (m,’) tangentes 4 la courbe (C,) ((C,)), 
et 3° une partie des droites joignant A, (A,) aux points singuliers de 
(C,) (de (C,)). Nous allons rendre compte de ces derniéres tangentes. 

Considérons sur la courbe (C,) une branche qui (regardée comme 
lieu de ses points) est m,-tuple en un point singulier O,. A ce point 
correspondent sur (C,) autant de points (qui ne peuvent se confondre 
qu’en des points multiples de C,) qu'il y a de branches par 0,. Dé- 
signons par QO, celui qui correspond a O,, regardé comme appartenant 
& la branche m,-tuple considérée, et supposons que la branche corre- 
spondant a celle-ci soit m,-tuple. Alors le point d’intersection de 
A,O, et A,O,, se trouvera sur une branche de la courbe auxiliaire 








216 H. G. Zevrsen. 


qui rencontre A,O, en m,, et A,O, en m, points coincidents. Par 
conséquent, le théoréme du n° 1. nous montre que, si m,>m,, m, —m, 
tangentes, menées de A, & ja courbe auxiliaire, coincident avec A, 0,, 
et, si m, << m,, m,—m, tangentes de A, coincident avec A,O,; si 
m,==m, aucune de ces droites n'est tangente a la branche de la courbe 
auxiliaire dont il s’agit. (Dans tous les trois cas, il est possible qu’a 
cause d'autres branches multiples par O, ou O,, d’autres tangentes a 
la courbe auxiliaire coincident avec l'une ou |’autre de ces deux droites.) 

L’égalité du nombre des tangentes par A, 4 celui des tangentes 
par A, s’exprime donc par l’équation suivante 


2n, + n,'-— 2n, — n+ cm, —m,) = 0, 


ot la somme DS s’étend a toutes les branches multiples par les points 
singuliers de toutes les deux courbes, et aux branches correspondantes. 
Comme il peut y avoir, au nombre de ces derniéres branches, des 
branches simples, il est plus commode de transformer le dernier terme 
de |’équation trouvée de la maniére suivante 


z= (m, — mz) -> [ (m,—1) — (m, — 1)] =>) (m, — 1) —>, (m, — 1); 
car alors toutes les branches simples de ]’une et de l’autre courbe se- 


ront éliminées, et il suffira d’étendre la somme > a toutes les 
branches multiples de (C,), et _ & toutes celles de (C,). L’équation 


al 
trouvée sera donc remplacée par la suivante 


ny + 7 (m,—1) — 2n, = n,' + oe (m,—1) — 2n,. 
Une branche formant un point stationnaire est double (m= 2), 


pendant que les deux branches qui forment un point double ordinaire 
sont simples. Pour une courbe qui n’a que des singularités ordi- 


naires , > (m—1) sera done le nombre des points stationnaires, et 


n+ _>) (m—1) — 2n sera égal & 2(p—1), p étant le genre de la 
courbe. L’équation trouvée est donc celle qui exprime l’égalité des 
genres de deux courbes dont les points se correspondent un-a-un. Dans 
cette équation, appliquée a une courbe douée de singularités supérieures, 


> (m— 1) remplace le nombre des points stationnaires d’une courbe 
ordinaire. En appliquant cette méme évaluation séparément 4 chacun 
des points singuliers, on obtient le théoreme énoncé. 

5. Il n’est pas toujours les valeurs principales des équivalents pliicke- 
riens qu'on rencontre dans les applications. En effet, dans un systeme 
de courbes douées d’un certain nombre de points doubles et station- 
naires, les courbes ov plusieurs de ces points se sont confondus ne 
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sont pas toujours du méme genre qu'une courbe générale du systeme*). 
Toutefois il reste toujours essentiel de savoir déterminer les valeurs 
principales parce qu’elles forment wn systeme de valeurs des équiva- 
lents, dont on peut déduire sans difficulté les valeurs générales. 

Quant a ces valeurs générales des équivalents pliickeriens on ne 
peut les déterminer séparément, comme les valeurs principales, pour 
les points singuliers et pour les tangentes singuliéres: il faut chercher 
a la fois léquivalent 0 et ¢ et léquivalent 0’ et & de toutes les bran- 
ches qui dans le méme point ont la méme tangente, pendant que les 
points d’intersection de deux branches a tangentes distinctes sont tou- 
jours des points doubles, les droites tangentes en deux points distincts, 
des tangentes doubles. 

Soit 6, €, 0°, & un systéme quelconque de valeurs simultanes des 
equivalents pliickeriens d’un point singulier formé dune seule branche, 
ou de plusieurs branches tangentes Tune a Vautre, et de la tangente en 
ce point, et soient 0,, 2,, 0,;', €, les valeurs principales de ces équiva- 
lents. Alors 

d=0,—3a, e=e,4+2a, W—d,—3a, &—e,+ 2a, 
ow « est un nombre entier assujéti a la seule condition qu'il doit donner 
a 0, €, 0, & des valeurs positives. 

En effet, on déduit des relations pliickeriennes que 

20 + 3e =26,+3¢,, 
20°+ 3e& =20,'4+ 3¢,’, 
é— &= & — &. — 
; d,¢ , ‘ 
Nous désignerons par f .) les singularités d'un point a une 
? 
seule tangente dont les équivalents pliickeriens ont les valeurs de 0, 
é, 0, &. Nous joignons deux notations de cette espece par le signe 
de = ou de =, suivant que les valeurs des équivalents sont les mémes, 
ou que, seulement, elles ont la méme influence dans les relations 
pliickeriennes. Les résultats que nous venons d’indiquer s’écriront done 
0,¢é 0, — 3a, ¢, + 2a =ins 
G. 4 = le 3a, e+ va ~ NOY, & 


Un contact triponctuel de deux branches simples sera représenté par 


*) ll existe, par exemple, en général, dans un systéme de courbes douées 
de deux points stationnaires, des courbes singuliéres ou ces deux points, confondus, 
forment un point de contact triponctuel de deux branches simples, quoique les 
valeurs principales de I’équivalent de ce point sont g =3, «0. (Ceux de la tan- 
gente en ce point sont 6’=3, e°=0.) Voir mon mémoire sur les propriétés des 
systémes de courbes planes dans les Mémoires de l’Académie danoise des Sciences 
5™° série t. 10, IV (p. 319). 
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3,0, 0,2 
(;” 0) ay 4 2)’ 
od la premiere représentation contient les valeurs principales des équi- 
valents pliickeriens. 
Applications. 

6. Nous nous proposons d’étudier ici une classe de points singu- 
liers, dont nous aurons besoin, dans le mémoire suivant, de connaitre 
les équivalents pliickeriens: les points quadruples, a wne seule tangente 
qui rencontre la courbe en six points coincidents. 

Selon notre théoreme 1, la somme des degrés de multiplicité des 
branches formant le point singulier, regardées comme enveloppes de 
tangentes, est égale & 2, pendant que la tangente compte pour 6 tan- 
gentes menées par le point singulier lui-méme. La premiére de ces 
circonstances montre que le nombre de ces branches est, au plus, égal 
% 2. On voit done que les seuls cas possibles sont les suivants: 

1°. Il y a deux branches, simples si l’on les regarde comme des 
enveloppes de tangentes, et dont l’une est simple l'autre triple si l’on 
les regarde comme des lieux de points. 

2°, Il y a deux branches, simples si l’on les regarde comme des 
enveloppes, doubles si l’on les regarde comme des lieux. 

3°. Iln’y a qu'une seule branche, double si l’on la regarde comme 
une enveloppe, quadruple si l’on la regarde comme un lieu. 

Si l’on prend le point singulier pour origine, et la tangente pour 
axe des abscisses, les premiers termes des séries représentant ces bran- 
ches se déterminent, sans difficulté, par la circonstance que la tangente 
rencontre la courbe en six points coincidents, et quelle compte pour 
six tangentes par le point singulier. 

Premier cas. Les séries auront les formes suivantes 


y=—ar +---, ty = bat Witt". 
Z,= AX?+:--, 4,= BX'+.-:-, 
ot x et y sont. les coordonnées ponctuelles, X et Z les coordonnées 
tangentielles; y, et y, sont les valeurs de y qui correspondent, pour 
les deux branches, & la méme valeur de z, et Z, et Z, ont des signi- 
fications analogues. Si 0,, ¢,, 9,, €, sont les valeurs principales des 
équivalents, on trouvera donc les équations suivantes 
20, + 3e,—2-4-3+4+4-3-2—16, 4 —2, 
26, + 36, = 2-2—4, 6 =O, 
dou 


0 (17, ) - Go) 


qui sera le seul systeme de valeurs des équivalents. 
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Deuxiéme cas. Le premier exposant des séries exprimant y par x 
sera }, celui des séries exprimant Z par X, 3. Soient les premieres 
séries 


mast +, tat rey 
an gala iF ae 


ou ¢, et c, sont les premiers coefficients différents dans les deux séries, 


q, un nombre entier > 2. Alors, quant a la représentation tangen- 
tielle, on déduira de la formule (5) du u° 1.: 


i] q—2 
= — —az* —.-- -- 2 ox 2 — ’ 
dot 
yp? 2 ryt? 
2? a — — X te eee oo CX of ee *y 


ot C est le premier coefficient qui dépend de c. On aura par consé- 
quent, en désignant par x, et x, les valeurs de x qui correspondent, 
pour les deux branches, a la méme valeur de X: 
1 1 
x? — 2% = (C,—C,)X" 4... 
1 1 = 1 
En substituant ces valeurs de x,?, 2,?, 2,*— «,2 dans l’équation 


Ly—Ly—(2,- XL» [tale +2,? I 2,2 4m) -+- 4% *(c, 2,* a 2) 4.. . 


qu'on déduit de l'équation (6) du n° 1., on trouve que les séries ex- 
primant Z par X sont des formes suivantes: 
=AX34..4),X'+.., 
Z,= AX'+--4+ D,X'+.-., 
ot D, et D, sont les premiers coefficients différents dans les deux 
séries. 
On déduit des formes des séries que 


26,4+3e,=2-5.2-142-2.242.2.2—12429, 4 =2, 
20,'+ 32, =2y, é = 0, 
“0 (Y ‘ey ete 

Oy’, & q ,9 


’ 


tz | oo 


Les valeurs générales des équivalents seront: 


Gide: 2+ of 


(11) q—3a, 2a/’ 


« et q étant des nombres entiers assujétis aux conditions 
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q>2, O0Zaeet. 


Dans le cas le plus simple od g=3 on trouve les systemes suivants 


de valeurs 
6,2, 3,4 
G 0) sy Gs 9) 


dont le premier contient les valeurs principales. On pourrait en dé- 
duire celles qui correspondent 4 d'autres valeurs de q, si l’on voulait 
regarder comme évident que tout nouveau point de rencontre des deux 
branches améne une seule nouvelle tangente commune. 

Troisiéme cas. Les premiers exposants des séries auront les mémes 
valeurs (} et 3) que dans le cas précédent. Soit la série exprimant y 


par x 
3 2q+1 


y=an?+--+ex 4 4--, 
ou Sars est le premier exposant qui a le dénominateur 4, q étant 
un nombre entier > 2. Alors on trouve, en introduisant des coor- 


données tangentielles, une série de la forme suivante 
2q+1 


Z=AX'4+--4+0X? 4+.., 


24+! ost le- premier exposant qui a le dénomiyateur 2. Par con- 


2 
sequent 


26,43¢,—2-2.2.942.°9t! 9.113429, 4 =3, 
26,/+32¢,=—2¢4+1, «¢/—1, 


e a ‘oi “cle :): 

0, é . es 1, ] 

Les valeurs générales des équivalents seront 
q+2—36, pans 
q—1—36, 1+ 26)’ 


ow q et B sont des nombres entiers assujétis aux conditions 





ou 


d’ot 


(111) 





q>2, 0zpet*. 
Dans le cas le plus simple ot g = 3 on trouve le seul systeme 
de valeurs 


tS 















Ueber dreipunktig bertthrende Curven einer dreifach unendlichen 
Schaar. 


Von H. Krey in Kiel. 


Im 3. Bande der Math. Annalen hat Herr Brill die Gleichung 
derjenigen Curve aufgestellt, welche aus einer gegebenen Curve f die 
Osculationspunkte einer zweifach unendlichen Schaar ausschneidet. Die 
elegante Form der in zwei Theile zerfallenden Curvengleichung lisst 
vermuthen, dass auch fiir dreifach unendliche Schaaren eine ahnliche 
Behandlungsweise mdéglich sei. Man erhalt hier vier Theile, darunter 
mindestens drei in iibersichtlicher Determinantenform, wie im Folgen- 
den gezeigt werden soll. 


Die Grundcurven », ~, x, @ der Schaar seien von der s'*", f von 
der n" Ordnung. Fiir einen Punkt von /, in welchem eine Curve 
ap + ap + a4 + a0 = 0 


der Schaar dreipunktig beriihrt, giebt die Elimination der Parameter 
die folgende Bedingungsgleichung: 


7... 
Zidz; 
(1) | Lp;d?aj+ (s—1) VHPirdxjdr, 
Zgid*x;+3(s—1) Lind xd? 1+ (s = 1) (s—2) {Pind xjdx,.dxX, 


=0, 


worin, nach der Bezeichnung des Herrn Brill, die drei letzten Ver- 
ticalreihen, enthaltend die gleichgebildeten Ausdriicke in y, 7, @, weg- 
gelassen sind. 


Um die Elimination der Differentiale aus (1) bewerkstelligen zu 
kénnen, muss man eine lineare Gleichung 


k,x, + k,x, + kya, =k 


einfiihren, mit deren Hiilfe sich ergiebt 





pe em en ere 
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(2) da,—e(k,f,—ksf,); d%,—elksf,—k,f,); 42,—e(k, f,—kf); 
(3) 2,dz,—2,dx,—e@kf,; «,dx,;—2,d2,—ekf,,; x,dx,—2,dx,—ekf,; 
wenn y einen Proportionalititsfactor bedeutet. 


Der Differentialausdruck (1) zerfallt in sechs einzeln zu behan- 
delnde Theile. 


1. Dem Theile 
- + sl 
| Lgdx; 
| Z pix duj dx, 
2 Pika dx; dx, dx, 
kann man die Form geben: 


Pist Pree Pass Pirie Pioz Piss Piss P22 Pr33 Pies | 
Vir Yo Ysa3 Yue Yiee Ys Yiss Yo Yass VYies 
Mint A222 A333 Arie Are Ais Ai33 
144 Por2 M333 Di3 P22 M143 P33 
ain 6 6 £ 6 £6 8 6G 
6 ¢ ge Ge ter ae Se Wer ae ee 
Pirie Bi eoic@ & & 
es. 8 © © .0 Bf 3h: 8 0 “Re 
0 0 0.0 0 0 0 2 24% | 
O.i1 10. BF 841 O O10. .H f, | 
Man beweist die Richtigkeit dieser Umformung durch Multipli- 


plication der erhaltenen mit derjenigen zehngradigen Determinante, 
welche aus 


| 
| 
%223 Xe33 A123 | 
| 
@oo3 @o33 yoy | 





| 3 3 3 2 
|X, Ly L 32,72, 
2 2 2 da 2 
| ada, 2,*dx, «,?dz, x,°dz,+ 22,2,d2, one f3fs 
= ; 3 ’ 
@,dx,* £,dx,? x,dx,? 2,dx,? + 2x,dx,da, | On lilsTs 


dz dz dz 3dz,?dz, 





dadurch entsteht, dass man die Horizontalreihen bezw. durch 


Sa,e,° -- + + + - 64,22, 
a dxz,+2%,%,dx,- +--+ + #4, 4,da,+--- 
4,dz,?+22,da,dx, --- «,dx,dr,+-- 
3da,dz, - +--+ + 6dz,dz,dzx, 
vervollstiindigt, alle tibrigen Elemente aber, bis auf die Diagonal- 
elemente 1 der erginzenden sechsgradigen Determinante, Null setzt. 
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II. Aus 
7 
= Qi ax; 
= Qi a Lj 
= Pikr du; ax, ax, \ 
sondert sich, wenn man nach den Unterdeterminanten der letzten 
Horizontalreihe ordnet, ohne Weiteres der Factor 2 -+ 2,dx,d*x, ab, 
welchen Herr Brill auf die Form 
— (n—1)KB 9°. H 
gebracht hat, wo H die Hesse’sche Determinante von f bedeutet. 
Aus dem Reste 
91 
P2 
D= DL dx; da, dx, 
3 
| Pikh 
fiir sich allein betrachtet, lisst sich zwar k*?, nicht aber k* ausscheiden. 
Ill. Die Determinante 
PY 
= Qi ax; 
Zz Qi ad? Xj 
= Qi Bax; 
verschwindet, wie leicht zu sehen, identisch. 
IV. Um 
| @ 
z= Qi dx; 
Zz Qi ad Xj 
= Dik dx; a xy 
zu reduciren, muss man die zweiten Differentiale durch die ersten aus- 
driicken. Nimmt man zu den Gleichungen 
[,Px, +f, Px, + fpP x= — (n—1) Sfindajdar 
noch eine aus einer der Gleichungen (3) durch Differentiation ent- 
stehende, oder, um symmetrisch zu verfahren, die Gleichung 
hinzu, wo die 4; ganz beliebig sind, und beachtet, dass 





f 
k 
L 
' 
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Lin du; dx, = o?H, 
so erhailt man durch Auflésung: 
21,4f, (m—1) (4,-k—a, 2a,k,) 
(4) @ay— Sy dm + — — --@k- HA. 


Fiihrt man dies in 2 pj,da;,d* 2, ei, so wird obige Determinante 


| q q 
Zi,df; Z gi da; | (n—1)e?k®?H J gidux; 
Zit, | Vpndxj dx, | 21 f, 2 Vid 2; 
2g; dx; | ° 2 pix Ay da; 


Im ersten Gliede kann man noch einmal die Gleichung (4) an- 
wenden, und fiir die Unterdeterminanten der letzten Horizontalreihe 
die von Herrn Brill mit P bezeichneten Covarianten setzen. Auf 
diese Weise entsteht eine Determinante 7. Grades, in welcher man die 
vier ersten Elemente der letzten Verticalreihe mit Hiilfe der ersten 
Verticalreihen zerstéren kann. Entfernt man dann noch den Ausdruck 

d ZA fi 
mit Hiilfe der Gleichungen 
xd DA fi = (n—1) (ZA fda, + ok - ( ' bed Pe nh oon) 
u. 8. W., 


und sondert aus dem zweiten Glied noch einmal den Factor H ab, 
so kommt: 





Pi Px Ps Pr Ps Pio O | | 
Wir Yr2 Vsg Yrs Vy Yio O 
@-)' , Mit Yee Mss Aes Ast M2 O | (n= 1889s. ani = 
— a KEP), @y O33 G23 Wy OD. O r= Ei, . : 
2f 0 0 0 ty fy aa, | 9% | 
0 2, 0 f 0 f, dx,| | Zpindda 





0 0 2 h f 0 da,| | 


| 


— (n—1)e°k*- H 
TELS, behaftete Deter- 


minante, welche aus der ersten der hingeschriebenen, L, dadurch ent- 
steht, dese man dz, durch 


ausserdem noch eine mit dem Factor — 





dZ1,f; OZ, f; 
“Rae — fy: jz, Ci  W- 


he 


ersetzt. Miese letztere vereinigt sich mit der zweiten der hingeschrie- 
benen zu 








Aa vw Ww F&F 


RAL; 
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Pit Por Pss Pres Par Prs | 
Vis Yoo Y33 Vo3 Var Vio 
0° - i. 3(n—1)?- H- Mit ee Maa Yes Mar Maa 
| yy Doe Gy Dog sy Me | 
| fi fr fos fos Is fia | 
. LP of? fs? hfs hh fh 
V. Um 
Q 
Zz Vi dx; | 
2D pin dx; d xy 
2 yi dx; 
auf einfachere Ausdriicke zuriickzufiihren, differentiire man die Glei- 
chung (4) noch einmal und driicke d*x, ganz durch die ersten Diffe- 
rentiale aus. Bildet man dann 2g; d*x;, so kommt fiir die vorliegende 
Determinante nur das Glied 
— 2 J-2 . 
a - ZA Q; 


in Betracht. Dieselbe reducirt sich daher, wenn man wieder die schon 
unter IV. benutzte Covariante einfithrt, und 
2,dH = (8n—6)Hdz, + (8n —6) ok - (f,H, —f,H,) u. s. w. 
setzt, auf 
Pit Pro Pss Pr2x Par Pre 
Vir Yoo ¥33 Y23 Var Vie 
cea in Mee X33 Nes ar Mie 
= ERE + | yy yy zg Woy Dy, Dy 0 
27,9 0 90 f, fy hHs—fsH2 
02f,9 f, 9 f KHi—-fAs 
0 90 2f; fy fe 0 f,H,—f,H, 
(n—1) (8n—6) 
2 
terminante L, welche schon unter IV. auftrat. 
VI. Auf diese Determinante Z, multiplicirt mit at ok H, 
kommt endlich auch der letzte Theil 


eo oOo © 





vermehrt um die mit dem Factor o°k®H behaftete De- 


Y 
2 gy; dx; 
2D Hix dx; dx, 
| 2D Vix dx; d* x, 
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des Differentialausdrucks (1) zuriick, wenn man die Gleichung (4) be- 
nutzt und nach den Unterdeterminanten der letzten Horizontalreihe 
ordnet. : 

Zieht man diejenigen Terme unter I. bis VI., welche die Difte- 
rentiale noch enthalten, mit Beriicksichtigung der numerischen Coeffi- 
cienten in (1), zusammen, so sieht man, dass aur noch, abgesehen 


von dem Factor (s— 1) (s— 2) (n—1) - = ok’, der Differentialausdruck 


3e°hL—2D 
zu behandeln bleibt. Fiir die hieraus durch Ausscheidung des Factors 


k® au bildende Function scheint jedoch eine Darstellung in Determi- 
nantenform nicht méglich zu sein. 


December 1875. 














Ueber ‘diejenigen Flachen dritten Grades, auf denen sich drei 
gerade Linien in einem Punkte schneiden”*). 


Von F. E, Ecxarprt +. 


Auf jeder allgemeinen Fliche dritten Grades liegen bekanntlich 
27 gerade Linien, und zwar sind dieselben so vertheilt, dass sich durch 
jede Gerade 5 Ebenen legen lassen, deren jede noch zwei weitere Ge- 
rade der Fliche enthilt. Drei so in einer Ebene liegende gerade Linien 
bilden nun im Allgemeinen ein Dreieck, und nur bei speciellen Flachen 
durchschneiden sich dieselben in einem Punkte. Die Betrachtung dieser 
besonderen Flichen nun ist der Zweck der nachstehenden Abhandlung. 
Dieselbe beginnt mit einer allgemeinen Untersuchung derjenigen Flachen 
dritten Grades, auf denen sich eimmal drei gerade Linien in einem 
Punkte schneiden; sie wendet sich dann vorzugsweise den Flichen zu, 
auf welchen dieser Fall sechsmal eintritt, und schliesst mit einer Be- 
trachtung von 3 speciellen Fliichen der letzteren Art. Literaturnach- 
weise konnten nur an wenigen Stellen beigefiigt werden, da dem Ver- 
fasser ausser den allgemeinen Werken iiber Flaichen dritten Grades von 
Cremona und Sturm und ausser Salmon’s analytischer Geometrie 
des Raumes fiir seine specielle Arbeit nur die Abhandlung von Clebsch: 
»Ueber die Anwendung der quadratischen Substitution auf die Glei- 
chungen fiinften Grades und die geometrische Theorie des ebenen 
Fiinfseits* (Bd. IV der mathematischen Annalen) zu Gebote stand. 
In der letzteren ist aber nur von einer ganz speciellen der zu behandeln- 
den Flichen, der sogenannten Diagonalfliiche, die Rede. 


1. Wenn sich auf irgend einer Fiche drei gerade Linien in einem 
Punkte schneiden, ohne dabei in einer Ebene zu liegen, so muss der 
Schnittpunkt nothwendig ein Knotenpunkt der Fiche sein. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich synthetisch sofort, wenn 
man bedenkt, dass jede durch zwei der geraden Linien gelegte Ebene 
die Fiche in einer zusammengesetzten Linie durchschneidet, von welcher 





*) Wir entnehmen diese letzte Arbeit des verstorbenen Verfassers dem Oster- 
programm 1875 der Realschule I, Ordnung zu Chemnitz. Die Red. 
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jene Linien einen Theil ausmachen, und welche daher in dem frag- 
lichen Punkte einen Doppelpunkt besitzt. Da nun jede Ebene, welche, 
aus einer Fliiche eine Linie mit Doppelpunkt ausschneidet, als eine 
Tangentialebene der Fiche in demselben angesehen werden muss, so 
besitzt der betreffende Punkt im vorliegenden Falle drei verschiedene 
Tangentialebenen, was nur dann eintreten kann, wenn er ein Knoten- 
punkt der Fliche ist. 


Analytisch folgt derselbe Satz sofort aus der allgemeinen Gleichung 


Brf, + ah + «Bf, =0 

derjenigen Fliichen, welche durch die drei Schnittlinien der Ebenen 
a=, B=0, y=O0 gehen. Es bedeuten in dieser Gleichung die 
Gréssen f homogene Functionen gleichhohen Grades der vier Coordi- 
naten a, B, y und 0. 

Bei den Flichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte gehen 
durch denselben nicht nur drei, sondern sechs gerade Linien der Fliche. 
Denn die allgemeine Gleichung einer Fliche dritten Grades, welche den 
Punkt « =0, B=0, y=O zu einem Knotenpunkt hat, darf weder 
die dritte, noch die zweite Potenz der vierten Coordinate 3 enthalten, 
und muss also sein 

OK, + K,=0, 
wobei in K, und K, 0 nicht mehr vorkommt. Durch 

K,=0, K,=0 
werden aber zwei Kegel zweiten und dritten Grades dargestellt, welche 
den Knotenpunkt zum gemeinsamen Scheitel besitzen und deren aus 
sechs Geraden bestehende Durchschnittslinie der Gleichung zufolge auf 
der Flache liegen muss. Auf Fliichen héheren Grades gehen dagegen 
nur ausnahmsweise gerade Linien durch einen Knotenpunkt. 

Wir werden im Folgenden die Flichen dritten Grades mit Knoten- 
punkten nur insoweit beriicksichtigen, als sich auf denselben zugleich 
anderweit drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und werden 
uns infolge dessen auf den Fall beschriinken, in welchem sich die drei 
geraden Linien in einem Punkte schneiden und ihr gemeinsamer Schnitt- 
punkt ein einfacher Punkt der Fliche ist. 


2. Zur Ermittelung der allgemeinen Gleichung einer Fliiche dieser 
Art bediirfen wir noch des folgenden Lehrsatzes: 

Wenn sich auf einer Fliiche n' Grades n in einer Ebene liegende 
gerade Linien in einem Punkte schneiden, so zerfillt die erste Polar- 
fliiche des Schnittpunktes in Bezug auf die gegebene Fliiche in jene Ebene 
und in eine Fliiche (n—2)" Grades. 

Sind nimlich die Coordinaten des fraglichen Punktes 


au Ppomy=), 
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und ist «0 die Gleichung der Ebene, in welcher jene Geraden liegen, 
so ist die Gleichung der Fliche 


fn(B, vy) + @fn-i(@, B, Y, 8) =0, 
wobei die beiden f homogene Functionen resp. n'*" und (n—1)'" Grades 
der innerhalb der Klammer stehenden Coordinaten sind. Setzt man 
namlich in dieser Gleichung « = 0, so wird dieselbe zu 


fn(B, y) = 90 
und stellt » gerade Linien dar. Die Gleichung der ersten Polarflache 
des Schnittpunktes wird nun durch den gleich Null gesetzten Differential- 
quotienten der Flichengleichung nach 6 dargestellt und ist somit: 
a af,_1 
dé 

Hiernach ist das Behauptete evident. Leicht zu beweisen ist, dass 
auch die Umkehrung desselben gilt: - 

Wenn die erste Polarfliche eines Punktes in Bezug auf eine Fliche 
ne” Grades in eine durch ihn gehende Ebene und eine Fliche (n—2) 
Grades zerfillt, so liegt jener Punkt auf der Fliche, die Ebene ist die 
Tangentialebene der F'liiche in ihm und schneidet die Fliche in n durch 
den Punkt gehenden geraden Linien. 

Jede Ebene, welche durch einen derartigen Punkt geht, schneidet 
die Flache in einer Curve, deren Tangente in jenem Punkte mit der 
Curve » zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich hat. 

Ist die Fliche eine solche dritten Grades, so geht der erste all- 
gemeine Satz in den folgenden speciellen iiber: 

Wenn sich auf einer Fliache dritten Grades drei in einer Ebene 
liegende gerade Linien in einem Punkte schneiden, so zerfdllt die erste 
Polare dieses Punktes in Bezug auf die Fiche in zwei Ebenen, deren 
eine jene Tangentialebene ist. 

Wihrend also im Allgemeinen der Beriihrungskegel einer Flache 
dritten Grades, welcher seinen Scheitel in einem beliebigen Punkt der- 
selben hat, vom vierten Grade ist, wird er fiir den Schnittpunkt von 
drei Geraden der Fliche nur vom dritten Grade. Es hangt dies damit 
zusammen, dass jede durch diesen Schnittpunkt gehende, auf der Flache 
liegende ebene Curve in ihm einen Wendepunkt besitzt, und folgt-un- 
mittelbar aus dem Satze, dass man von einem Wendepunkte aus an 
eine ebene Curve dritten Grades drei Tangenten legen kann, deren 
Beriihrungspunkte in einer Geraden liegen. 

3. Clebsch hat zuerst (Crelle’s Journal, Bd. 59, vergl. auch 
Salmon’s analytische Geometrie des Raumes, deutsch von Fiedler, 
p. 397) den Beweis geliefert, dass die allgemeine Gleichung einer 


Flaiche dritten Grades in nur einer Weise auf die Form gebracht wer- 
den kann: 


== (.. 
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Ac + BB+ Cy + D#®&+ EX =0, 
woa=0, B=0 u.s. w. die Gleichungen von Ebenen und die in 
diesen enthaltenen Constanten so gewahlt sind, dass 


ae+B+y+o+e=—0. 

Diese fiinf Ebenen bilden ein Pentaeder. Die 10 Ecken desselben, 
und zwar im Allgemeinen diese allein, besitzen nun die Eigenschaft, 
dass ihre erste Polaren in Bezug auf die Fliche dritten Grades in zwei 
Ebenen zerfallen. So ergiebt sich aus obiger Gleichung durch Diffe- 
renziren derselben nach « oder # unter gleichzeitiger Beriicksichtigung 
der zwischen den 5 Gréssen a, B u. s. w. bestehenden Relation die 
Gleichung der ersten Polaren des Eckpunktes y= 0, 0 =O, &¢ =O: 

Aw — BR <0. 
Diese Polare zerfallt also in die zwei Ebenen 
«V~VA+BYB=0. 

Sollen somit auf unsrer Flaiche dritten Grades sich drei gerade 
Linien in einem Punkte schneiden, so muss nach § 2. eine der 10 Ecken 
des Pentaeders in der Fliche liegen. Dies tritt aber fiir die eben als 
Beispiel gewiihlte Ecke nur dann ein, wenn 

A= B. 

Sind somit in der allgemeinen auf das Pentaeder bezogenen Glei- 
chung einer Fiche dritten Grades zwei Coefficienten gleich, so liegen 
auf der Fléche drei sich in einer Pentaederecke schneidende Gerade. 
Aus der Gleichung der Fliche, welche infolge der Gleichheit zweier 
Coefficienten die Form annimmt: 

A (a3 + B*) + Cy? + De® + Eh —0, 
ergiebt sich sofort, dass die Ebene 
«e+ p=0 
diejenige der drei Geraden ist. Substituirt man namlich 
a=—8 


in die Gleichung der Flache; so erhailt man wegen 
—(a+B+y7+9) 


Cy’ + De® — E(y+0)>=—0, 
welche in Verbindung mit 





die Gleichung 


a + B = (0) 
drei Gerade darstellt, welche sich in einem Punkte treffen. Diese 
Ebene ist aber eine Diagonalebene des Pentaeders, da aus der Gleichung 
derselben hervorgeht, dass sie durch die Schnittlinie der zwei Pentaeder- 
ebenen « = 0, 6 = 0 geht, und da ausserdem nach dem Vorigen die 
Pentaederecke y = 0, d = 0, ¢ =O in ihr enthalten ist. Daher: 
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Wenn sich auf einer Fliche dritten Grades drei Gerade in einem 
Punkte treffen, so ist die Ebene derselben cine Diagonalebene und der 
Schnittpunkt eine Ecke des Pentaeders der Fliiche. 

Zu bemerken ist noch, dass die Gleichung der Ebene, welche mit 
derjenigen der drei Geraden die erste Polare der Pentaederecke 

y=0, d=0, t=O 
ausmacht, 
é¢=— B = 0 

ist, und dass somit die Beriihrungsebene des von jener Ecke aus an 
die Flaiche zu legenden Beriihrungskegels dritten Grades durch die naim- 
liche Pentaederkante geht, wie die Ebene der drei Geraden, und mit 
dieser den von den beiden darin zusammenstossenden Pentaederebenen 
gebildeten Winkel harmonisch theilt, 

4. Durch Betrachtung aller méglichen Fille ergiebt sich zuniichst, 
dass auf einer Fliche dritten Grades 1, 2, 3, 4, 6 und 10mal der Fall 
eintreten kann, dass sich drei gerade Linien in einem Punkte schneiden. 
Die diesen Fiillen entsprechenden Gleichungen der Fliiche haben die 
folgenden Formen: 


1) P+ B+ ky +1H+ mF =—0, 
2) a + p+ k(y4+63) 41 =0, 
8) at + B+ 794+ ke +e =O, 
HP +P+P+EG +2) =O, 
|) +h + 7+ H+4hke =O, 
+ P+ 74542 =O. 

Aus der Gleichung 2) geht hervor, dass, wenn sich auf einer Fliche 
dritten Grades zweimal, aber nicht dfter, drei gerade Linien in einem 
Punkte schneiden, die Verbindungslinie beider Schnittpunkte, hier die 
Gerade 

a+p=0, y+o=0, 
der Fiche angehort. 

Wenn dagegen, wie bei der Fliche 3), dreimal-, aber nicht ofter, 
drei gerade Linien der Fliiche sich in einem Punkte schneiden, so liegen 
die drei Schnittpunkte auf einer und derselben Pentaederkante, hier 

d6=0, «=0. j 

Die Falle 5) und 6), deren letzterer die von Clebsch so genannte 
Diagonalfliche liefert, sollen spiter ausfiihrlicher betrachtet werden. 

5. Die vorigen Betrachtungen haben jedoch gewisse Flaichen nicht 
mit ergeben, auf welchen sich theilweise noch 6fter, als 10mal drei 
gerade Linien in einem Punkte schneiden.” Dieser Umstand erklart sich 
dadurch, dass die oben aufgestellte Béhauptung, es kénnten nur die 
ersten Polaren der 10 Pentaederecken in ein Ebenenpaar zerfallen, nur 
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im Allgemeinen richtig und fiir specielle Flachen dritten Grades nicht 
mehr zutreffend ist. 

Unter der Hesse’schen Fliche einer beliebigen Flache versteht 
man bekanntlich den geometrischen Ort aller Punkte, deren quadrati- 
sche Polare (Polarfliche 2. Grades) zu einem Kegel wird. Fiir die all- 
gemeine Fliche dritten Grades ist dieselbe vom vierten Grade und ihre 
Gleichung nimmt, falls die urspriingliche Flache wie friiher auf das 
Pentaeder bezogen ist, die einfache Gestalt an: 


1 1 1 1 i 
da + apt ty + ps t+ He =: 

Die 10 Ecken des Pentaeters sind Knotenpunkte dieser Hesse’- 
schen Fliche und haben als solche die Kigenschaft, dass ihre quadrati- 
sche Polare jn Bezug auf die Fliche dritten Grades in zwei Ebenen 
zerfallt. Hitte die Hesse’sche Flaiche jedoch ausser diesen und den 
etwaigen Knotenpunkten der urspriinglichen Flache, welche ihr bekaunt- 
lich auch als solche angehéren, noch weitere Knotenpunkte, so wiirden 
diese die namliche Eigenschaft besitzen. Dieser Fall kann allerdings 
eintreten, aber nur dann, wenn die Hesse’sche Fliche in Flichen 
niedrigeren Grades zerfallt und daher Doppellinien besitzt. 

Wenn von den fiinf Ebenen des Pentaeders vier durch einen und 


denselben Punkt gehen, so kann wohl die Gleichung der Flache auch 
fernerhin auf die Form: 


Ac + BB’ + Cy? + Dd + Es =0 


gebracht werden, es ist aber nicht mehr moéglich, die Summe der fiinf 


Coordinaten gleich Null zu setzen, sondern nur diejenige von vier 
Coordinaten , so dass etwa: 


e+B+y+e=0 

ware. Der gemeinsame Schnittpunkt der vier Pentaederebenen «=O, 
B=0, y=0, e =O besitzt die Eigenschaft, dass von ihm aus ein 
osculirender Kegel dritten Grades an die Fiiiche gelegt werden kann, 
eine Eigenschaft, durch welche die Flache vollstaindig charakterisirt ist. 


Die ebene Beriihrungscurve dieses Kegels liegt in der Ebene 6 = 0 
und besitzt die Gleichung: 


d=U, Ac®+ B+ Cy + EX =0. 

Bekanntlich kann die Gleichung einer Curve dritten Grades auf 
unendlich viele Weise in diese Form gebracht werden, so dass von dem 
Pentaeder der Fiche eine Ebene (60) und der Schnittpunkt der 
vier iibrigen Ebenen bestimmt, diese vier Ebenen selbst aber unbestimmt 


sind. Man kann daher auch als Gleichung der Fliache die folgende 
wahlen: . 


e+K=—0, 











~ 
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wo K = 0 einen Kegel dritten Grades vom Scheitel eo —0, 6 =O, 
y = 0 darstellt. 


Die Hesse’sche Flache dieser Oberfliche zerfallt nun in zwei Theile, 


und zwar in die Ebene 6 =O und in den Hesse’schen Kegel des 


Kegels K = 0, der wie dieser vom dritten Grade ist. Diese beiden 
Theile durchschneiden sich in einer Curve dritten Grades, welche als 
Doppellinie der Hesse’schen Flaiche angesehen werden muss und zu- 
gleich die Hesse’sche Curve der Linie: 
é=0, K=0 

darstellt. Diese Doppellinie begegnet der Fléche dritten Grades in 9 
Punkten, den 9 Wendepunkten der Curve, in welcher die Fliache von 
ihrem osculirenden Kegel beriihrt wird, und diese 9 Punkte sind zugleich 
solche, in denen sich drei gerade Linien der Fliche in einem Punkte 
schneiden. 

Die 9 Ebenen, in welchen je drei sich in einem Punkte treffende 
Linien liegen, yehen simmtlich durch denselben Punkt, den Scheitel 
des Kegels K. Die iibrigen 36 Dreiecksebenen der Flaiche schneiden 
sich 12mal zu je dreien in den 12 geraden Linien, welche durch je 
drei Wendepunkte der Beriihrungscurve gehen. 


6. Wenn die Ebene « durch die Schnittlinie der Ebenen « und B 
geht, so wiirde die Gleichung der Flache sein: 
Aa + BB+ Cy 4 Dé +4 Ee =0 
unter der Voraussetzung, dass: 
a+p+e=O0. 
Man kann aber jede biniire cubische Form, also auch die folgende: 
Ac + BB — E(a+p) 
auf die Summe zweier Cuben: 
m (a+kB)* + n(a-+1B)' 
reduciren. Setzt man nun wieder fiir « + kB und a+ /£ resp. -a@ und 
8B, sowie fiir m und » A und B, so findet man, dass die Gleichung 


der Fliche immer auf die Form: 
* Ac’ + BB + Cy? + Dd =—0 
gebracht werden kann, oder auf die noch einfachere: 
a + p+ y+ 8 =0, 
wenn man die Constanten in die Coordinaten selbst mit einschliesst. 


Fiir diese Fliche, deren Gleichung somit auf die Summe von vier 


Cuben zuriickgefiihrt werden kann, wird die Hesse’sche Fiche einfach 
von der Gleichung: 


aBpyd = 0; 
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sie zerfallt also in die vier Ebenen eines Tetraeders, dessen Kanten 
Doppellinien derselben sind. 


Jeder Punkt auf einer dieser Kanten hat nun in der That die 
Kigenschaft, dass seine erste Polarfliche in Bezug auf die Flache dritten 
Grades zu einem Ebenenpaar wird. So ist die Gleichung dieser Polaren 
fiir den Punkt: 

@, Bi, 7%, = 9, 0, = 0: 
aa? + BB? = 0. 


Jede der vier Tetraederecken speciell hat die Kigenschaft, dass ihre 
Polare in zwei zusammenfallende Ebenen zerfallt; wird z. B. noch 
A = 0, so geht vorige aii iiber in: 

= (0. 


Von jeder der vier Ecken aus ist daher nur ein Tangentialkegel 
dritten Grades an ” Fliiche méglich, dessen Erzeugenden die Fliche 
osculiren. 

Die Punkte dagegen, in welchen die 6 Tetraederkanten der Flache 
dritten Grades begegnen, sind solche, durch welche zugleich drei in 
einer Ebene liegende Gerade der Fliche gehen. Solcher Punkte giebt 
es 18. — Auch auf diese Fliche kommen wir spiter ausfiihrlicher 
zuriick. 

Weitere Flachen dritten Grades, deren Hesse’sche Flaichen in 
solche niedrigeren Grades zerfallen, wiirde man erhalten, wenn man 
zwei der fiinf Pentaederebenen zusammenfallen liesse. Die Gleichung 
einer solchen Flaiche geht hervor, wenn man in der auf das Pentaeder 
bezogenen Gleichung etwa « und £6 durch: 


a + £ und «—{ 


ersetzt, sowie statt A und B resp. Ak und — Ak einfiihrt und sodann 
k unendlich gross werden lasst. Sie hat daher die Form: 


Ac®p + Cy + D# — E(a+y+8) =0. 

Wir gehen jedoch hier auf diese Flachen, auf denen sich stets ein 
uniplanarer Knotenpunkt nachweisen lisst und deren Hesse’sche Flache 
aus zwei zusammenfallenden Ebenen und einem Kegel zweiten Grades 
besteht, nicht naher ein, da sich im Allgemeinen auf ihnen ausser den 
durch den Knotenpunkt gehenden Geraden keine weiteren vorfinden, 
die sich zu dreien in einem Punkte schneiden. 

Wollte man ausser zwei Pentaederebenen noch einmal zwei der- 
selben zusammenfallen lassen, so wiirde die entstehende Fliche eine 
Regelfliiche dritten Grades sein. Auf dieser schneiden sich gewisser- 
massen in jedem Punkte der Doppellinie drei gerade Linien, von denen 
allerdings zwei zusammenfallen. 
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7. Besonders beachteuswerth sind diejenigen unter den von uns zu_ 
betrachtenden Flichen, welche Knotenpunkte besitzen. Soll ein solcher 
Punkt in der allgemeinen Flaiche dritten Grades: 


Aa + BB+ Cy + De + EH =0, 
e+B+y+d+e=0 


ist, auftreten, so muss zwischen den Coefficienten A, B u. s. w. eine 
gewisse Relation bestehen, deren Aufsuchung leicht ist. Es kénnen 
namlich fiir jede Fliiche nur soleche Punkte Knotenpunkte werden, fiir 
welche die vier Differentialquotienten der Flichengleichung nach den 
vier Coordinaten verschwinden. Der Punkt (@,, 6,, y,, 6,) wird da- 
her fiir die obige Flaiche dann ein Knotenpunkt sein, wenn: 


Aa,’ = BB? == Cy, = Dd? = Ez,’, 


wobei 


oder 
w,:B,:y,:0,:8,—= A744: Bo#: C-4:D-3:E 4, 

Setzt man diese Werthe in die Flaichengleichung ein, so erhalt 

man als die gesuchte Relation zwischen den Coefficienten: 
At+B44+C44D44Et=0. 

Die Quadratwurzeln kénnen dabei sowohl in voriger Proportion, 
als auch in dieser Gleichung das positive und negative Vorzeichen be- 
sitzen, doch. miissen die Vorzeichen derselben Wurzel in beiden Fallen 
iibereinstimmen. Da sonach noch vier der Coefficienten willkiihrlich 
sind, so kann man, dieselben gleichsetzend, bewirken, dass auf der 
Flache sechsmal drei gerade Linien durch einen und denselben Punkt 
gehen und zwar ohne dass dabei die sechs Geraden betheiligt sind, 
welche sich in dem Knotenpunkte schneiden. Auch auf diese specielle 
interessante Flache, deren Gleichung die Form hat: 

1 


O+P 4+ p+ 94+ TP =O, 
kommen wir spiter zuriick. 

Soll die Flache zwei Knotenpunkte besitzen, so muss fiir die Coordi- 
naten beider Punkte die obige Proportion erfiillt sein, was nur dann 
mdglich ist, wenn bei beiden gewisse Vorzeichen verschieden sind. 
Sollen nun etwa die beiden Punkte: 

e:B:y:6:e= A-+:— B4:C°t: D4: E-% 
und 

e:B:y:d:e=—A*:B4:0141:D 4: E4 
Knotenpunkte der Flaiche sein, so kénnen die beiden zu erfiillenden 
Gleichungen: 


A+—Bi+o314D1+EF!=0 


und 


—-Ai+ Bi+¢C1+D1i+EFt=0 
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nur dann gleichzeitig bestehen, wenn: 

A==B 

und . 

C44 D-4$4+E*=0. 
Der ersten Gleichung zufolge muss nach § 3. die Ebene 

a + B = 8) ? 

die Flichen in drei geraden Linien schneiden, welche sich in einem 
Punkte treffen. In der That enthalt eine Fliche dritten Grades mit 
zwei Knotenpunkten die gerade Verbindungslinie beider Punkte und 
besitzt lings derselben in allen Punkten dieselbe Beriihrungsebene. 
Diese Ebene nun schneidet daher die Flache in zwei zusammenfallen- 
den Linien und einer weiteren Geraden und ist also eine Ebene der 
angegebenen Art. Aus ihrer Gleichung und aus den zwischen den 
Coordinaten der Knotenpunkte bestehenden Proportionen ergiebt sich 
noch der folgende Satz: 

Hat eine Fliiche dritten Grades zwei Knotenpunkte, so liegen beide 
in einer Diagonalebene des Pentaeders und ihre Verbindungslinie geht 
durch eine Ecke desselben. ° 

Die Bedingung 

c++ D-*4+E-!=0 
wird unter Anderem erfiillt, wenn: 

C=D=k, E=4k 
ist. Bei der sich unter dieser Voraussetzung ergebenden Flache: 
ad + B+ k(>+084463) = 0 

schneiden sich iiberdies drei gerade Linien, deren keine durch einen 
Knotenpunkt geht, in einem Punkte. Mehr als einmal kann dieser 
Fall bei Flachen dritten Grades mit zwei Knotenpunkten nicht ein- 
treten. 

Auf gleiche Weise stellt: 

+ p+ y+ 4% +e) =—0 
eine Fliche mit drei Knotenpunkten dar, auf welcher die einzigen drei 
geraden Linien, welche nicht durch einen Knotenpunkt gehen, sich in 


einem Punkte schneiden. Die Coordinaten der drei Knotenpunkte sind 
bei dieser Flaiche die folgenden: 


@,:B,:7,:0,:8 = 2:—2:—2:1:1, 
@,:B,27,:0,:&—=—2: 2:—2:1:T, 
a@,:8,:7,:0,:8& =—2:—2: 2:1:1, 


und die Ebene der drei Punkte ist: 
é6—e=0O. 
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Endlich wird durch die Gleichung: 
+ P+ p++ 7 = 0 
eine Fliiche dritten Grades mit vier Knotenpunkten dargestellt. 

8. Bei den Fliichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte, deren 
Untersuchung oben durchgefiihrt worden ist, kann es auffallend erschei- 
nen, dass unter den Geraden, welche sich zu dreien in einem Punkte 
schneiden, nie eine durch den Knotenpunkt gehende vorkommt. In 
der That aber sind, wenn sich auf einer Fliche dritten Grades drei 
in einer Ebene liegende gerade Linien in einem Punkte schneiden und 
eine derselben durch einen Knotenpunkt geht, nur zwei Fille méglich. 
Entweder hat die Fliche noch einen zweiten Knotenpunkt, die Gerade 
ist die Verbindungslinie beider und die Ebene der drei’ geraden Linien 
ist die Beriihrungsebene lings derselben, welcher Fall bereits oben 
erledigt ist, oder die zwei anderen Geraden gehen durch den nimlichen 
Knotenpunkt und dieser ist ein biplanarer oder uniplanarer. 

Die I lichen dieser Art haben wir im vorigen § von der Betrach- 
tung vorliiufig ausgeschlossen, da wir ein vollstiindig bestimmtes Penta- 
eder voraugsetzten, welches fiir diese Flichen nicht existirt. Es sei 
dagegen jetzt die Gleichung der Fiche: 

Ad + BB + Cy + DH + E#& =0 
unter der Voraussetzung, dass: 
c+ B+y+e=0. 

Soli fiir diese Fliche der Punkt (a,, B,, y,, 9,, €) ein Knoten- 

punkt sein, so sind die Bedingungen: 


Aa,’ = BB? = Cy? = Ee,’ 
und 


Dd, =0 
zu erfiillen, der Knotenpunkt muss daher in der Ebene d = 0 liegen 
und seine Cordinaten miissen sein: 

a,:B,:y,:8 =A *:B-4:0°-4: E4, 
wihrend zwischen den Coefficienten noch die Verbindung bestehen 
muss : 


At+B44+C1+EF4=0. 
Die Gleichung des Beriihrungskegels in dem Knotenpunkte ist: 
Ata + Bip? + Chy?+ Bbek —0. 
Ein Scheitel dieses Kegels liegt also in dem Punkte: 
a=x=Q, B=0, y=0; 
ein weiterer Scheitel muss aber offenbar der Knotenpunkt selbst sein, 


was nur dann zugleich mit jenem méglich ist, wenn der Kegel in zwei 
Ebenen zerfallt, der Knotenpunkt also biplanar wird. 
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Hat somit eine Fliche dritten Grades mit einem osculirenden Kegel 
dritien Grades einen Knotenpunkt, so ist dieser biplanar und liegt in 
der Beriihrungsebene jenes Kegels. 

Nach § 5. schneiden sich in jedem Wendepunkte der Beriihrungs- 
curven drei gerade Linien der Fliiche. Da nun eine ebene Curve dritten 
Grades mit Doppelpunkt drei Wendepunkte besitzt, so folgt, dass auf 
der vorliegenden Fliche mit einem biplanaren Knotenpunkte die 9 ge- 
raden Linien, welche nicht durch denselben gehen, sich dreimal zu je 
dreien in einem Punkte treffen. Die Gleichung einer Flache dieser 
Art kann stets auf die Form: 


a + B+ y+ 8° — 5 (@+h+7) = 0 


> . . . . . 
gebracht werden; die Gleichungen .der drei Ebenen, in welchen jene 
geraden Linien liegen, sind dann: 


a+p=0, a+y=0, B+y=0. 
Setzt man in der Gleichung: 
Aa’ + BB + Cy + Dd — E(e+p+y) =0 
Awx=B=1, B=E=—k, - 
so erhalt man in: 
a + B+ k(y—(@-+B-+7)) + Dd = 0 

die Gleichung einer Fiche mit zwei biplanaren Knotenpunkten, welche 
auch auf die Form: 


O° + pk = 0 
gebracht werden kann, wo d = 0 und p = 0 Ebenen darstellen, sowie 
K = 0 einen Kegel zweiten Grades, der seinen Scheitel in der Ebene 


p = O hat. 
Wird endlich: 
A=B=C=E 
gesetzt, so erhiilt man eine Fliche mit drei biplanaren Knotenpunkten, 
deren Gleichung man auch zu: 


+ pqr =0 
vereinfachen kann. Bei dieser und der vorigen Fliche gehen simmt- 
liche Geraden durch einen oder zwei der Knotenpunkte; sie kénnen 
uns daher zuniichst nicht weiter interessiren. 

Um schliesslich eine Fliche zu erhalten, welche einen uniplanaren 
Knotenpunkt besitzt und auf welcher sich die drei geraden Linien, die 
durch denselben nicht gehen, in einem Punkte treffen, ist es nur néthig, 
bei einer Fliche, deren Gleichung sich auf die Summe von vier Cuben 
reduciren lisst, zwei Tetraederebenen zusammenfallen zu lassen. Die 
Gleichung einer Fliiche dieser Art ist von der Form: 


ap+y+e=—0. 
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Die Coordinaten des uniplanaren Knotenpunktes sind e—0, y=0, 
d= 0; die Beriihrungsebene desselben ist « —0 und die Ebene der 
drei iibrigen geraden Linien B = 0. 


9. Die Beriihrungspunkte siimnitlicher Tangentialebenen, welche 
man von dem Punkte: 


a + B+ ky? + 163 + me = 0 
(a+B+74+8+e=0) 
aus an dieselbe legen kann, liegen in der Ebene: 
a—Bp=0, 


welche mit der Beriihrungsebene der Flache in jenem Punkte zusam- 
men die erste Polare des bezeichneten Punktes in Bezug auf die Fiche 
bildet. In dieser Ebene liegt daher auch der Beriihrungspunkt jeder 
Tangentialebene, welche durch eine der in jenem Punkte sich schneiden- 
den geraden Linien der Fliche an dieselbe gelegt werden kann. Es 
gilt daher der Satz: 

Wenn sich auf einer F'liche dritten Grades drei in einer Ebene 
liegende Gerade derselben in einem Punkte schneiden, so liegen die Be- 
riihrungspunkte der 12 Tangentialebenen der Fliiche, deren jede durch 
eine jener Geraden geht, in einer Ebene. 

Ebenso ist die Umkehrung dieses Satzes richtig: 

Wenn die Beriihrungspunkte von vier der Tangentialebenen, welche 
man durch eine auf einer Fliche dritten Grades liegende gerade Linie 
an dieselbe legen kann, in einer Ebene legen, so schneidet die fiinfte 
Tangentialebene die Fliiche in weiteren zwei geraden Linien, welche jene 
Linie in dem niimlichen Punkte treffen. 

Wenn dagegen unter den 5 Ebenen, welche im Allgemeinen durch 
eine Gerade einer F'liiche dritten Grades so gelegt werden hinnen, dass 
sie die Fliche in weiteren zwei Geraden durchschneiden, zwei sind, fiir 
welche der Durchschnittspunkt der leteteren auf die wrspriingliche Gerade 
fallt, was z. B. bei der Fiche: 


w+ B+ k(p 468) + le = 0 
bei den beiden durch die Gerade: 


a+Bp=0, y+0=0 


der Flaiche 


. gehenden Ebenen: 


a+p=0, 
y+od=0 


eintritt, so liegen die Beriihrungspunkte der drei iibrigen Ebenen in einer 
Geraden, hier: 


a—B=0, y—d=—0. 





: 
; 
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Auch die Umkehrung dieses Satzes, welche sich sehr leicht bilden 
lisst, ist richtig. - 


10. Za den Lehrsiitzen des vorigen § kann man auch auf die 


folgende Weise gelangen: 


- Nach der dritten Steiner’schen Erzeugungsweise der Fiche dritten 
Grades (vergl. Sturm, Synthetische Unterschungen von F lichen dritter 
Ordnung, § 10. und 11.) ist dieselbe der geometrische Ort fiir die Be- 
riihrungscurven aller Tangentialkegel, welche man von einem be- 
stimmten Punkte aus an die Flichen eines Biischels von Flachen zweiter 
Ordnung legen kann. . 

Wahlt man nun die vier Scheitel des Tetraeders, welches in Bezug 
auf alle Flichen des Biischels sich selbst conjugirt ist (zugleich die 
Scheitel der vier zu dem Biischel gehérigen Kegel), zu Eckpunkten 


des Fundamentaltetraeders, so ist die Gleichung des Biischels von der 
Form: 


ma? + nB? + py? + qd? + k(m,a?+-n,8?+p,7?-+4,02) =0. 
Ist ferner der Scheitel des Tangentialkegels gegeben durch: 
ae:B:y:9=A:B:C:D, 
so ist die Gleichung des Biischels, welches von den Polarebenen des- 
selben in Bezug auf die Fliichen zweiter Ordnung gebildet wird: 
Ama + Bnp+ Cpy + Dqd+k(Am,a+ Bn, B+ Cp, y+ Dq,9) =0. 
Der geometrische Ort der Durchschnittscurven entsprechender. Fliichen 
beider Biischel ist dann die Fliche dritten Grades: 
(ma? + np? + py? + 6%) (Am,a+ Bn,B+ Cpr,y+ Dad) 
= (m, a? + n, B+ pyy?+ 9,0") (Ama + BnB + Cpy + Dqd). 
Auf dieser Fliche liegt die Schnittlinie: 
Ama + Bnp + Cpy + Dqd =0, 
Am,« + Bn, B+ Cp,y + Dq,d = 0 
der Ebenen des Polarbiischels; ferner sind die vier Fundamentalpunkte, 
sowie der Scheitel der T'angentialkegel die 5 Beriihrungspunkte der 
Ebenen, welche durch jene Gerade gehend, die Fliche noch anderweit 
beriihren und somit aus derselben noch je zwei Gerade ausschneiden. 


Soll nun jene Gerade durch einen Fundamentalpunkt, z. B. 6 = 0, 
y = 0, d =O gehen, so dass sich in diesem Punkte dann drei gerade 


Linien der Flache schneiden, so muss eine der Gréssen A, B u. s. w. 
? ’ ? 


z. B. A verschwinden, d. h. der Beriihrungspunkt: 
a:B:y:0=0:B:C:D 

muss in einer Tetraederebene liegen. Liegen umgekehrt vier Beriihrungs- 

punkte in einer Ebene, so verschwindet eine jener Constanten und die 














rr 
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Schnittlinie der Polarebenen geht durch eine Tetraederecke. Hieraus 
aber ergeben sich ohne Weiteres die Lehrsiitze des vorigen §. 


_ 11. Auch die Hesse’sche Fliche der Fliche dritten Grades: 
a’ + B+ ky? + 189 + me = 0, 
auf welcher sich drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, besitzt 
eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Die Gleichung jener Fiche ist: 


1 1 1 1 1 
«tet ty + et me 9: 
Bekanntlich enthilt die Hesse’sche Fliche die 10 Pentaederkanten 


und besitzt liings jeder derselben eine einzige Tangentialebene. Eine 
dieser Ebenen ist nun die folgende: 


a+p=—0. 
Dieselbe beriihrt die Hesse’sche Fliche lings der Kante: 
a == () ’ B = () ? 

und durchschneidet sie ausserdem in einer Linie zweiten Grades, welche 
auf dem Kegel: 

14a 

ky ld me 
liegen, und, da jene Ebene durch den Scheitel dieses Kegels geht, in 
zwei gerade Linien zerfallen muss. Es gilt daher der Satz: 

Wenn sich drei gerade Linien einer F liche dritten Grades in einem 
Punkte treffen, so beriihrt die Ebene dieser Geraden die Hesse’sche 
Fliiche liings einer Pentaederkante und durchschneidet dieselbe in zwei 
geraden Lvnien. 

Kine leichte Rechnung zeigt, dass diese geraden Linien nur dann 
mit zwei von den zugleich in jener Ebene liegenden drei geraden Linien 
der Fliche dritten Grades zusammenfallen, wenn: 

kt+tit+mt=0, 
also wenn nach § 7. die Fliche zwei Knotenpunkte besitzt. In diesem 
Falle aber fallen die zwei betreffenden Linien selbst zusammen und 
bilden die Verbindungslinie der Doppelpunkte. Hat daher eine Fliche 
dritten Grades zwei Knotenpunkte, so wird ihre Hesse’sche Fliche durch 
diejenige Diagonalebene des Pentaeders, in welcher diese Punkte liegen, 
lings zweier geraden Linien beriihrt. 

12. Unter der Polarjliiche einer Ebene E in Bezug auf eine beliebige 
Fliche versteht man bekanntlich den geometrischen Ort aller Punkte, 
deren erste Polarfliichen jene Ebert beriihren oder auch die Umhiillende 
der Polarebenen aller Punkte, welche in E liegen. Fiir eine beliebige 
Fliche dritten Grades und eine beliebige Ebene ist diese Polarfliche 
im Allgemeinea eine Fliche dritten Grades mit vier Knotenpunkten 
(vergl. u. A. Sturm, § 39.). Beide Erklirungen liefern jedoch nur 
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so lange genau das nimliche Resultat, als E keine der 20 Ebenen ist, 
in welche die Polarflichen der 10 Knotenpunkte der Hesse’schen 
Flaiche in Bezug auf die Flaiche dritten Grades zerfallen. Ist dagegen 
E eine dieser Ebenen, so besteht die Umhiillende der siimmtlichen 
Polarebenen, deren Pole in E liegen, in einem einzigen Punkt, dem 
zu E gehorigen Pol. Liegt naimlich ein Punkt in der ersten Polare 
eines andern, so liegt umgekehrt dieser in der Polarebene von jenem. 
Da nun z. B. die erste Polarfliiche des Punktes: 

y=0, d=0, ¢=0 
in Bezug auf die Fiche: 

Ac’ + BB+ Cr? + D#+ EX —=0 

in zwei Ebenen zerfillt, so muss umgekehrt die Polarebene jedes Punktes, 
der in einer dieser beiden Ebenen liegt, durch jenen Punkt gehen. 

Erklart man dagegen die Polarfliiche der Ebene EF als Ort eines 
Punktes, so ergiebt sich fiir dieselbe unter der fiir E gemachten Vor- 
aussetzung ein Kegel dritten Grades, welcher den vorher erhaltenen 
Punkt zum Scheitel hat. 

Ist nun die Fliche dritten Grades eine solche, auf welcher sich 
drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und ist E die Ebene 
dieser Linien, so zerfallt dieser Kegel in jene Ebene und in einen 
Kegel zweiten Grades, der den Schnittpunkt jener geraden Linien zum 
Scheitel hat. 

Sei die Gleichung der Fiche: 

e+ B+ ky+ 1+ mi —0, 


a+p=—0 
die Gleichung der fraglichen Ebene. Dann ist die erste Polarfliche 
eines beliebigen Punktes (a,, 6, u. s. w.) in Bezug auf die Fliiche ge- 
geben durch : 
aa, + BB, + ky?y, + 107d, + mee, = 0. 
Die Durchschnittslinie dieser Fliche mit jener Ebene hat die 
Gleichung: 


a? (a, -+ B,) + 7? (ky, +-me,) + 0° (1d,-+4+-me,) + 2me, 7d = 0 
und muss, falls die Fliche und die Ebene sich beriihren sollen, in zwei 
gerade Linien zerfallen. Die Bedingung, unter welcher dies geschieht, 
also die Gleichung der zur Ebene FE gehirigen Polarfliche, ist: 


(+61) [ay + 9a, + we] =9- 


Diese Flache zerfallt also, wie bereits oben gesagt wurde, in die 
— Ebene selbst ny in 7 Kegel zweiten Grades: 
1 


on + le 5 Mm & oS, 


also 








/_ -_ a” a 


| 6 a 











Ueber Flichen dritten Grades. 243 


welcher die Hesse’sche Fliche in ihrem Knotenpunkte y = 0d = ¢ = 0 
beriihrt. 
Die ersten Polarflichen aller Punkte in der Ebene: 
a+Bp=—0 

beriihren dieselbe, also auch sich gegenseitig, in dem Punkte, in welchem 
sich die drei in jener Ebene liegenden Geraden der Fliche dritten 
Grades schneiden. Dagegen liegen die Punkte, in welchen die ersten 
Polarflichen aller Punkte der Kegelfliche: - 


1 1 1 
ky + ta + ine = 0 


die nimliche Ebene beriihren, simmtlich in der Pentaederkante «—(, 
== (), 

Die Ebene und die Kegelfliiche durchschneiden sich in zwei geraden 
Linien, welche nach dem vorigen § zugleich auf der Hesse’schen Fliche 
liegen. Die Polarfliichen aller Punkte dieser geraden Linien werden 
demnach Kegel sein, die jene Ebene lings einer geraden Linie be- 
riihren; die Beriihrungslinien gehen dabei simmtlich durch den naim- 
lichen Punkt. 

Wihlt man die Ebene: 

a—Bp=0 
zur Ebene E, so ergiebt eine ihnliche Rechnung, wie die vorige, als 
die Polarfliche dieser Ebene den Kegel dritten Grades: 


4 1 1 1 
«+B + ky + eS ee: 

Auch dieser hat eine einfache Bedeutung. Er ist nimlich der 
Hesse’sche Kegel zu dem Kegel dritten Grades, welchen man vom 
Punkte y = 0 = ¢ = 0 aus beriihrend an die Fliiche legen kann, und 
dessen Gleichung ist: 


(eter +ky?+ 103+ mi =0. 


13. Wir werden uns im Nachstehenden etwas eingehender mit 
einigen der interessantesten unter den betrachteten Flichen beschiftigen 
und zwar zuniichst mit denjenigen Fliichen, auf welchen sich sechsmal 
drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und deren Gleichung 
wir stets in der Form: 


e+ B+ y+ 8+hkF =O 
a + B+ 7? + 33 — k(a+ p++) = 0 


voraussetzen wollen. Fiir diese Flichen hingt das Problem des Pen- 
taeders mit demjenigen der 27 geraden Linien so zusammen, dass, falls 
das erstere gelist ist, das letetere nur die Auflisung von quadratischen 
Gleichungen erforderlich macht. 


oder: 


16* 
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Die sechs Ebenen: 
a+Bp=0, «e+y=0, «e+d=0, 
B+y=—0, B+O=—0, y+ d=0 
sind fiir diese Flichen diejenigen, in welchen die jedesmaligen sich in 
einem Punkte treffenden drei geraden Linien liegen; die sechs Durch- 
schnittspunkte von je drei geraden Linien sind bestimmt durch: 
a=—B, y=0, 0=O0u8.w., 
und liegen somit simmtlich in der Pentaederebene: 


a+B+y+o=0. 

Sie sind in derselben die sechs Ecken eines vollstiindigen Vierseits 
und zwar desjenigen, welches aus ihr durch die vier iibrigen Pentaeder- 
ebenen ausgeschnitten wird. Die Diagonalen dieses Vierseits: 

a+Bp=0, y+d=0, 
a+y=0, B+d=0, 
e+d=0, B+y=0 
gehéren vollstindig der Fliche an. Somit gilt der folgende Satz: 

Wenn sich auf einer Fliche dritten Grades sechsmal, aber im All- 
gemeinen nicht ofter, drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, so 
bilden die sechs Schnittpunkte die Ecken eines volistindigen Vierseits und 


liegen in einer Pentaederebene, wihrend die drei Diagonalen in der Fliiche 
selbst legen. 


Sobald das Pentaeder reell ist, sind selbstverstiindlich diese drei 


Diagonalen auch reell; die iibrigen 12 betheiligten geraden Linien, von 
denen die in: 
«+p=0 


liegenden durch die Gleichung: 
vy? — yd + & — k(y+9)? = 0 
(y+)? (1—k) — 37d = 0 


dargestellt werden, sind es dagegen nur, sobald: 


k>i- 


oder: 


Fiir 
1 
k= = 


fallen je zwei gerade Linien zusammen; die Fliche ist dann die mehr- 
fach erwihnte Fliche dritten Grades mit vier Knotenpunkten. 

14. Bei der Untersuchung unserer Fliche, insbesondere bei der 
Aufsuchung der 12 geraden Linien, welche ausser den in § 13. nach- 
gewiesenen 15 Linien sich noch auf der Fliiche vorfinden, sind etliche 
andere Gleichungen derselben, welche sich bei Zugrundelegung anderer 
¥undamentaltetraeder ergeben, von besonderem Nutzen. 
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Wihlt man die 4 Ebenen: 
X=—a+Pp+y+d=0, 
Y a—Bp+y+d=—0, 
Z—= «atp—y+0=0, 
W= a+6+y—é=—0 
zu Fundamentalebenen, so ergiebt sich durch eine leichte Rechnung 
als Gleichung der Fliiche in Bezug auf das neue Tetraeder: 
(4k—1)(X+ Y+Z+ W)+12.Y¥ZW+2Z2WZ4+WxXY+XYZ)=—0. 
Das Tetraeder ist hier ein solches, dessen sechs Kanten mit der 
Fliiche je drei zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich haben; die 
sechs Beriihrungspunkte liegen in einer Ebene. Die letztere EKigen- 
schaft kommt allen Tetraedern der gedachten Art auch bei der allge- 
meinen Fliche dritter Ordnung zu, da sich die Gleichung einer solchen 
auf unendlich viele Weisen auf die Form bringen lisst: 
Ap*® + Brst + Cstq + Dtqgr + Eqrs=0, 
wo p=0, g=0 u. s. w. die Gleichungen von Ebenen sind. Werden 
dagegen die vier Ebenen: 
X=ec+fp+y+d0=—0, 
Y=a+fp—y—d=0, 
Z=a—6+y—d=0, 
W=a—Bp—y+d=0 
zu Fundamentalebenen gewiihlt, so geht die Flichengleichung iiber in 
X8(1—16k) + 3X (¥°*+2°+ W*)+6YZW=0. 


Besonders einfach gestaltet sich die Gleichung derjenigen Fliche, 
fiir welche: 


| 


1 
kom ag 
einer Fliche mit einem Knotenpunkte. Diese und die sich fiir: 
1 
k= — 


4 
ergebende Fliiche mit vier Knotenpuakten sind die einzigen in dem 
Biischel: 
a + B+ 73 + 8 — k(a+p+7+6) =0 
enthaltenen Flichen mit Knotenpunkten. Die Fliichen dieses Biischels 
osculiren sich fibrigens simmtlich lings der drei Diagonalen des auf 
der Ebene: 


ae+pB+y+d=0 
durch die vier iibrigen Pentaederebenen ausgeschnittenen yollstindigen 
Vierseits. 
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15. Wir legen im Folgenden die gefundene Gleichung: 
X3 (1— 16k) + 8X (Y¥?+Z?+ W*)+6YZW=0 
zu Grunde und untersuchen, welche unter den durch die auf der Flaiche 


liegende gerade Linie: 
X=0, Y=0 


X=IlY 
die Fliche noch in einem Geradenpaare schneiden. Substituirt man 
diesen Werth von X in die Gleichung der Fliche, so erhalt man: 
BY? (1— 16k) 4+ 31(¥°+ 77+ W2) + 6Z72ZW=0. 

Diese Gleichung stellt im Allgemeinen einen Kegelschnitt dar, der 
aber in fiinf Fallen in zwei gerade Linien zerfillt. Diese sind: 

1) 1=0. Es ergiebt sich hierbei die schon mehrfach erwihnte, 
die Flache in drei geraden Linien schneidende Ebene X = 0. 

2) 1=—-+1. Man erhilt hier die in § 13. besprochenen geraden 
Linien. Die Gleichungen derselben sind iibrigens unter Zugrundelegung 
der neuen Coordinaten, wenn man noch zur Abkiirzung: 


gelegten Ebenen 


=< ... 
setzt, die folgenden: 
X= YY, fY+Z2+W=0; 
X= YY, fY—Z—W=0; 
X=-—-Y, fY+Z—W=0; 
X=-—-Y, fY—Z+W=0. 


3) Zwei gerade Linien erhilt man endlich auch, wenn: 
P(1—16k) ++ 3=—0, 


= 


Die zwei hierdurch bestimmten Ebenen, welche aber nur reell sind, 
sobald 


also 


. 1 

k>z> 
schneiden die Flache in je zwei geraden Linien, deren Schnittpunkte 
nicht mehr, wie im zweiten Falle, auf der Kante X = 0, Y = 0, son- 
dern auf der gegeniiberliegenden Kante Z—0, W =O liegen. Die 
Gleichungen dieser beiden Geraden sind: 

1(¥?+2Z7)+2WZ=0. 
Wird nun, wie im Folgenden stets geschehen soll: 


Vie" 


16k —1 





=1, 











na ao 6a 
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—14+Vi-Pk YVwk—4—Viek—1 1 
“aT ST ee ee f—-7=e 

gesetzt, so sind die Gleichungen der vier auf der Fliche liegenden 

geraden Linien, welche hiernach noch die Gerade X=—0, Y=O 


schneiden: 


X= IY, Z= oW, 
X— if, We - 68, 
Xa—t¥, Fuogy, 


X=-l1Y, W=—0@Z. 

Ein reelles Pentaeder vorausgesetzt, sind diese Geraden nur reell, 

wenn 
k> . - 
a 

In gleicher Weise erhilt man vier gerade Linien, welche der Ge- 
raden X = 0, Z=—O, und vier weitere, welche X —0, W=0O be- 
gegnen; die jetzt gefundenen 12 und die bereits friiher nachgewiesenen 
15 geraden Linien machen die 27 Geraden der Fiche aus. 

16. Die 12 Geraden des vorigen § lassen sich in folgender Weise 
in zwei Gruppen von je sechs Linien zerlegen: 


X= TY, Z= oeW; X=—lIY, W=-—o97Z; 
X=-—IY, Z=-—oeW; X= 1Y, W= 2; 
X= IZ, W= ef; X=—1Z, Y —=—oeW; 
X=-—I1Z, W=-—o0Y; X= IZ, Y= eW; 
Xa IW, Yum 2; X=-—IW, Z=-—oY; 
X=—IW, Y=—oZ. X= IW, Z= ef. 


Bei dieser Zusammenstellung durchschneidet jede Gerade der einen 
Gruppe die iibrigen Geraden derselben Gruppe und die nebenstehende 
Gerade der andern Gruppe nicht; dagegen durchschneidet sie die iibrigen 
5 Geraden der andern Gruppe. Die 12 geraden Linien bilden daher 
das, was Schlafli zuerst eine Doppelsechs genannt hat und es gilt 
somit der Satz: 

Schneiden sich auf einer Flache dritten Grades sechsmal drei ge- 
rade Linien in einem Punkte, so sind hierbei 15 gerade Linien der 
Fliche betheiligt und die 12 unbetheiligten Linien bilden eine Doppelsechs. 

Die iibrigen 35 Doppelsechsen der Fliche enthalten theils gerade 
Linien der einen, theils solche der andern Art. 

17. Die 45 Dreiecksebenen, welche die Fliche besitzt, theilen sich 
in zwei Gruppen. Bei der ersten Gruppe, welche 30 Ebenen umfasst, 
sind in jeder Ebene zwei Gerade der eben gefundenen Doppelsechs und 
eine weitere von den 15 iibrigen Linien enthalten; bei der zweiten 
Gruppe liegen in jeder Ebene drei von diesen 15 Geraden. 
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Zu der ersten Gruppe gehéren die sechs Ebenen: 
X=_4+lIY, X=—=4+17Z, X=+IW, 
und ausser ihnen noch 24 weitere Ebenen, von denen durch jede der 
12 Geraden der Doppelsechs vier gehen. Die durch die Gerade: 
X=lY, Z=ow 
z. B. gehenden vier Ebenen sind, wie sich sehr leicht aus dem vorigen 
§ ergiebt: 
X—IY+1Z—leW =0, 
X—IY—IZ+loeWw =0, 
X—lIY—le!*Z+IW=0, 
X—lIY+le-*Z —IW =0. 
Die Gleichung einer jeder von diesen 24 Ebenen kann iiberhaupt 


auf die eine oder die andere der beiden nachstehenden Formen gebracht 
werden: 


X+1(P+Q)+let' R=O, 
X + 1(P—Q) + let' R=0, 


wobei P, Y, R mit den drei Werthen Y, Z, W, nur in beliebiger Auf- 
einanderfolge, iibereinstimmen. 


Die zweite Gruppe von 15 Ebenen enthilt zuniichst die Ebene 


X=0, 
sodann die sechs Ebenen: 
Rei Y¥, X=iZ, X—=+W, 
und endlich 8 weitere Ebenen, von denen durch jede der 12 geraden 
Linien, die in den letzteren Ebenen ausser ihren Durchschnittslinien 


mit X= 0 noch liegen, zwei gehen. Die Gleichungen dieser acht 
Ebenen sind: 


(i+f)X+P+Q-—R=0, 
(l+/f) X —-Y—Z— W=0. 

Geht man zu den friiheren Coordinaten zuriick, so stellt sich heraus, 
dass die Gleichungen der oben zusammengestellten 24 Ebenen simmt- 
lich die Form: 

2(p+g+lr—Is) + fl(p+q—r—s) =0, 
diejenigen der letzten 8 Ebenen dagegen die andere: 
2(ptaqt+r—s)+f(e+Bb+7+8) =0 
haben, wobei die Gréssen p, q, r, s die vier Coordinaten in beliebiger 
Reihenfolge darstellen. 


Es wiirde in gleicher Weise nicht schwer sein, die Coordinaten 


aller 135 Eckpunkte der 45 auf der Fliche liegenden Dreiecke zu 
finden. 


pan am ee Gn —_ * fe. 
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18. Die in den‘vorigen § ausgefiihrten Rechnungen sind unter 
Anderem auch aus dem Grunde von Wichtigkeit, weil sich mit Hiilfe 
derselben leicht die Frage nach der Realitaét der auf der Fliche liegen- 
den 27 geraden Linien und der zugehérigen Dreiecksebenen entscheiden 
lisst. Die Untersuchung wird sich dabei nicht allein auf den oben 
nahezu erledigten Fall zu beschrinken haben, in welchem die siimmt- 
lichen vier Ebenen a, B, y, 0 reell sind, da auch in gewissen Fallen 
bei imaginiiren Ebenen reelle Fliichen hervorgehen. Man erhiilt solche 
iiberhaupt in folgenden drei Fiillen: 

I. Simmtliche vier Ebenen a, 8, y, @ sind reell. 
Il. Zwei Ebenen sind reell, die iibrigen conjugirt imaginir. 
III. Die vier Ebenen sind paarweise. conjugirt imaginiir. 

In jedem dieser drei Fille ist die Ebene X reell; die iibrigen sind 
im ersten Falle auch siimmtlich reell; im zweiten Falle sind zwei con- 
jugirt imaginar und die dritte ist reell, z. B. 

Y=L+Mi=0, 
Z=L—Mi=0. 

Im dritten Falle endlich sind zwar auch simmtliche Ebenen Y, 
Z, W veell, aber die Gleichungen von zweien unter ihnen erscheinen 
mit einem rein imaginairen Factor multiplicirt, z. B. 

Y=Li =0, 
Z= Mi=0. 

Nach § 15. werden wir sodann zu unterscheiden haben, ob die 
Grosse k grésser ist als {, ob sie zwischen 4 oder ;4 liegt, oder ob 
sie endlich kleiner ist als ;{,. Die beiden Grenzfiille k= 4 und k= ,& 
liefern Flichen mit resp. vier oder einem Knotenpunkt, welche soge- 
nannte biniire Gerade besitzen. Wir untersuchen diese beiden Fille 
hier nicht niiher und nur den zweiten spiiter. 

Die fiir die Gréssen 1, 9 und f gegebenen Bestimmungsgleichungen 
zeigen, dass fiir 

k> : 
1, o und f reell, fiir 
1 1 
1 >*> 46 
/ reell, @ complex und / imaginiir und fiir 


kag 


1, g und f imaginir sind. Wir gehen nun die einzelnen méglichen 
Fille der Reihe nach durch. : 


I. Stéimmtliche Ebenen a, B, y, 0, und somit auch die vier Ebenen 
X, Y, Z, W sind reell. 
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A. k> < - Simmtliche 27 gerade Linien und die 45 Dreiecks- 
ebenen sind reell. 


B. 3 >k> 7: Reell sind nur drei gerade Linien, namlich 
diejenigen , welche in der Ebene X = 0 liegen; von den Dreiecksebenen 
sind 13 reell, und zwar die Ebene X = 0, die sechs Ebenen 

"X=+Y, X=+42, X=4+W, 
sowie die weiteren sechs Ebenen 
X=+1Y, X=+1Z, X=—=+I1W. 
Ck< i - Reell sind wieder die nimlichen drei Geraden, wie 


unter B.; von den Dreiecksebenen sind ausser der Ebene X — 0 nur 
die folgenden 6: ‘ 


X=+ YF, X=+2Z, X=+W, 
. also im Ganzen 7 reell. 
Il. Die zwei Ebenen « und B sind reell, die beiden anderen y und 8 
conjugirt imagindr. Alsdann sind auch die beiden Ebenen 
X=—=a+f+y+d=—0, 
Y=ae+p—y—d=0 
reell, die beiden anderen dagegen 
Z=a—Bp+y—d=0, 
W=a-—-Bp—y+d=0 
conjugirt imaginir, also 
Z=L+Mi=0, 
W=L-— Mi=0. 
A. k> : . Reell sind nur die drei geraden Linien: 
X=Q, Y=Q; 
X=Y, fY+Z+W=0)0, 
X=Y, fY¥—Z—W=0, 


welche in einer Ebene liegen und sich in einem Punkte durchschneiden. 





Von den Dreiecksebenen sind 13 reell, niimlich die folgenden: 


x, 
X= + ¥, 
X= +UY, 


X + let Y+1(Z2+ W)=0; 
(Q+tfAx—Y+2+ W=90; 
a+fx—Y—Z-—-W=0. 
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B. {>> ->- Reell sind 7 gerade Linien, nimlich ausser den 
drei folgenden: 
X=—0, X=, 


X=-—Y, fY+2Z—W=0, 
X=—Y, fY—Z+W=0, 
noch die vier in den Ebenen 
=+I1Y 
liegenden Linien. Die letzteren sind es, weil wegen 
oe 
Q = / 7 - 
z. B. die Gleichung 
Z=—oW 


iibergeht in 
— ‘ 1 
L(it+f— >)+ mMi(i—f+ 4)=9, 
woraus durch Multiplication mit 
1—f—F 
entsteht: 
2 1 ‘a . ‘ in 
LAi—+4+7—f2)+ Mi(l—2f4+/?— |) =0. 
Nun ist aber 
2 —f?=1, 
weshalb diese Gleichung sich vereinfacht zu: 


L(; —1)+/Mi=0. 

Diese Gleichung ist aber reell, weil / reell und f rein imaginir ist. 
Unter den Dreiecksebenen sind 5 reelle vorhanden, niamlich: 
X=0, X=—=4+W, X=+IW. 

Co. &< 7" Reell sind die drei unter B. zuerst aufgefiihrten 
geraden Linien, sowie die 7 Dreiecksebenen: 
X=0O, 
X =-+ Y, 
X —let' ¥+1(Z— W) = 0. 
Ill. Die Ebenen « und B, sowie y und 0 sind conjugirt imaginar. 
Alsdann sind zwar simmtliche vier Ebenen X, Y, Z, W reell, aber 


zwei von ihnen, nimlich Z und W, enthalten in ihren Gleichungen 
einen auszuscheidenden rein imaginiren Factor, also 


Z=Li=0, 
W= Mi~0. 
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A. b> i - Reell sind 7 gerade Linien, niimlich die drei in X = 0 
liegenden und die vier, welche sich in den beiden Ebenen 
X=+1Y 
vorfinden. Von den Dreiecksebenen sind die folgenden 5 reell: 
XQ, X=t+ Y, X= lY. 


B. {>k> oa Reell sind wieder 7 gerade Linien, niimlich die 
die drei Linien in X =O und die vier in den Ebenen 


X = +2, 
reell sind ferner die niimlichen 5 Dreiecksebenen, wie unter A. 
1 : ‘. ay a , . 
GAk< jq¢° Reell sind 15 gerade Linien, niimlich die drei in 


X =0, die vier in X =-+ Y, sowie 8 Gerade der in § 16. erwihnten 
Doppelsechs. Reell sind ferner 15 Ebenen, und zwar: 


Eu, 
x= + F, 
X= +12, 
X=+IW, 


X+let'X+1(Z+ W)=0, 
X —let' Y+1(Z—W)=0. 


Man erkennt somit, dass simmtliche von Schlifli gefundenen 

5 Arten von Fliichen 3. Grades auch unter den betrachteten speciellen 
Flichen vertreten sind. Es haben sich ergeben die Art: 

I. (27 Gerade und 45 Ebenen reell) in I. A. 

Il. (15 Gerade und 15 Ebenen reell) in III. C. 

III. ( 7 Gerade und 5 Ebenen reell) in Il. B., III. A. und B. 

IV. ( 3 Gerade und 13 Ebenen reell) in I. B. und II. A. 

V. ( 3 Gerade und 7 Ebenen reell) in I. C. und II. C. 


19. Wir haben bereits friiher (§ 11.) dargethan, dass jede Ebene, 
welche aus einer Fliiche dritten Grades drei sich in einem Punkte tref- 
fende gerade Linien ausschneidet, ihre Hesse’sche F'liiche lings einer 
Pentaederkante beriihrt und in zwei geraden Linien durchschneidet. 
Auf der Hesse’schen Fliche, welche zu der in den letzten § betrach- 
teten Fiche gehért, liegen daher ausser den 10 Pentaederkanten noch 
12 gerade Linien, die sich zu je zweien in einer Pentaederecke durch- 
schneiden. Damit man diese Linien bequem untersuchen kénne, ist es 
zweckmiissig, auch in die Gleichung der Hesse’schen Fliche 


1 1 1 » 
K+ gt t+ aletbtrta= 








—_— 


l= 


le jn} 
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die neuen Coordinaten X, Y, Z, W einzufiihren. Geschieht dies, 
oder bestimmt man die Gleichung der Hesse’schen Fliche direct aus 
der Gleichung der Fliiche dritten Grades, so erhilt man: 
(lL— 16k) X[X*—X(Y¥?+ Z7?+ W2)4+2WYZ]|+ ¥Y!4+7'!+ Ww! 

—2(Y°7?4+ 27? W?+ W? Y*?)— X*(¥?+- 77+ W2)+6X YZW=0. 

Wird nun in dieser Gleichung 
X= Y 

gesetzt, so geht hervor: 

— (1— 16k) Y*(Z2— W)? + (2?— W?)?— 3 Y?(Z— Wy)? =0. 

Diese Gleichung, welche durch (Z— W)? theilbar ist, zeigt, dass 
die durch X= Y dargestellte Ebene die Hesse’sche Fiche liings der 
geraden Linie 

X=fY, Z=W 
beriihrt und iiberdies in der Curve 
(16k —4) Y? + (7+ W)? = 0, 
d. i. in zwei geraden Linien durchschneidet, deren Gleichungen getrennt 
fYV—3—-Z—-W=0 

sind. Die Gleichungen der 12 geraden Linien, welche hiernach auf der 
Fliiche ausser den Pentaederkanten liegen, sind auf eine der folgenden 
Formen zu bringen: 

X=P, +fPV¥—3+0+R=0; 

——P, +fPV¥—3+Q—R=0, 

wo P, Q, R die aus § 17; bekannte Bedeutung haben. 

Jede dieser 12 Geraden durchschneidet fiinf andere, ohne dass sich 
deshalb dieselben zu einer Art Doppelsechs zusammenstellen lassen. Sie 
geben Veranlassung zu sechs Ebenen, den bereits betrachteten 

X=+ P ? 
‘in denen je zwei, und zu acht Ebenen, in denen je drei dieser Linien 
liegen. 

Die Gleichungen dieser letzteren Ebenen kénnen auf die ee oder 
die andere der beiden folgenden Formen gebracht werden: 


(L+fiy3)X+ P+Q—R =0, 
(i+ /fiyv3)X —Y—Z— W=0. 
Bemerkenswerth ist, dass bei einem reellen Pentaeder die 12 ge- 


raden Linien der Hesse’schen Fliche imaginir sind, sobald die in den 
mehrfach erwiihnten sechs Ebenen liegenden geraden Linien der Fliiche 





NN 
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dritten Grades reell sind und umgekehrt. Die fraglichen 12 geraden 
Linien der Flathe 


a + p> + 8 + d& —k(a+B+y+0)' = 
fallen mit den 12 Geraden der Hesse’schen Fliche 
1 1 1 1 3 
etgtyta— eet ts —° 
zusammen, denn f ist fiir die erste Fliche genau dasselbe, was fi /3 
fiir die zweite Fliiche ist. Beide Fiiichen durchschneiden sich daher 
in 12 geraden Linien. 

20. Jede gerade Linie, welche auf einer Fliiche n'e" Grades liegt, 
beriihrt die Hesse’sche Fliche in simmtlichen Punkten, welche sie mit 
derselben gemeinschaftlich hat, also in 2(n—2) Punkten. Fiir die 
Fliche dritten Grades sind die sich auf diese Weise ergebenden 54 
Punkte von Steiner mit dem Namen , Asymptotenpunkte“ bezeichnet 
worden. 

Die Bestimmung dieser Punkte ist eine sehr einfache fiir diejenigen 
geraden Linien, welche in einer Diagonalebene des Pentaeders liegen. 
Jede dieser Linien geht durch eine Ecke des Pentaeders und schneidet 
die gegeniiberliegende Kante desselben; es sind daher, da die Kanten 
und Ecken des Pentaeders der Hesse’schen Fliche angehéren, jene 
Ecke und jener Schnittpunkt die Asymptotenpunkte der betreffenden 
geraden Linie. 

Fiir die tibrigen 12 geraden Linien der Fliiche wird am zweck- 
miissigsten die Rechnung benutzt. Substituirt man z. B. in die Gleichung 
der Hesse’schen Fiche 

A=lY¥, Z=@eW 
und reducirt hinreichend, indem man besonders die Identitit 
?(1—16k) = —3 
benutzt, so erhilt man schliesslich 
(LY2—9 W2y =0, 
so dass fiir die beiden Asymptotenpunkte jener geraden Linie 
Yyit WVe=0 
ist. Genau dieselbe Bestimmungsgleichung wiirde man fiir die beiden 
Asymptotenpunkte der Linie 
X=--lY, Z=—oW 
erhalten. 

Die Coordinaten fiir die beiden Asymptotenpunkte der zuerst be- 
trachteten geraden Linie sind hiernach gegeben durch die beiden Pro- 
portionen: 

X:¥:Z2:W=1:t': Ute: 49-4, 
X:¥:Z2:W=1:t':—iot:—rig?. 
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Geht man von den reuen Coordinaten zu den alten a, B, y, 0 
iiber, so findet man fiir den ersten Asymptotenpunkt: 


a tftp 1d = te eee ee 


: (e+. —T J Cs t+e}) Ct4e7 ») )(t-r4) | 





Fiir den anderen aiceeel tales ergeben o die nimlichen 
Werthe, nur dass  darin negativ zu setzen ist. Bemerkenswerth ist, 
dass das Product aus je zwei gleichbenannten Coordinaten der beiden 
Asymptotenpunkte einer und derselben geraden Linie constant ist und 
zwar gleich k. Die vier oben gefundenen Werthe a, 6, y, 0d kann 
man als Wurzeln einer biquadratischen Gleichung auffassen. Bildet 
man diese wir wirklich, so erhilt man das einfache Resultat: 

sn ih me i «hg eat, 
also eine Gleichung, welche sich als eine reciproke Gleichung allge- 
meinerer Art auffassen lisst. Das besonders Kigenthiimliche an dieser 
‘GlAchung ist aber, dass diese Gleichung weder / noch @ enthilt und 
dass sie sich also ebenfalls ergeben wiirde, wenn man die Coordinaten 
irgend eines andern Asymptotenpunktes als Wurzeln einer biquadrati- 
schen Gleichung auffassen wollte. Die 24 Asymptotenpunkte, um deren 
Bestimmung es sich handelte, sind danach gegeben durch 
a:B:y:0=p:@q:r:s, 

worin p, g, r und s die vier Wurzeln der oben aufgestellten biqua- 
dratischen Gleichung in beliebiger Aufeinanderfolge bedeuten. 

Zu jeder Wurzel giebt es eine andere, welche mit ihr multiplicirt 
das Product k giebt; der Punkt 


a:B:y:0=kp-':kq-':kr-':ks-! 
liefert mit dem durch die vorhergehende Proportion bestimmten Punkt 
verbunden eine gerade Linie der Fiche. 


Fir k= 1, d. i. fiir die zuerst von Clebsch untersuchte Dia- 
gonalfliche, wird die biquadratische Gleichung: 
at—_v+a2er—2x+1=—0 
und die Gréssen p, g, 7, s werden fiinfte Wurzeln der Kinkeit. Wir 
kommen auf diesen Fall spiiter ausfiihrlicher zuriick. 


Fiir die allgemeinere Fliche liegen, da fiir jeden der 24 Asympto- 
tenpunkte 


e+B+y+o=1, 
ab + ay + 00+ By + Bd+pd— ~~ F*, 


diese Punkte simmtlich auf der Flaiche zweiten Grades: 





————————————————_- 
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+ Py +o + c= 0 


4 (a? + B* + 9? + 8) + fre =0, 
wo f die friihere Bedeutung hat. 
Ebenso liegen dieselben auf der Fliche dritten Grades 


Byd + yda + dap + aby —k(a+fp+y+9), 


welche nach § 14. von derselben Art ist wie die urspriingliche Fliche. 


4k—1 , 
3 





oder 


21. Zwei Flaichen der von uns betrachteten Art wollen wir con- 
jugirt nennen, wenn die Ebenen a, B, y, 6 der einen bei der andern 


durch die Ebenen 
—a+p+y+d=—0u5s.w. 
ersetzt, die Coefficienten & aber fiir beide Flichen gleich sind. Ks ist 
somit die zu 
a + f° + 7% + 6° — k(a+B+y+0)> =0 

conjugirte Fliche bestimmt durch 
(—a+B+7+9) + (e—B+y+0P+(e+B—7 +94 (e+ B+y —9) 

? =8k(a+B+y +9)’. Oi 

Durch Einfiihrung der Coordinaten X, Y, Z, W gehen diese 
Gleichungen iiber in 

X*(1—164) + 3 X(¥°?4+2774+ W*2)+6YZW=0 
X3(1— 16k) + 3X (¥?+2Z?+ W*)—-6YZW=0. 

Man erkennt somit, da beide Gleichungen nur in dem Vorzeichen 
des letzten Gliedes verschieden sind, dass die Durchschnittslinie beider 
Flichen in den drei Ebenen 

Y=0, Z=0, W=0 
liegen muss. Jede dieser drei Ebenen schneidet aber eine jede der 
beiden Flichen in einer geraden Linie und in einem Kegelschnitt; der 
gegenseitige Durchschnitt der beiden conjugirten Flichen besteht hier- 
nach aus drei geraden Linien, welche in der Ebene 
X=0 

liegen und ein Dreieck bilden, und aus drei Kegelschnitten, welche auf 
der Flache zweiten Grades 


X2(1—16k) + 3(¥?4+ 22+ W%) =0 


und 





oder 
a? + p+ y+ e— EEL 2 — 


liegen. Die sechs Ebenen, deren jede aus der Fliche dritten Grades 
drei sich in einem Punkte treffende gerade Linien schneidet, sind fiir 
die beiden conjugirten Flichen dieselben. 








f 
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Auch die Hesse’schen Flichen der beiden conjugirten Flichen 
sind nur wenig in ihren Gleichungen verschieden, indem diese nur in 
dem Vorzeichen des Gliedes X YZW differiren. Beide Gleichungen 
sind naimlich 
(1L—16h) X[X8— X(¥?+ Z7?+ W*)+2YZW]|+ Y'+2Z!+ WwW! 

—2(¥°? 2724-2? W?+ W? Y?)— X*(¥*4+ 774+ W*?)+6XYZW=—0. 

Sonach liegt der gesammte Durchschnitt der beiden Hesse’schen 

Fliichen in den vier Ebenen 


X=0, Y=0, Z=0, W=—0. 
Der in der ersteren Ebene liegende Theil besteht aus den vier geraden 
Linien 
Y+Z+WwW=0, 

welche nichts Anderes sind, als die Seiten des auf der Ebene X —0 
durch die vier Ebenen a, B, y, 0 ausgeschnittenen vollstindigen Vier- 
seits. Die in den tibrigen drei Ebenen ¥Y, Z und W enthaltenen 
Theile der Durchschnittslinie sind Curven vierten Grades mit zwei 
Doppelpunkten. Fiir den speciellen Fall 

hath 

bus 4 
werden die Gleichungen der beiden Hesse’schen Fliichen vollstindig 
identisch, da hier der Coefficient von X YZ W verschwindet; die beiden 
conjugirten Fliichen besitzen somit dieselbe Hesse’sche Fliiche. 


22. Clebsch hat im 65. Bande von Crelle’s Journal von der 


‘Grassmann’schen Erzeugungsweise der Flichen dritten Grades aus- 


gehend analytisch gezeigt, wie eine solche Fliche eindeutig auf eine 
Ebene abgebildet werden kann, d.h. so, dass jedem Punkte der Flaiche 
ein einziger Punkt der Ebene und umgekehrt entspricht. Spiter hat 
er im 5. Bande der mathematischen Annalen rein geometrische Mittel 
fiir die Ausfiihrung dieser Abbildung gegeben. 

Sind naimlich A und B zwei gerade Linien auf der Fliche dritten 
Grades, welche sich nicht treffen, und ist C eine gerade Linie der 
Fliche, welche A und B durchschneidet, so geschieht die Abbildung 
auf eine beliebige Ebene, welche durch C geht und die projicirende 
Linie irgend eines Punktes der Fliche ist die Gerade, welche durch 
diesen Punkt geht und A und B durchschneidet. — Ausser der Linie 
C giebt es noch vier gerade Linien, welche sowohl A als auch B durch- 
schneiden; fiir jeden Punkt einer derartigen Linie ist diese selbst die 
projicirende Gerade, so dass sich diese vier geraden Linien als Punkte 
abbilden. Ferner bilden sich auch diejenigen zwei Linien als Punkte 
ab, welche mit A und C, resp. mit B und C ein Dreieck bilden, und 
zwar liegen die Bilder da, wo resp. B und A der Bildebene begegnen. 

Mathematische Annalen. X. d 17 
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Die vier geraden Linien, welche weder A noch B durschneiden, bilden 
sich als Kegelschnitte ab, da fiir sie der geometrische Ort der proji- _ 
cirenden Linien ein Hyperboloid ist. Auch die zwei Linien A und B 
bilden sich als Kegelschnitte ab, da z. B. die geraden Linien, welche 
die Flache dritten Grades in einem Punkte von A beriihren und zu- 
gleich die Linie B durchschneiden, ein Hyperboloid bilden. Die 12 
Geraden nun, welche sich in Punkten und Kegelschnitten abbilden, 
lassen sich stets zu einer Doppelsechs gruppiren, so dass die sich in 
Punkten abbildenden die eine Hilfte, die iibrigen die andere Hilfte 
derselben ausmachen. Daraus geht ohne Weiteres hervor, dass jeder 
Kegelschnitt fiinf der Fundamentalpunkte enthilt, da ja jede Gerade 
der einen Sechs 5 Gerade der anderen Sechs durchschneidet. Die 
iibrigen 15 geraden Linien der Fliche bilden sich als gerade Linien 
ab, deren jede zwei der 6 Fundamentalpunkte verbindet. 

Wahit man nun fiir die Abbildung der in den letzten § betrach- 
teten speciellen Fliche dritten Grades die beiden Geraden A und B 
aus derselben Halfte der schon mehrfach erwilnten Doppelsechs, so 
ergeben sich sechs Fundamentalpunkte, welche die specielle Eigenschaft 
besitzen, dass sechsmal je drei ihrer Verbindungslinien sich in einem 
Punkte schneiden, dass sie also sechsmal in verschiedener Reihenfolge 
zu einem Brianchon’schen Sechseck angeordnet werden kinnen. 

Legt man bei der Abbildung eine andere Doppelsechs zu Grunde, 
so bekommen die Fundamentalpunkte eine vollstiindig andere Lage zu 
einander; es werden sich dann weniger als sechsmal drei gerade Ver- 
bindungslinien derselben in einem Punkte schneiden, dafiir wird einige- 
mal ein Kegelschnitt, welcher durch 5 Fundamentalpunkte geht, durch 
eine Gerade beriihrt, welche einen dieser Punkte mit dem sechsten 
Fundamentalpunkt verbindet. 


23. Wir wenden uns nun der Untersuchung einiger speciellen 
Flaichen zu und betrachten zuniichst die F'liiche dritten Grades mit cinem 
Knotenpunkte, auf welcher sich sechsmal drei unidre (nicht durch den 
Knotenpunkt gehende) gerade Linien in einem Punkte treffen. (Vergl. 
§ 7. und 14.) Dieselbe entspricht dem speciellen Werthe k = 5 und 
hat somit die Gleichung 


16 (a3-+ B47 6%) — (a+ p+y+8)* = 0, 
oder, wenn die Coordinaten X, Y, Z, W eingefiihrt werden: 
X(Y¥?+2Z7?+ W*?)+2YZW=0. 
Bemerkenswerth ist die Fliiche zuniichst wegen eines einfachen 
Zusammenhanges mit der Steiner’schen Fliche. In einem Aufsatze, 


welcher zuerst im Programme der Realschule zu Reichenbach 1869 und 
spiiter im Auszuge im 5. Bande der mathematischen Annalen veriffent- 
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licht worden ist, habe ich fiir raéumliche Gebilde diejenige Transfor- 
mation untersucht, welche man erhilt, wenn man in der homogenen 
Gleichung eines Gebildes die Coordinaten durch ihre reciproken Werthe 
ersetzt. Es ist dies, beiliiufig bemerkt, dieselbe Transformation, welche 
Cayley als Inversion der Coordinaten bezeichnet und in einem Auf- 
satze, welcher der neuesten Auflage von Salmon’s analytischer Geo- 
metrie der héheren ebenen Curven einverleibt worden ist, mit beson- 
derem Erfolge bei der Untersuchung der Curven vierten Grades mit 
drei Doppelpunkten verwendet hat. Wird diese Transformation in der 
obigen Gleichung vorgenommen, so erhiilt man 
. Y°Z?+ Z77W?+ W?Y?+2XYZW=0, 

also die Gleichung einer Steiner’schen Fliche, welche die Schnitt- 
linien der drei Ebenen Y, Z und W als Doppellinien besitzt. Aus 
der bekannten Eigenthiimlichkeit dieser Fliche, durch jede Tangential- 
ebene in zwei Kegelschnitten getroffen zu werden, lisst sich ohne 
Schwierigkeit auch eine Eigenschaft unsrer Fliiche dritten Grades ab- 
leiten, die allerdings nicht ihr allein zukommt. 

Bei Anwendung der oben angegebenen Transformation entspricht 
im Allgemeinen einer beliebigen Ebene eine Fliiche dritten Grades, 
welche die vier Fundamentalpunkte zu Knotenpunkten hat. Einem 
beliebig im Raume liegenden Kegelschnitt entspricht im Allgemeinen 
eine Curve sechsten Grades, welche in den vier Fundamentalpunkten 
Doppelpunkte besitzt. Sobald aber der Kegelschnitt eine Kante des 
'undamentaltetraeders schneidet, so erniedrigt sich der Grad der ent- 
sprechenden Curve um 1, wiihrend die beiden Endpunkte derjenigen 
Kante, welche der getroffenen gegeniiber liegt, nur einfache Punkte der 
Curve sind. Wenn daher der Kegelschnitt drei in einem Punkte zu- 
sammenstossende Kanten des Tetraeders trifft, so entspricht ihm eine 
Curve dritten Grades, welche jenen Punkt zum Doppelpunkt haben und 
daher eben sein muss. Da nun die zwei Kegelschnitte, in welchen die 
Steiner’sche Fliiche durch eine Tangentialebene geschnitten wird, die 
drei Doppelgeraden der Fliiche schneiden, so ergiebt sich aus vor- 
stehenden Betrachtungen der Satz: 


Jede Fliiche dritten Grades, welche die vier Ecken des Tetraeders 
X, Y, Z, W zu Knotenpunkten hat und dabei unsere Fliiche beriihrt, 
durchschneidet dieselbe zugleich in zwei ebenen Curven dritten Grades 
mit einem Doppelpunkte (und in drei geraden Linien). Vier derartige 
Flichen giebt es, welche unsere F'liiche liings einer Curve dritten Grades 
beriihren. 

Diese Kigenschaft gilt, wie bereits oben gesagt, auch fiir eine all- 
gemeinere Classe von Filiichen dritten Grades, niimlich fiir diejenigen, 
deren Gleichung sich auf die Form bringen liisst: 


17* 
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XK+ YZW=0, 


wo K = 0 die Gleichung eines Kegels zweiten Grades ist, welcher die 
Ecke Y=0, Z=—0, W=O zum Scheitel hat. Diese Classe aber 
umfasst alle Flaichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte, da die 
Gleichung einer derartigen Fiche sich sofort auf die obige Form bringen 
lisst, sobald man nur zur Ebene X eine Dreiecksebene wihlt, welche 
allein uniire Gerade enthilt, und zu den Ebenen Y, Z, W diejenigen 
Ebenen, welche diese drei Linien mit dem Knotenpunkte verbinden. 
Da es 15 Dreiecksebenen giebt, welche nur uniire Gerade enthalten, 
so giebt es auch 15 Schaaren von Flichen dritten Grades mit vier 
Knotenpunkten, welche die oben erwihnte Eigenschaft besitzen. 


24. Die sechs Geraden der einen Hilfte der in § 16. erwihnten 
Doppelsechs fallen mit den sechs Geraden der andern Halfte zusammen 
und gehen siimmtlich durch den Knotenpunkt, welcher durch 


ea B = Y = 0 
bestimmt ist. Es sind dies die sogenannten bindren geraden Linien 
der Fliiche, und jede von ihnen vertritt die Stelle von zwei Geraden. 
Sie liegen zu je zweien in den drei Ebenen Y, Z, W vertheilt und 
haben die Gleichungen: 


Y=—0, Z+ Wi=0, 
Z=m0, Y+ Wi=0, 
W=0, ¥+ Zi =0, 


ree oon A 
Die 15 iibrigen geraden Linien der Fliiche sind diejenigen, in 
welchen die 15 durch je zwei binire Gerade zu legenden Ebenen der 
Fliiche weiter begegnen. Drei davon sind die Linien in X =O; die 
Gleichungen der iibrigen 12 lassen sich siimmtlich auf die Form bringen: 
pt+q=0, i(r+s)+2(r—s) =0, 
wo p, q, , Ss die vier Coordinaten a, B, y, 9 in beliebiger Reihen- 
folge bedeuten. Bei Entscheidung der Frage nach der Realitiit der 21 
auf der Filiiche liegenden geraden Linien hat man dieselben drei Fille 
zu unterscheiden, wie bei der allgemeinen Fliiche. 

1) Die vier Ebenen a, B, y, 8, also auch die Ebenen X, Y, 7, W 
sind reell. Dann kénnen nur drei unire Gerade reell sein, niimlich 
diejenigen in der Ebene X=0. Der Knoten ist also isolirt und sein 
Tangentialkegel ist imaginiir. Die Fliche enthilt 10 reelle Dreiecks- 
ebenen, von denen drei, weil in ihnen zwei biniire Gerade liegen, doppelt 
za zihlen sind; sie ist daher ein besonderer Fall der Fliichen mit drei 
reellen geraden Linien und 13 reellen Dreiecksebenen. 


wo 
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2) Sind « und £6 conjugirt imaginiir, also 
e=—p+yi=—0, 
so sind X und Y reell, Z und W dagegen conjugirt imaginir: 
Z=L+Mi=0, 
W=L—Mi=0, 
Von den biniiren Geraden sind die in YO liegenden reell, da 
Z+ Wi=(L+M)(1+%). 
Reell sind ferner die unaéren Geraden 
X=0, Y=0; 
ytO=0, i(a+f)+2(a—f) =0. 
Die Fliche ist daher ein specieller Fall der Flichen mit 7 reellen 
geraden Linien. Der Knoten ist reell, ebenso sein Tangentialkegel. 
3) Sind « und £, sowie y und 6 conjugirt imaginir, so sind X 
und Y reell und Z und W ebenfalls, die Gleichungen der letzteren 
aber mit einem rein imaginiren Factor multiplicirt, also 
Z=Li=0, W=NMi-0. 
Auf der Fliche 
X(¥?— L?—M’)—2LMY=0 
sind dann vier biniire Gerade reell, naimlich die in Z—O und MO 
liegenden, reell sind ferner die drei uniiren Geraden in X =O und 
die vier Geraden in den Ebenen 


y+t+odo=0). 

Die Fliche gehért danach zu denen mit 15 reellen geraden Linien; 
ihr Knoten ist reell, wie derjenige im vorigen Falle. 

25. Die eindeutige Abbildung auf eine Ebene geschieht bei den 
Flichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte bekanntlich durch 
Centralprojection vom Knotenpunkte aus. Alsdann entsprechen den 
sechs biniiren Geraden der Fliiche sechs Punkte der Ebene, die in einem 
Kegelschnitt liegen. Dieser ist die Spur des im Knotenpunkte an die 
Fiche gelegten Tangentialkegels und kann somit als Bild des Knoten- 
punktes selbst angesehen werden. Die 15 uniren Geraden bilden sich 
ab als die Verbindungslinien der undamentalpunkte. 

Fiir unsere specielle Flache dritten Grades schneiden sich diese 
Verbindungslinien sechsmal zu je dreien in einem Punkte, und es geht 
daher der bemerkenswerthe Satz hervor: In jedem Kegelschnitte kann 
man sechs Punkte so wihlen, dass sich dieselben sechsmal zu einem 


und 
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Brianchon’schen Sechseck verbinden lassen. Auf welche Weise sechs 
derartige Punkte zu finden sind, ergiebt sich sehr leicht durch folgende 
Betrachtung: 

Die Spuren der drei Ebenen Y, Z und W auf der Bildebene durch- 
schneiden den Kegelschnitt in den sechs Fundamentalpunkten. Nun ist 
aber das von jenen Ebenen gebildete Trieder in Bezug auf den Tan- 
gentialkegel des Knotenpunktes, da dessen Gleichung 


Y’°+7?+ W?= 
ist, sich selbst conjugirt; folglich besitzt die nimliche Eigenschaft auch 
das von den Spuren jener Ebenen gebildete Dreieck in Bezug auf den 
erwihnten Kegelschnitt. Um daher sechs Punkte in gedachter Lage’ zu 
erhalten, durchschneide man den Kegelschnitt durch die Seiten eines in 
Bezug auf denselben sich selbst conjugirten Dreiecks; die sechs Durch- 
schnittspunkte besitzen die fragliche Kigenschaft. Freilich ist hierbei zu 
bemerken , dass niemals siimmtliche sechs Punkte, sondern héchstens 
vier derselben reell sein kénnen. 
Die Fliche 
X(¥°+ 277+ W*?)—-2YZW=0, 
welche wir in § 21. die conjugirte Fliiche zu 
X(Y¥°?+ 277+ W*)+2YZW=0 
genannt haben, hat mit der letzteren die sechs biniiren Geraden, sowie 
die drei Linien in der Ebene X =O gemeinschaftlich; die geraden 
Linien beider Flachen werden sich daher als dieselben Punkte und 
Linien abbilden. 
26. Die Fliche: 
ce + B° +- y+ 3 + =, 


c+B+ytd+e=0, 

auf welcher sich nach § 4. die 27 Geraden 10mal zu je dreien in 
einem Punkte schneiden, ist von Clebsch im 4. Bande der mathema- 
tischen Annalen niiher untersucht und die Diagonaljliiche des Pentaeders 


wo 


a=Q, B=0, y= (0, é—0, e=() 


genannt worden. Diese Benennung stiitzt sich auf die Kigenschaft der 
betreffenden Fliche, dass in ihr die Diagonalen der siimmtlichen voll- 
stiindigen Vierecke enthalten sind, die auf den Pentaederebenen durch 
die iibrigen ausgeschnitten werden. Denn die Gleichung der Fliiche und 
die zwischen den 5 Coordinaten bestehende Relation werden, da die 
Summe zweier Cuben stets durch die Summe der Basen theilbar ist 


? 
z. B. erfiillt, wenn: 


ae=0, B+t+y=0, d+e=0. 














<a 
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_— a A. 
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Diese drei Gleichungen, von denen die eine eine Folge der beiden 
andern ist, stellen aber eine gerade Linie dar, welche den Punkt: 


a=(Q, =O, y =0 
e=usQ, a0, sand 


mit dem andern: 


verbindet, also eine Diagonale einer Seitenfliche des Pentaeders. In 
gleicher Weise liegen auf der Fiche die gleichfalls in on Ebene «=() 
befindlichen geraden Linien: 


a=0, B+d0=—0, y+e=0, 
a=0, B+e=0, y+d=0. 

Ausser der Fliiche, deren Gleichung oben angegeben ist, geht durch 
die 15 Diagonalen der Seitenfliichen des Pentaeders keine weitere Flache 
dritten Grades, da diese sonst mit jener 15 gerade Linien gemeinsam 
haben miisste, was unmdglich ist; die Diagonalfliiche ist daher durch 
das Pentaeder vollstiindig bestimmt. 


Bemerkt mag werden, dass man die Gleichung der niimlichen Fiche 
auch noch in folgender Form schreiben kann: 


aBy+tapd+aBe+tayd+apet+ade+Pyd+Bye+tfpde+yde=—0. 
Ausser den 15 Diagonalen enthalt die Flache noch 12 weitere gerade 
Linien, welche eine Doppelsechs bilden. Die Gleichungen derselben 


kénnen aus § 16. direct entnommen werden, wenn man noch folgende 
Werthe der dort vurkommenden Constanten beriicksichtigt: 


f=2, l=7=, o=2—J5. 


Man wird dann z. B. durch geeignete Combination der zwei 
Gleichungen : 


X=l1Y, Z=eW 


finden, dass die hierdurch dargestellte gerade Linie der Durchschnitt 
der 5 Ebenen ist: 


o(y+e) +a=—0, 
o (d+) +p=0, 
a(«+d)+y=0, 
ao (B+7)+d=0, 
o (c+p)+e=0, 
Ve—1- 


° 


wobei 


@ == 





Clebsch hat diese 12 geraden Linien auf folgende sehr einfache 
Weise gefunden, indem er zuerst ihre Asymptotenpunkte bestimmte. 
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Die 3 Gleichungen: 


e+bB+y+ae=0, 
OL P+ P+ H+ e—0, 
Byde + ydea + deap + expy+ apyd=—0, 


von denen die erste die zwischen den Coordinaten bestehende Relation, 
die zweite die Gleichung der Diagonalfliche, die dritte die Gleichung 
ihrer Hesse’sche Fliche darstellt, werden simmtlich erfiillt, sobald man 
fiir die 5 Coordinaten die verschiedenen fiinften Wurzeln der Einheit 
setzt, also: 
e:BryrOrE=—QihidgiuidG, 

wobei die Gréssen g eben diese Wurzeln in beliebiger Reihenfolge sind. 
Da dann auch die Gréssen ; simmtliche fiinfte Wurzel der EHinheit 
darstellen, so folgt, dass auch der Punkt: 


a:B: y:@:eusqg ':g,':95':9, ':@ 

auf der Diagonalfliiche und der Hesse’schen Fliiche liegt. Die Ver- 
bindungslinie der beiden durch diese Proportionen dargestellten Punkte 
gehért dann aber auch ganz der Diagonalfliiche an, denn die Coordi- 
naten irgend eines Punktes dieser Verbindungslinie sind, wenn & und 1 
beliebige Constanten bedeuten, bestimmt durch: 


a:B:y:0:e=kq,+lg)':kq+lq,': teen 


und der Gleichung der Diagonalflache wird geniigt, sobald in derselben 
diese Werthe eingefiihrt werden, da: 


Ska, +la,')! =@+P) Fg + 3kl(k+) Bq, =0. 


Es giebt nun 24 verschiedene Punkte, deren Coordinaten sich wie 
die fiinften Wurzeln der Einheit verhalten, also giebt es 12 gerade 
Linien der eben gefundenen Art und jene 24 Punkte sind, da sie zu- 
gleich der Hesse’schen Fliiche angehéren, ihre Asymptotenpunkte. 

27. Die Dreiecksebenen der Fliche zerfallen in zwei Gruppen. 
Die eine umfasst die 5 Pentaederebenen und die 10 Diagonalebenen und 
enthalé daher nur solche Ebenen, in welchen nur Diagonalen’ liegen; 
die andere dagegen besteht aus 30 Ebenen, deren jede eine Diagonale 
und zwei der eben bestimmten 12 Linien enthilt. Die Gleichungen 
der letzteren sind von der Form: 


w(p+q)+r=0, 
wo p, q, ¥ drei der Coordinaten a, 6 u. s. w. sind und: 


Va—1— 





w= 


° 


- 
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Man kénnte sie auch auf die Form bringen: 
wo, (p+q)—r=0, 


5+1 
wo, = Pett. 


wobei aber 


Je zwei dieser Ebenen gehen durch dieselbe Diagonale; und zwar 
stellen die beiden aufgestellten Gleichungen zwei derartige Ebenen 
dar, wenn in beiden fiir p, q und r dieselben Coordinaten eingefiihrt 
werden. 

Die Anzahl der reellen geraden Linien auf der Diagonalfliche 


kann direct aus § 18. abgelesen werden, da hier offenbar die dortige 
Constante: 


1 
i> =< 
ist. Es ergiebt sich daraus: Sind séimmtliche Pentaederebenen reell, so 
sind auch stimmtliche 27 geraden Linien reell; sind drei Pentaederebenen 
reell und die iibrigen conjugirt imaginir, so hat die Fliche 3 reelle ge- 
rade Linien und 13 reelle Dreiecksebenen; ist endlich nur eine Ebene 
des Pentaeders reell, wiihrend die andern paarweise conjugirt imagindr 
sind, so hat die Fliiche 7 reelle gerade Linien. 

Legt man bei der Abbildung der Fliiche die mehrerwaihnte Doppel- 
sechs zu Grunde, so erhiilt man, mag man von der einen oder der 
andern Hiilfte derselben ausgehen, die‘sechs Fundamentalpunkte in der 
Lage, dass sie sich 10mal zu einem Brianchon’schen Sechseck verbinden 
lassen. Die Existenz derartiger, auch voilstiindig reeller Sechsecke ist 
durch die Existenz der Diagonalfliiche bedingt; Clebsch hat in der 
bereits citirten Arbeit gezeigt, dass simmtliche Sechsecke dieser Art 
aus einander durch Centralprojection abgeleitet werden kénnen. 

28. Wir wenden uns endlich zu der Fliche: 

+ P+ P+ a0, 

auf weleher nach § 6. sich 18mal drei gerade Linien in einem Punkte 
schneiden. Die 27 geraden Linien dieser Fliche ergeben sich unmittel- 
bar aus der Gleichung derselben; sie lassen sich in drei Gruppen zu- 
sammenstellen und zwar so, dass die 9 Geraden jeder Gruppe die gegen- 
seitigen Durchschnittslinien zweier Biischel von je drei Ebenen sind, 
uiimlich: 

e+ PB =O, y+toe—dO0, 

o+pP—0, P+e—0, 


e&+3—0, P+ p=—0. 
Die Ebene: 


ctpty+s—0 
kann natiirlich auch hier als die fiinfte Pentaederebene angesehen wer- 
den; da aber die Gleichung der Fliche sich nicht indert, wenn @ mit 
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au, B mit Bu” u. s. w. vertauscht wird, wo die Gréssen uw dritte 
Wurzeln der Einheit bedeuten, so sieht man, dass man jene Ebene 
iiberhaupt durch eine der Ebenen: 


cut pu +yu"+ou’=0 


ersetzen kann, wo die Gréssen uw beliebige dritte Wurzeln der Einheit 
sind. Wie nun die Ebene: 


e+B+y7+0=0 


drei gerade Linien der Fliiche, und zwar: 


e+p=0, y+d=0, 

aety=0, B+é=—0, 

a+d=0, B+y=0 
enthilt, so gilt das Gleiche auch fiir jede dieser Ebenen, deren Ge- 
sammtzahl 27 ist, Diese 27 Ebenen bilden mit den 18 anderen, welche 
zu den sechs oben erwihnten Biischeln gehéren, die 45 Dreiecksebenen 
der Fliche. 

Der Fliichengleichung wird ebenfalls geniigt, sobald man setzt: 

a:Brsy:@=v:0 30": 0", 
wo zwei der Gréssen v dritte Wurzeln der positiven Kinheit, die anderen 
aber solche der negativen Einheit bedeuten. Durch die niimliche Sub- 
stitution werden aber auch stets die Gleichungen zweier gerader Linien 
der Fliche identisch, so dass die durch obige Proportionen dargestellten 
Punkte fiir unsere Fliche die Eckpunkte von Liniendreiecken sind. Es 
giebt 3' = 81 derartige Punkte; fiigt man hierzu die 18 Schnittpunkte 
von je drei geraden Linien der Fliiche, jeden dreifach gerechnet, so 
erhalt man simmtliche 135 Ecken der auf der Flache liegenden Drei- 
ecke. 

Die Asymptotenpunkte jeder geraden Linie der Fliche liegen offen- 

bar da, wo dieselbe zwei gegeniiberstehende Kanten des von den vier 
Ebenen a, B, y, 9 gebildeten Tetraeders trifft. 


29. Die Anzahl der reellen geraden Linien der Fliiche ergiebt sich 
unmittelbar aus § 18. Die Fldche hat demnach, wenn die vier Ebenen 
a, B, vy, 9 reell oder wenn nur zwei derselben reell und die beiden iibrigen 
conjugirt imagindr sind, 3 reelle Gerade und 7 reelle Dreiecksebenen, 
sind aber die vier Ebenen paarweise conjugirt imagindr, so sind 15 ge- 
rade Linien reell. 

Unter den 27 geraden Linien der Fliiche ist im Allgemeinen keine 
vor den iibrigen ausgezeichnet; gleiches gilt von den 36 Doppelsechsen. 
Es wird daher véllig gleichgiltig sein, welcher Sechs man sich bei der 
Abbildung bedient. Eine der Doppelsechsen ist die folgende, bei welcher 
wir entsprechende Gerade neben einaider gestellt und mit entsprechen- 
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den Ziffern versehen haben und unter mw eine beliebige dritte Wurzel 
der Einheit verstehen: 


l)haw+d=—0, Bu+y=0. Ta+tyu=—0, B+0u=—0. 
2)a+du=—0, B+yp=—0. TI) au+ty=0, Bu+s=—0. 
3) au t+pB=—0, put+d=0. TW a+du=—0, y+ fpu=—0. 
4)a+pu=0, y+ou=0. IV) ap +d=—0, pu+p=—0. 
5) au+y=0, du+pB=—0. V)a+fpu=0, d+yu=—0. 
6) atyu=0, 6+fu=—0. VI) au+pB=—0, du+y=—0. 








Wird die erste Hiilfte dieser Doppelsechs bei der Abbildung der 
Fliche zu Grunde gelegt, so bilden sich bekanntlich die Geraden der- 
selben als Punkte, die Geraden der andern Hiilfte dagegen als Kegel- 
schnitte ab, welche durch fiinf dieser Punkte gehen ([ durch 2, 3, 4, 
5, 6 u. s. w.). Die iibrigen 15 geraden Linien der Fliche finden da- 
gegen ihre Abbildung in den 15 Verbindungslinien der Fundamental- 
punkte und zwar in folgender Weise: 


12)ae+f8B =0, »y +0 =20. 
13) «@ +0 =0, pouty =O. 
14) aut d =0, pouty =. 
15)a +y =0, 6 +du=—0. 
16) «@ +yu=0, B+d0 =90. 
23) «a +d0u=—0, B+y =0. 
244)a +d =0, B +ye=—0. 
25) aunty =0, B +9 =0. 
26) a +y =0, Bute =0. 
d4)a +y =0, 6B +d =0. 
30) « +B =0, yut+d =O. 
36) y +0 =0, autp =O. 
45)y +0 =0, @ +hu= 

46) « +68 =0, y +0u=0. 
56) a@ +0 =0, B+y =0. 


Die 27 geraden Linien der Fliiche durchschneiden sich aber 18 mal 
zu je dreien in einem Punkte und die Lage der 6 Fundamentalpunkte 
ist dadurch besonderen Bedingungen unterworfen. Untersucht man 
genauer, so findet map, dass sich 6mal drei gerade Linien in einem 
Punkte treffen, welche sich ebenfalls als gerade Linien abbilden, und 
12mal solche Linien, von denen sich die eine als Punkt, die andere als 


Kegelschnitt und die dritte als gerade Linie abbilden. Im ersteren 


Falle miissen sich dann selbstverstiindlich auch die drei Abbildungen 
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in emem Punkte schneiden, wihrend im zweiten Falle die gerade Linie 
den Kegelschnitt in dem betreffenden Punkte beriihren muss. Ohne 
Schwierigkeit findet man, dass sich in einem Punkte die folgenden neben 
einander stehenden Linien treffen: 

12, 35, 46; 

12, 36, 45; 

34, 15, 26; 

34, 16, 25; 

56, 13, 24; 

56, 14, 23; 
so dass drei Linien zweimal, die iibrigen dagegen nur einmal bethei- 
ligt sind. 

Die iibrigen 12 Bedingungen lassen sich in folgende 6 zusammen- 
ziehen : 

1 ist der Pol von 56 in Bezug auf 1; 
2 ” ” ” ” 56 ” ” ” Il; 
3 ” n ” ” 12 ” ” ” I; 
45 nn » Ly ” n IV; 
9) ” ” »” ? 34 ”? ”? ”? V; 
6 ”? ”? ) ”? 34 ? »” ”? VI. 

Ist die zweite Gruppe von Bedingungen erfiillt, so ist es die erste 
von selbst, da ausser der vorliegenden keine Fliche dritten Grades 
existirt, auf welcher sich 12mal drei gerade Linien in einem Punkte 
treffen. 

Auch bei dieser Fliiche kénnen nie siimmtliche sechs Fundamental- 
punkte zu gleicher Zeit reell sein. 


30. Durch die Untersuchungen von Geiser (Math. Annalen Bd. 1) 
ist es méglich geworden, aus den Lehrsiitzen iiber die 27 geraden Linien 
einer Fliiche dritten Grades solche iiber die 28 Doppeltangenten einer 
ebenen Curve vierten Grades abzuleiten. An dem angegebenen Orte 
ist niimlich folgender Lehrsatz erwiesen worden: Von einem Punkte 
einer F'liiche dritten Grades geht ein allgemeiner Beriihrungskegel vierten 
Grades an dieselbe, dessen 28 Doppeltangentialebenen aus der Beriih- 
rungsebene der Fliiche im Scheitel und aus den 27 Ebenen bestehen, 
welche diesen mit den 27 geraden Linien der F'liiche verbinden. Indem 
man diesen Lehrsatz zu Grunde legt, kann man aus den in den vorigen 
§ gefundenen Eigenschaften specieller Flichen dritter Ordnung Lehrsiitze 
iiber specielle ebene Curven vierten Grades ableiten. 

Es sei zunichst die Flache eine solche, auf welcher sich nur ein- 
mal drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, also ihre Gleichung 


“3 + B+ ky? + 1? + me =—0; 
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die Lage des Kegelscheitels auf der Fliche sei eine willkiirliche, ebenso 
diejenige der Ebene, durch welche die beriihrende Kegelfliche durch- 
schnitten wird. Dann schneiden sich vorerst in der entsprechenden Curve 
vierten Grades drei Doppeltangenten, die Bilder jener drei geraden Linien 
der Fliche, in einem Punkte a. Die Ebenen, welche den Kegelscheitel 
mit diesen drei Linien verbinden, schneiden aus der Fliche dritten 
Grades drei Kegelschnitte aus, durch welche sich bekanntlich eine Fliche 
zweiten Grades legen lisst; die sechs Punkte, worin diese Fliiche jenen 
drei geraden Linien begegnet, bilden sich als die Beriihrungspunkte der 
Doppeltangenten ab, welche somit in einem Kegelschnitte A liegen. Die 
Curve ist also eine solche, bei welcher drei Doppeltangenten, deren 
Beriihrungspunkte in einem Kegelschnitt liegen, sich in einem Punkte 
schneiden, und zwar ist sie die allgemeinste Curve dieser Art. 


In dem Kegelschnitt A liegen auch noch die’zwei Beriihrungspunkte 
derjenigen Doppeltangente ¢, welche aus der Beriihrungsebene im Kegel- 
scheitel entspringt. Jene Fliche zweiten Grades schneidet nimlich aus 
der Fliche dritten Grades drei Kegelschnitte aus, welche sich im Kegel- 
scheitel treffen, so dass beide Flachen in diesem eine gemeinsame Be- 
riihrungsebene besitzen. Diese Ebene durchschneidet die Fliche zweiten 
Grades in zwei geraden Linien, die fiir die andere Fliche die Infle- 
xionstangenten im Kegelscheitel darstellen und auf denen die Beriih- 
rungspunkte der Doppeltangente ¢ liegen. Hieraus geht aber die Rich- 
tigkeit obiger Behauptung unmittelbar hervor. 


Durch den Punkt a gehen an die Curve noch sechs Tangenten, deren 
Beriihrungspunkte ebenfalls in einem Kegelschnitt B liegen. Verbindet 
man nimlich den Kegelscheitel mit dem Schnittpunkt der drei auf 
der Fliche liegenden geraden Linien, so durchschneidet die Verbindungs- 


linie die Ebene: 
a—Bp=0 


in einem Punkte, von welchem aus sich an die in dieser Ebene und der 
Fliiche liegende Curve dritten Grades sechs Tangenten legen lassen, 
deren Beriihrungspunkte in der ersten Polaren jenes Punktes, also in 
einem Kegelschnitte liegen, Jene 6 durch a gehenden Tangenten und 
der Kegelschnitt B sind nun nichts Anderes als die Centralprojectionen 
der eben erwihnten Linien. Auch der Kegelschnitt B geht durch die 
Beriihrungspunkte der Doppeltangente t nach dem Satze: Wenn von den 
16 Schnittpunkten zweier Curven vierter Ordnung 8 auf einem Kegel- 
schnitte liegen, so liegen die 8 iibrigen ebenfalls auf einem solchen. 
Man hat, um diesen Satz anwenden zu kénnen, als zweite Curve vierten 
Grades nur diejenige zu wiihlen, welche sich aus den ersten Polaren 
von a in Bezug auf die erste Curve und aus der Doppeltangente ¢ zu- 
sammensetzen liisst. 
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Die Curve dritten Grades selbst, welche in der Ebene: 
a—Bp=0 


liegt, bildet sich wieder als eine solche ab; die Abbildung C beriihrt 
die 6 von a ausgehenden einfachen Tangenten in ihren Beritihrungspunkten 
und geht iiberdies nach § 9. und 10. durch die Schnittpunkte von 12 
Paaren von Doppeltangenten. 


31. Wesentlich iindern sich die Resultate des vorigen §, wenn der 
Kegelscheitel in der Curve dritten Grades liegt, welche die mehrerwihnte 
Ebene: 

a—B=0 


mit der Fliche gemeinsam hat. Alsdann geht die Beriihrungsebene der 
Fliche im Kegelscheitel auch durch den Schnittpunkt der drei geraden 
Linien auf der Fliche und es wird somit durch die Projection a dieses 
Schnittpunktes noch eine vierte Doppeltangente der Curve gehen. Die 
Projection jener Curve dritten Grades wird zu einer geraden Linie 1, so 
dass die Beriihrungspunkte der vier einfachen Tangenten, welche durch 
a gehen, in gerader Linie liegen. Daraus ergiebt sich, dass die erste 
Polaxe des Punktes a in Bezug auf die Curve vierten Grades eine solche 
dritten Grades sein muss, welche jene gerade Linie / als Theil enthiilt 
und daher in diese und einen Kegelschnitt zerfillt. In dem letzteren 
liegen dann die Beriihrungspunkte der vier Doppeltangenten, so dass 
unsere Curve vierten Grades eine solche ist, von welcher sich vier Doppel- 
tangenten, deren Beriihrungspunkte in einem Kegelschnitt liegen, in einem 
Punkte treffen. Auch sie ist eine allgemeine Curve dieser Art. Endlich 
werden 12 Schnittpunkte von je zwei Doppeltangenten der Curve in der 
geraden Linie | liegen. 

Die Fille, in welchen der Kegelscheitel auf einer oder mehreren 
geraden Linien der Fliche liegt und die Curve vierten Grades somit 
einen oder mehrere Doppelpunkte bekommt, iibergehen wir und be- 
merken nur noch, dass die beiden in den letzten § betrachteten Curven 
auch aus der allgemeinen Fiche dritten Grades erhalten werden kinnen. 
Eine Curve der ersten Art geht hervor, wenn man drei gerade Linien 
der Fliche sucht, unter denen sich zwei schneiden, durch den Schnitt- 
punkt und einen Punkt der dritten Linie eine weitere gerade Linie zieht 
und den Kegelscheitel in den Punkt legt, den diese Linie fernerhin mit 
der Fiiche gemeinsam hat. Eine Curve der zweiten Art erhiilt man, 
wenn man durch eine gerade Linie der Fliche zwei Beriihrungsebenen 
an dieselbe fiihrt und den Kegelscheitel dahin legt, wo die Verbindungs- 
linie der zwei Beriihrungspunkte die Fiche durchschneidet. 


32. Auch die in § 5. und 6. untersuchten Fliichen dritten Grades 
liefern interessante Curven dritten Grades. 
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Ist die Gleichung der Fliche: 
4 K=0, 


wo d=( eine Ebene und K=0 einen Kegel dritten Grades darstellt, 
dessen Scheitel nicht in jener Ebene-liegt, so entspricht derselben, wenn 
der Scheitel des Beriihrungskegels beliebig auf der Fliche liegt, eine 
Curve vierten Grades mit sechs Inflexionstangenten, welche sich in einem 
Punkte schneiden. Diese sind die Spuren derjenigen Tangentialebenen, 
welche durch den Kegelscheitel an den osculirenden Kegel gelegt werden 
kénnen. Die sechs entsprechenden Inflexionspunkte liegen in einem 
Kegelschnitte; zugleich geht durch dieselben eine Curve dritten Grades, 
welche in ihnen von den Inflexionstangenten beriihrt wird. In jedem 
der 9 Inflexionspunkte dieser Curve schneiden sich drei Doppeltangenten 
der Curve vierten Grades. Der Kegelschnitt, in welchem 6 Inflexions- 
punkte liegen, geht auch durch die Beriihrungspunkte der 28'" Doppel- 
tangente. Bemerkenswerth ist noch die Hesse’sche Curve der vorer- 
wiihnten Curve dritten Grades; von jedem Punkte derselben aus kann 
man nimlich an die Curve vierten Grades 12 Tangenten legen, deren 
Beriihrungspunkte zu je 6 in zwei Kegelschnitten liegen. 

Wenn der Kegelscheitel in einem Punkte der Beriihrungscurve des 
Osculationskegels liegt, so hat man vorliiufig nur vier sich in einem 
Punkte treffende Inflexionstangenten, deren “Beriihrungspunkte aber in 
gerader Linie liegen. In dieser Linie schneiden sich auch 27 Doppeltan- 
genten der Curve neunmal zu je dreien; die 28'° Doppeltangente geht eben- 
falls durch den Schnittpunkt der Inflexionstangenten, sie wird aber, da 
ihre beiden Beriihrungspunkte zusammenfallen, zu einer dreipunktig 
beriihrenden oder undulirenden Geraden; der Undulationspunkt liegt 
ebenfalls auf der oben gedachten geraden Linie. 

Es sei ferner die Gleichung der Fiche: 

ec} + B+ y3 + 5 = 0 
(vergl. § 6., 28., 29.); die Lage des Kegelscheitels auf der Fliiche sei 
willkiirlich. Alsdann lassen sich die 24 Inflexionstangenten der ent- 
sprechenden Curve vierten Grades so in vier Gruppen zu je sechs anord- 
nen, duss die sechs Tangenten derselben Gruppe sich in einem Punlte 
schneiden. Durch die Beriihrungspunkte derselben Gruppe geht ein 
Kegelschnitt; die vier so entstehenden Kegelschnitte schneiden die Curve 
in denselben zwei Punkten, und zwar in den Beriihrungspunkten der 
Doppeltangente, welche aus der Tangentialebene des Kegelscheitels 
entspringt. Die iibrigen 27 Doppeltangenten schneiden sich 18mal zu 
je dreien in einem Punkte; die 18 Schnittpunkte liegen zu je dreien auf 
den sechs Seiten des vollstiindigen Vierecks, welches seine Ecken in den 
Schnittpunkten der Inflexionstangenten hat. Von einem jeden Punkte 
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dieser sechs Seiten gehen 12 Tangenten an die Curve, deren Beriihrungs- 
punkte in zwei Kegelschnitten liegen. 

Ist endlich die Gleichung der Fliche: 

Aa’ B+ y+ &=—0 
(vergl. § 8.), so entspricht dem uniplanaren Knotenpunkte der Fliche 
ein dreifacher Punkt der Curve, dessen drei Tangenten die Centralpro- 
jectionen derjenigen Geraden der Fliiche sind, welche sich im Knoten- 
punkte schneiden. Den drei iibrigen geraden Linien der Fliche ent- 
sprechen drei Doppeltangenten der Curve, sie sich in einem Punkte treffen 
und deren Beriihrungspunkte in einem Kegelschnitte liegen. 

Die Spur der Tangentialebene, welche im Kegelscheitel an die 
Fliche gelegt wird, ist die vierte Doppeltangente; ihre Beriihrungs- 
punkte liegen in dem niimlichen Kegelschnitte. Endlich hat die Curve 
sechs Inflexionstangenten, welche sich zweimal zu je dreien in einem 
Punkte treffen; die Verbindungslinie der Schnattpunkte geht dabei durch 
den dreifachen Punkt. Die gedachten Kigenschaften kommen allen 
Curven vierten Grades mit einem dreifachen Punkte zu, bei welchen 
sich drei Doppeltangenten in einem Punkte treffen. 















Ueber -die Anziehung eines homogenen Ellipsoids. 


Von H. Ziiae in Hildesheim. 


Um die Anziehung eines homogenen Ellipsoids auf einen materiel- 
len Paunkt zu bestimmen, hat Hr. F. Grube in Hamburg eine neue 
Methode angewandt, bei der das Potential einer elliptischen Fiche zu 
Hiilfe genommen wird*). Er zerlegt das Ellipsoid durch parallele 
Ebenen, die senkrecht auf der kleinsten Axe stehen, in unendlich 
diinne elliptische Scheiben, bestimmt zuniichst unter Annahme des 
Newton’schen Gesetzes die Anziehung eines solchen Kérperelements 
und summirt dann die Anziehungen aller. Die Anziehungscomponenten 
des Ellipsoids ergeben sich als einfache Integrale. 


Es lag nahe, zu derselben Aufgabe Kreisschnitte zu verwenden, 
das Ellipsoid also in Scheiben mit kreisférmiger anstatt mit elliptischer _ 
Basis zu zerlegen. Wie aber die Bestimmung des Potentials einer 
elliptischen Fliiche wesentliche Schwierigkeiten bereitete, so vereinfachte 
auch der Ausdruck fiir dasselbe sich nicht sehr, wenn man die Ellipse 
in einen Kreis iibergehen liess. Erst als das Kreispotential von Herrn 
K. Heine in Halle a. 8, direct und auf einfachere Weise abgeleitet 
war**), erschien die Zuhiilfenahme desselben zur Bestimmung der An- 
ziehung des Ellipsoids geeignet. 

Herr E. Heine hatte die Giite, meine Aufmerksamkeit auf diese 
Art der Behandlung des Problems zu lenken. 

Zuniichst soll im Folgenden das Potential***) eines Ellipsoids, 
dessen Dichtigkeit wir iiberall gleich 1 setzen, in angedeuteter Weise 
ermittelt werden. Die Endformel fiir das Kreispotential, wie wir sie 
oben erwihntem Aufsatze entnehmen, enthilt folgende Gréssen: 


*) Borchardt’s Journal Bd. 69, 8S. 359—364. Ueber Anziehung eines homo- 
genen Ellipsoids von Herrn F. Grube in Hamburg. 
**) In dem Aufsatze ,,Das Potential eines homogenen Kreises‘* Borchardt’s 
Journal Bd. 76, 8. 271. 
***) Der Ausdruck ,,Potential soll hier und auch spiiter nur in Bezug auf 
das Newton’sche Anziehungsgesetz gebraucht werden. 
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1. den Radius des Kreises; 
2. das von dem angezogenen Punkte auf die Kreisebene gefiillte 
Loth; 
3. die Entfernung des Endpunktes dieses Lothes vom Kreis- 
mittelpunkte. 

Da nun die durch parallele Ebenen erzeugten Kreisschnitte im 
Ellipsoid sich nicht senkrecht iiber einander lagern, d. h. da die Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte nicht senkrecht auf den Ebenen steht, 
so werden obige Gréssen von Schnitt zu Schnitt zugleich sich andern. 
Doch leuchtet auch ein, dass sie bei dieser Aenderung in gewisser 
Abhiingigkeit von einander stehen. Es wird darauf ankommen, diese 
Abhiangigkeit aufzusuchen, um eine Grésse zu gewinnen, nach der 
summirt werden kann, und dann das erhaltene Integral auf ein einfaches 
zuriickzufiihren. Schliesslich ist noch der Ausdruck des Potentials in 
die iibliche Form zu bringen. (Abschnitt I—IV.) 

Herr Mehler in seiner Arbeit iiber die , Anziehung einer von zwei 
Flichen zweiten Grades begrenzten Schaale“*), in der er die gefun- 
denen Resultate auch speciell auf das homogene Ellipsoid iibertrigt, 
geht von vorn herein von einer Verallgemeinerung des Newton’schen 
Gesetzes aus, indem er die Anziehungskraft proportional der Masse 
und umgekehrt proportional einer beliebigen Potenz der Entfernung 
annimmt. Da auch mit Hiilfe der Kreisschnitte die Anziehung fiir 
solche Fille zu bestimmen ist, so soll das Verfahren, wenigstens fiir 
ganze Potenzen der Entfernung, hier angegeben und fiir die dritte, 
vierte und fiinfte Potenz die Kriftefunctionen als. einfache Integrale 
dargestellt werden (Abschnitt V. und VI.). 


L 


Die Gleichung des Ellipsoids mit den Halbaxen abe in recht- 
winkligen Coordinaten lautet 


2 
eae ata, 
und hier mag die Relation gelten 
a>b>e. 


Durch das Ellipsoid seien unendlich nahe parallele Ebenen gelegt, 
welche Kreisschnitte ergeben. Dieselben miissen bekanntlich der y- Axe 
parallel gehen, und derjenige Schnitt, der diese Axe selbst enthiilt, 
soll Hauptschnitt genannt werden. Von den beiden Richtungen, nach 
denen die Zerlegung geschehen kann, wihlen wir die, bei welcher 


*) Borchardt’s Journal Bd. 60. 








el 


ile 
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die Ebenen mit der xy-Ebene einen Winkel m machen, dessen Tan- 
gente der Bedingung geniigt 
xe 
tgp = & A sca ; 

Denselben Winkel machen offenbar alle Kreis-Durchmesser, die in 
der xz-Ebene liegen, und derjenige, welcher zugleich durch den Coordi- 
natenanfang geht, wird die Linge 2b haben. Derselbe ist auch Durch- 
messer der Ellipse, deren Gleichung ist 

ey ey 
a* ce ‘ 

Suchen wir zu ihm in der Ellipse den conjugirten Durchmesser, 
so ist dieser der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise*). 
Die Linge desselben soll mit 2 bezeichnet werden. 

Auf diese beiden conjugirten Durchmesser 2a und 2b als €- und 
€-Axe bezogen lautet die Gleichung der Ellipse 


‘ P - 

(2) yf =1, 

wobei wir die positive §-Axe zwischen der negativen z- und der posi- 
tiven w-Axe, die positive §-Axe zwischen der positiven x-Axe und 
der positiven z-Axe liegend annehmen. Ks ist dann / (2%) = m und 


L (x) werde mit x bezeichnet. (Vergleiche Figur.) Bekannte Sitze 
iiber conjugirte Durchmesser ergeben dann 


2 


(3) tgptgx—— 

und 

(4) 2@t+Remarte. 
Il. 


Vom angezogenen Punkte aus denken wir uns jetzt eine Linie 
gezogen, die senkrecht auf den Schnittebenen steht. Die Linge der- 


*) Nach einem bekannten Satze liegen die Centra paralleler Schnitte in 
Flichen zweiten Grades in demjenigen Durchmesser der Fiche, welche der Lage 
der Schnittebenen conjugirt ist. (S. Elemente der analytischen Geometrie des 
Raumes von Salmon und Fiedler, Art. 95.) Die Ebene unseres Hauptschnittes 
ist also Diametralebene zu dem Orte der Kreiscentra. Ein anderer Satz (eben- 
daselbst Art. 67) besagt, dass, wenn die einer gegebenen Richtung conjugirte 
Diametralebene eine andere Richtung enthilt, die dieser letzten Richtung conjugirte 
Diametralebene auch die erste Richtung enthilt. Wenn wir also in der Ebene des 
Hauptschnittes als neue Richtung die y-Axe annehmen, so muss die dazu ge- | 
hérige Diametralebene, niimlich die 2z-Ebene, den Ort der Centra enthalten, 
Derselbe ist daher Durchmesser der Ellipse 


x z# 
at t a=! 


und conjugirter Durchmesser zu der Richtung der Kreisdurchmesser, die zugleich 
Sehnen der Ellipse sind. 


18* 
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“gelben bis zu einer Schnittebene werden mit h, die Entfernung des 
Fusspunktes vom Mittelpunkte des Kreises mit r bezeichnet (Figur). 
Die zur Abscisse des Mittelpunktes — in der Gleichung der Ellipse (2) 


*x 


+é XN 
| \a 





= 
zagehdrige Ordinate € ist gleich dem Radius des Kreises. Das Potential 
der Kreisfliiche lautet dann nach der Heine’schen Formel 


yore fie ae. 
% 


+ 74R Game” 


wobei s, die positive Wurzel der Gleichung 
h2 v2 1 
7 Yar” 

ist. Formen wir etwas um, indem wir €’s fiir s schreiben, so geht 

V iiber in 


ae f / P9641) —s(e +r) — ve — 4. 
; s(s-+1)! 


Bezeichnet 9 die Entfernung des angezogenen Punktes vom Kreis- 
mittelpunkte, so ist 


h? +- 7? = 9, 
und setzt man zur Abkiirzung 
(5) u=Ves(s+1) — se? —2’, 
so erhalt man 
(6) v=2/w — 
J s(s+1)3 
% 


wobei s, die positive Wurzel aus «=O ist. Diese Formel gilt auch 
fiir einen Punkt der Ebene, also fiir h—0. Liegt derselbe auf der 
Peripherie oder innerhalb des Kreises, so wird s, = 0. 
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Mit d& werde nun die Entfernung der Mittelpunkte zweier benach- 
barter Kreisschnitte bezeichnet; dann ist der senkrechte Abstand der- 
selben 

dh = dé sin (hé). 
Es ist aber 


(7) sin (h§) = sin (p+y) =k. 
Mit dem Abstande dh muss man V multipliciren, um das Potential 
des Kérperelementes zu erhalten. Dasselbe wird daher lauten 


Vv’ = 2kdt fu iting: « 
J = -8(s-+1)? 


III. 


Dass die Gréssen, die in w enthalten sind, sich als Functionen 
von & darstellen lassen, ist leicht ersichtlich. Bezeichnet man die Ent- 
fernung des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte des Ellipsoids 
mit P, von der Ebene des Hauptschnittes mit H, so ist 


o? — P? + & — 2 PE cos (P8), 

h? = (H—€k)* 
und 

9 ‘ b ,. 

e = b? — “a2 + 
ergiebt sich aus der Gleichung der Ellipse (2). Denken wir uns diese 
Substitutionen gemacht, so kénnen wir jetzt V’ nach § von — @ bis 
+ @ summiren, um das Potential des Ellipsoids zu erhalten. 


(8) 


1. Der angezogene Punkt liege ausserhalb des Ellipsoids. Das 


Potential lautet 
fa Kap u _- aw 
sis-+1)t 


Hier ist also fiir ein siiiiiilaiasds € nach s zu summiren von dem 
aus «== sich ergebenden Werthe s, bis ins Unendliche, dann nach 
— von —a@ bis +a. Aus 


4 - oe 





ergiebt sich, dass fiir § = be a, wo =O ist, s, tiber alle Grenzen 
wichst. Denken wir uns also u =O als Curve dargestellt, so laiuft 
sie an diesen beiden Stellen ins Unendliche. Ferner ist ersichtlich aus 
den Relationen (5) und (8), dass die Function w? nach § vom zweiten 
Grade ist und der Coefficient von §& negativ. Nach Potenzen dieser 
Grésse geordnet wollen wir die Function schreiben 
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(9) u? = m+ 2nk — pe, 

wobei mnp Functionen von s sind und p jedenfalls positiv ist. Aus der 
Gleichung erhalt man nun fiir jedes s zwei Werthe fiir §, ausser fiir 
dasjenige, bei dem 


E= . und mp -+ n? =0 
ist. An dieser Stelle existirt ein Minimum der Curve und wir bezeich- 
nen den dazu gehdrigen Werth von s durch o. 


Kehrt man die Integrationsfolge um, so ist fiir ein festgehaltenes 
s nach € zu summiren zwischen den beiden aus «=O sich ergebenden 
Werthen &, und &, dann nach s von 6 bis ins Unendliche. 


So erhalt man : 
U= 2k f— a J udé. 
s(s-+-1)?, 


. 
@ i 


wre 


Es ist nun 


’ pé—n mp +n? [ o) 
ud& = -u — asta 2 = |}. 
J 5 2p T 2pVp i 


Da &, und &, die Werthe fiir § sind, bei welchen w verschwindet, 
so fallt der erste Theil zwischen jenen Grenzen fort. Ferner ist 


pé, —n=— Ymp+ w, 
p&—n= YVYmp+ xn. 
Wiichst & von &, bis &,, so durchliiuft tg om <d stetig die Werthe 
Pp *u& 


. . 4 . 4 
von — oo bis + oo, also der arcustangens die Werthe von — = bis + —- 
Man erhilt daher 


° 4 is 
U = kx mp + n?- ds 
5 8-P(St!) Vp(s+1) ; 


und hier ist 6 ein aus mp + n* =O sich ergebender Werth, der positiv 
sein muss. 

2. Liegt der Punkt auf der Oberfliiche des Ellipsoids oder im Innern 
desselben, so ist fiir jeden Kreisschnitt s, > 0 ausser fiir denjenigen, 
auf dessen Peripherie oder innerhalb desselben der Punkt liegt. Fiir 
diesen nimmt es den Werth 0 an und daher denselben Werth auch die 
untere Grenze des Integrals. 


Das Potential lautet dann 


eae “mp +n? __ds . 
U—ke | sp(s+1) Vp(s+1) 


0 














Anziehung eines Ellipsoids. 279 


IV. 


Um den Ausdruck des Potentials in die iibliche Form zu bringen, 
bestimmen wir zuniichst die Gréssen mnp aus der Function u? mit 
Hiilfe der Relationen (8). Es ist 


m = b?s(s+1)— sP*? — H?, 
(10) n =sPcos(P§)+ Hk, 

p = 4 stl) +s+R. 
Ferner ergiebt sich aus den Formeln (1), (3) und (4) 


+2 ee ee 
(11) sin? (p+ 4) =k tbe 
und daher 
) _ (a®-- Bs) (+ B8s) 
(12) p= theres | 


Die Gréssen, welche bisher die Lage des Punktes bestimmten, 
kénnten wir durch die rechtwinkligen Coordinaten desselben ausdriicken 
und so die Transformation bewerkstelligen. Ohne jedoch diese etwas 
langwierige Rechnung auszufiihren, beachten wir nur Folgendes: 

Da 

P=2+y+2 
ist, ferner H und P cos (P&) (die Projection der Liinge P auf die 
~-Axe) lineare Functionen der Coordinaten xyz sind, so wird die 
Function mp-+ 2? tiberhaupt nur ganze und nicht hohere als die zwei- 
ten Potenzen dieser Coordinaten enthalten kénnen. 

Von derselben Function ergiebt sich ferner ohne Weiteres aus der 
Beschaffenheit der Gréssen mn p, dass sie vom vierten Grade nach s 
ist und s als Factor in ihr vorkommt. Sie kann daher geschrieben 
werden sF'(s). Dann ist, wenn wir setzen: 


A(s) = (@-+ b's) (I'-+ 0's) (+0%s), 
mp+ne F(s) . 
Bepern —"' Ze@ 
Da hier Zihler und Nenner vom dritten Grade nach s sind, so 


kénnen wir uns den Ausdruck in folgender Weise in Partialbriiche 
zerlegt denken: 


eas - 2 A B Cc 
2},2 ae ee. ee a re SAA 
or a = K+ ait + Bris + etR? 


worin K, ebenso wie A BC, kein s mehr enthilt und bestimmt werden ~ 


kann, wenn man s tiber alle Grenzen wachsen liisst. Man erhalt namlich 


K = lim o?}? © — lim ™2?t" ._ 2 





sw A(s) $==@ Pp b?s (s+-1) 


Da man aber setzen kann 
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2 1 — 
net _. geet : (é, te é,)?, 
wobei &, und &, ihre friihere Bedeutung haben (Seite 278), und da fiir 
s=co §, =—a §,—-+ « ist, ferner 
. Pp ao” ae 
lim Bes(st+i) = ar? ? 


so ergiebt sich fiir K der Werth 1. 

Es war nun 6 eine Wurzel aus der Gleichung: 

mp + n? =sF(s)=0. 

Da fiir Punkte ausserhalb des Ellipsoids ¢ > 0 sein muss, so wird der 
Werth sich ergeben aus F’'(s) 0. Da ferner das Potential fiir iussere 
Punkte stetig in das fiir Punkte der Oberfliiche iibergeht, so muss fiir 
diese auch der Werth 6 = 0 sich aus F’'(s) =O ergeben. Ferner kann, 
da 6 nicht allein von den Axen abhingen darf, A(s) nicht fiir s = 6 
verschwinden. Wir kénnen daher auch 6 als eine Wurzel der Glei- 
chung: 
F'(s) A B C 
TT a V+ e+ Bs + b? + bs , e+bs 0 


al? 
betrachten. Dieselbe ist. beziiglich der Coordinaten des angezogenen 


Punktes vom zweiten Grade, wie aus friiheren Bemerkungen hervorgeht, 
und da fiir alle Punkte der Oberfliche 6 = 0 ist, so muss: 


A B 
+ ae + 2 + 4 =O 
die Gleichung unseres Ellipsoids in rechtwinkligen Coordinaten sein. 
Daraus ergiebt sich die Beschaffenheit der Gréssen ABC, nimlich: 


: A=—2, B=—-y, C=—#, 
und es ist 
‘ 23,2 F(s) mp + n? a y? 2 
4 *}- > == = om <« oma « ne. ie a 
(13) a°b A\s) b’sp(s+1) t a? + bs B+ bs e+ bs 
Bei Benutzung dieses Resultats erhilt man schliesslich, wenn man 
vorher noch b?s =r setzt, das Potential in der Form: 


SS en . 
J are wee — oe |repaaety’ 
Te 
und hier ist t,, sowie in allen folgenden Formeln, die positive Wurzel 
aus der Gleichung 
2 


ade : Ered ps y* 
be Bt = e+ 


Fiir Punkte auf der Oberfliche und innere Punkte ist die untere 
Grenze gleich 0 zu setzen. 
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V. 


Wir nehmen jetzt an, dass zwei Massentheilchen proportional der 


Masse und umgekehrt proportional einer beliebigen ganzen Potenz der 
Entfernung sich anziehen. 


Die Potenz sei zuniichst eine gerade 2q und wir bestimmen zuerst 
die Kriaftefunction des Kreises 


ae : ae » ce. 
2q-—1 gre~t 


Hierbei bedeutet dm das Flichenelement des Kreises, w die Entfernung 
des angezogenen Punktes vow einem Punkte der Kreisfliche. Wird 
u-'q— Imal nach yw? differenzirt, so ergiebt sich: 


qdi-? 1 g-1. 1-3:5-++--2q—3 1 


Setzt man 





2@ 
ed | 8 peers ig We grey 
(— 1) ey Oy Sei ol ae 


o [ @#-* 1 
V = cf apne (1 )am . 


Ist M der angezogene Punkt, M, der Punkt der Kreisfliche, h das 
von M auf die Kreisebene gefiillte Loth, / die Entfernung des Fuss- 
punktes desselben von M,, so ist 

w=h+P. 

Wir erhalten daher dasselbe Resultat, wenn wir oben w—! anstatt 
nach w? nach h? differenziren; und da h fiir den Kreis constant ist, 
kénnen wir vor dem Integralzeichen differenziren. Es wird daher 


_~2 a" [am, 
2 (dnt u 


So ist die Kyiftefunction auf das Potential zuriickgetiihrt. Aus der 
Formel (6) fiir das letztere ergibt sich nun 


qt > ds 
14 wn OC aa , 
“ vaste ra, s(s+1)! 


Mit Riicksicht auf die Differentiation nach h? schreiben wir hier 

wu = V&s(s+1) — sr? — (s+) h?. 
Sei zuniichst q = 2, also die Potenz der Anziehung die vierte, so ist 
nur eine einmalige Differentiation des Integrals in (14) noéthig. Da 
h? in s, enthalten ist, muss man erst iiber die untere Grenze, dann 
unter dem Integralzeichen differenziren. Der erste Theil fallt weg, 


weil « fiir s = s, verschwindet; es bleibt, da hier C = — > ist: 


so ist 
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2° ds 
fr: nae 


Denken wir uns hier durch die Formeln (8) die Grésse & eingefiihrt, 
so erhalt man durch Summation nach derselben die Kriftefunction “des 


Ellipsoids : 
"= Se eV is 
oder nach der in III. angegebenen Umkehr der Integrationenfolge : 
2 . ds ae 
es sf sVs+1, Se u 
. = s pé—n). 
Je 75 [8 Fe | 
Zwischen den Grenzen §, und & hat dieses Integral den Werth 2; 
daraus folgt : 
22 he _ds , 
wat ka BS ot 
6 


aus den Formeln (11) und (12) und der Substitution b?s =r ergibt 
sich schliesslich: 


U = 2 abdex [- ae bids 
3 t V(at+r) (b?+- r) (c?+-r) 





Es ist: 








In (14) kénnen wir die iibrigen Differentiationen nicht in gleicher 
Weise, wie die erste, ausfiihren. & ist aber: 


anon $ = it 
Vs+1 —/re . ‘sti Honaes ’ 
Setzt man nun: 


ib an at, 
s + 1 
so geht die Formel (14) iiber in: 


C ai—* dv 
(ary fr —h® vo + es? ? 


wobei s? als Function von v zu betrachten ist. 


Differenzirt man hier einmal, so fallt der Theil, bei welchem iiber 
die untere Grenze integrirt ist, weg. Bei der Differentiation unter 
dem Integralzeichen erhilt man dasselbe Resultat, wenn man anstatt 
nach h? nach v differenzirt und dabei das Vorzeichen umkehrt. Also ist: 


roy, 
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J ee dVo—t# dv 
sienna g (dhe)? fit “do Ute 


Nach einer Integration durch Theile, bei welcher der vom Integral- 
zeichen freie Theil rn geht dieser Ausdruck iiber in: 


V=C e-* Vi 1 ) l 
(dt)? - = ee + (tae rast 


Auf diese Weise te man auch die iibrigen Differentiationen aus- 
tiihren, uud so ergibt sich bei der letzten -ohne die theilweise Inte- 


gration: 
ie. 7 a OF Quits ay 
2] Vo—h (avy (sree) 
i? 
Bezeichnet man den gq — 2'" Differentialquotienten von TRF 


mit #’(v), und denkt man sich dann iiberall wieder v durch s ersetzt, 
so nimmt die Kraftefunction die Gestalt an: 


v= — <I Fas. 
2 wu 


So 


Wird hier nun die Grosse § eingefiihrt und nach derselben summirt, 
so erhiilt man als Kriftefunction des Ellipsoids: 


ee k fags Pee ds, 


oder nach Umkehr der Integrationenfolge: 


. kf ds {7 eb_ lé 
6 & 


VI. 


Ist die Potenz der Anziehung eine ungerade und zwar vorerst die 
dritte, so suchen wir wieder die Kriiftefunction: 





T iw hae am 
u 
zunichst fiir den Kreis zu ae...§ 
Die Gréssen £, h, r, 9 sollen ihre friihere Bedeutung beibehalten 


und die Entfernung eines Punktes der Kreisfliche M, vom Mittelpunkte 
O sei OM, =1. Dann ist: 


= MMi =i? +r? +2 — 2rleos (rl). 











284 H. Ziiex. 






Bezeichnen wir / (rl) mit w und erinnern uns, dass h?-+-r?= 9? 
ist, so kénnen wir die Kraftefunction schreiben 


f oa 
1 dw 
i s ftarf e + 2 — 2rlcosw 
0 0 


oder nach Ausfiihrung einer Integration*) 


V=z Se 
Vie +e? — 4ri2 
und daraus erhilt man: 

Vox = Ig R 
worin R eine Function von der Beschaffenheit, dass R — 1 die posi- 
tive Wurzel der Gleichung: 
(15) ¢? — (0? — &) (R—1) —h? (R—-1)? =0 
ist. Fiihrt man hier die Grésse — durch die bekannten Relationen (8) 
ein und summirt dann nach &, so erhalt man als Kriaftefunction des 


Ellipsoids: 


a 


Bes +k flghag. 


—a@ 


Kine Integration durch Theile ergiebt: 


San [f48163] - a fats Ig K 


Fir § =-+ «a, wo €=0 ist, wird R=—1. Der vom Integral- 
zeichen freie Theil fallt daher weg. Im andern fiihren wir eine neue 
Grosse s fiir § ein dergestalt, dass R — 1 = - ist. Die aus Formel 
(15) sich ergebende Substitutionsformel lautet dann: 

(16) ¢s(s+-1) — se? —hW? = 0; 

die linke Seite ist unsere mit uw? bezeichnete Function, Wir wissen 
nun aus der friiheren Discussion der Gleichung u? = 0, dass, wihrend 
— von —« bis + « wiichst, s von oo bis zu einem gewissen Werth 6 


abnimmt und von da wieder bis in’s Unendliche wiichst. Ferner sind 
die zu demselben s gehérigen beiden Werthe von &: 


“ n —,/mp + n? 
Bae Pp Ss 


He 














ist, so geht die Formel iiber in: 


— ty 





*) Diese Integrationen sind dieselben, welche auch zur Ableitung des Kreis- 
potentials dienen. 
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o 
ee Vp + Yorke ds 
_ sn f(4- a ) fat F if[s 7 | 8(s-+-1) 
und daraus folgt: 


sp (s-+1) 


Mit Hiilfe aber der Formeln (11), (12) und (13) und der Substitution 
b?s =r erhiilt man U in der Form 





= if VEE ae, 


a ea ee sit: 
<a fs er +s + Ct Vr Viat+r)(+2)(e +1) 


Fiir noch hédhere ungerade Potenzen schreiben wir die Kriifte- 
function des Kreises zuerst wieder in der allgemeinen Form 


1 dm 
Fue Lf 2q ° 


— | 1-2-3---- —1 
*__{( ! ) = (-1)" ———>. ii 


(dp?)?-* \ oe af 
und setzt man 


1 1 
ee Y setciac haa 








Es ist 


so geht obiger Ausdruck fiir V iiber in 


K ai—" 1 


Wie friiher (Abschn. V.) erhalt man auch hier dasselbe Résultat, 
wenn man anstatt nach gw? nach h? differenzirt und findet dann in 


iihnlicher Weise 
V=K qi—? ( 1 sm.) . 
(anzy?—* \2 wu 


Lf = igh 

a—*| ~ 

Pu 22 See 
2 (dh?) 


Ks ist aber 


und daher 


Denkt man sich die Differentiation ausgefiihrt, so kann man nach 
der Grésse § summiren und erhilt als Kriftefunction des Ellipsoids 


ss wa fe Wek 4 
(dh?) ‘ 












ee 


a 


SS 


== 


Se 
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Fiir den speciellen Fall g=2, wenn also die Anziehung nach der 
fiinften Potenz der Entfernung wirkt, hat man in der letzten Formel 


nur einmal zu differenziren. Es ist hierbei K — — = und es wird 


ae 3S waite 7 alah 


Wir fiihren hier wieder durch die Substitution (16) fiir & die 
Grosse s ein. Um d& durch ds zu ersetzen, muss man u*? = 0 total 
differenziren. Mit Beachtung der beiden Formen, in denen wu? ge- 
schrieben wurde, erhilt man 

2 (n—p8)dé + (26s +2—e%)ds =—0, 
und die Function unter dem Integralzeichen wird schliesslich 
Pe ao. 
2s(p&—n) 
p§—n=+ /mp+n', 
und fiir die negativen Werthe ist von oo bis zu einem Werthe o, fiir 
die positiven von 6 bis oo zu integriren. Also ist: 


ni See 
ite . J 2s Vmp + n® +f opees 


Es ist aber 


folglich : 


_ 2 a a 
U=k *{ sVmp + n® ‘ 


oder nach bekannter Umformung 


y—oren dc 
Sve Tyr 2? Via?+ 1) ( Lb? +e aa 
a — ete e+rt 
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Lettre de M. Ch. Hermite & M. P. Gordan. 


M’étant occupé comme vous le savez des fractions continues algé- 
briques, j’y ai rattaché comme il suit la relation importante découverte 
par Jacobi, & savoir: 





D*—" (1—a?)*-? = (—1)*"' 3 — 2n—1 sin [n are cos 2]. 


Je remarque que le développement de |’expression: (x2 —1)*-*, suivant 
les puissances décroissantes de la variable, se composera d'une partie 
entiere de degré 2n — 1, et d'une série infinie de la forme: 


re a’ a” 
ses ae oe eS 
de sorte qu’on peut écrire: 
D’ (a? —1)*-* = P+ Po + a a iad 


P étant un polyndme de degré n— 1. Or les dérivées successives de 
(a?—1)"—!, montrent facilement qu’on a: 
P (gt — 17-4 oe __ 
D, (2? 1) ce Vat —1 , 
ou TT est une fonction entiére de degré n, et ce résultat rapproché du 
précédent, donne la relation 
TT 


Qa ant + pre to: 





qui pronve que 7" est la n° réduite du développement en fraction con- 


tinue de ——'——-- Mais on sait que les deux termes de cette réduite, 


Vat —1 
sont & un facteur constant prés: 
sin [” arc cos x] 
P =— - — >? 
Vi-2x 


TT = cos [ are cos 2], 


c'est méme une conséquence immédiate, de ce qu’en faisant: 
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(24+ fei" —1+ Py#—1 
on en déduit: 
(@@—Y#—1f"=1— PY#—1 =, +-- 
d’ou: m 
: : ony hae ae 
eee erst get 


Posons done en désignant par N un facteur constant: 





(2 "4 __ py 208 [mare cos x) 
D"; (a? — 1) N wot 


ou encore: 


Dz(1—ary-4 = (yw ele meemee 





on en ténu en intégrant: 
- i. a2)"—4 _ (—1)""'N sin [n ae cos x] +. 


C’est la relation découverte par Jacobi, et il ne reste plus qu’a dé- 
terminer les constantes N et C. La premiére s’obtient en égalant les 
termes en 2"~—! dans l’équation: 
n __ 4-4 _ cos [marc cos x] , 
D, (x? 1) =N Vat — 1 ? 
ayant en effet: cos | are cos 7] = 2"—!a4" + .--, on en conclut: 
2-1 N = (2n—1) (2n—2)---n, 
done: 
n(n-+1) +--+ (2n—1) 
ia on—t 
-8--- Ga—f) 
egg 9. gr" 
+3 +--+ (2n—1) 
+4 +++ 2n—2 
5 +--+ (2n—1). 


Et quant & la seconde, elle est évidemment nulle, le premier membre, 
s’évanouissant pour z= 1, ainsi que sin [” are cos 2}. 


1- 
1- 
1 . 


gp ro|to 19/0 


=F 





we 





Ueber v. Staudt’s Rechnung mit Wirfen und verwandte 
Processe. 


Von Ernst Scuréper in Darmstadt. 


‘Seit ein paar Jahren beschiftige ich mich damit, die formalen 
Beziehungen einfachster Art, welche zwischen einer Operation und 
deren Umkehrungen bestehend gedacht werden kénnen, in ihrer logi- 
schen Abhiingigkeit von einander zu untersuchen, und habe ich bei 
einem friiheren Anlasse schon eine vorliufige Mittheilung*) iiber Er- 
gebnisse dieser Untersuchungen gemacht. Einer systematischen Dar- 
stellung, wie ich sie nun bald zu verwirklichen hoffe, soll indessen 
durch den vorliegenden Aufsatz noch in gewissem Sinne vorgearbeitet 
werden, insoferne nimlich einiges Material darin ausgebildet wird, auf 
welches ich wiinschen muss mich beziehen zu kénnen als auf ein an- 
schauliches Beispiel oder einen Beleg dafiir, welcher interessanten Art 
des realen Inhaltes die von mir betrachteten abstracten Operationen 
fiihig sein werden. Im Hinblick auf diesen speciellen Zweck erschien 
es allerdings néthig, in die Darstellung auch einige Betrachtungen, 
die an sich bekannt sind, zu verflechten. 

Als durch die anregende Arbeit des Herrn Liiroth**) mit dér 
Theorie der Wiirfe mir ein wesentlicher Theil der v. Staudt’schen 
Betrachtungsweisen niiher geriickt wurde, legte ich mir die Frage vor, 
welche analytischen Beziehungen wohl den geometrischen Constructio- 
nen jenes Calculs zu Grunde liegen, resp. in welcher Weise die hierauf 
beziiglichen 1. c. synthetisch***) hergeleiteten Ergebnisse sich auch 
durch rein analytische Methoden deduciren lassen moéchten. 


*) Ueber die formalen Elemente der absoluten Algebra, Stuttgart, Schweizer- 
bart, 1874. 
**) Ueber das Imaginiire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen, 


Géttinger Nachr, 1873, S. 767 sqq., und ausfiihrlicher diese Annalen Bd. VIII, 
8. 145-214, 


***) Ebenso auch in dem seitdem erschienenen Aufsatze des Herrn Sturm 
iiber die v. Staudt’schen Wiirfe, diese Annalen Bd. IX, p. 333—346. 


Mathematische Annalen. X. 19 
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Die Multiplication und die Addition der Wiirfe nebst deren in- 
versen Operationen, welche in den citirten Abhandlungen unter dem 
Gesichtspunkt der Associativitiit, Commutativitét und des distributiven 
Zusammenhanges immer blos als geometrische Operationen betrachtet 
werden, miissen analog, wenn man sie als arithmetische Operationen 
an dem Parameter ¢ der unicursalen Curven auffasst, auch ein analy- 
tisches Beispiel fiir einen den vier Species entsprechenden Operations- 
kreis liefern. Derjenige Parameter, welcher dem v. Staudt’schen 
(symbolischen) Producte,. resp. der Summe, zweier Wurfpunkte ent- 
spricht, ist in der That eine gewisse bilineare Function (15) von den 
Parametern dieser Operationsglieder, eine Function sogar, die durch 
lineare Transformation geradezu auf das arithmetische Product, resp. 
auf die arithmetische Summe selbst, zuriickgefiihrt werden kann. 

Mit der Lieferung der hierauf beziiglichen Nachweise, und dann 
auch mit der Ausdehnung der dabei in Verwendung kommenden De- 
terminantensiitze auf beliebig viele Dimensionen, beschiiftigt sich nun 
der erste Theil meiner Arbeit. 

Der zweite, mit § 8: beginnende Theil derselben ist dagegen dem 
Zusammenhange und Analogieen gewidmet, welche zwischen den bis- 
herigen und meinen eingangs erwiihnten Untersuchungen zu Tage 
treten, und wird erst in Verbindung mit den letzteren vollends zu be- 
urtheilen sein. 

Ich werde bei der Darlegung von der Vorstellung reeller (,,neu- 
traler“) Wiirfe einer krummen Punktreihe (eines Kegelschnittes) aus- 
gehen, wenngleich den in Betracht gezogenen Zahlen natiirlich ebenso- 
gut auch beliebige complexe Werthe beigelegt und diesen — in Gestalt 


von mit einem ,Sinn“ begabten Involutionen — ein anderweitiges 
reales Substrat untergelegt werden kénnte. 
$1, 


Man denke sich den (bei Ausschluss eines Geradenpaares) belie- 
bigen Kegelschnitt als ,wnicursale“ Curve dargestellt, dadurch, dass 


fiir einen beliebigen Punkt - ; 4 desselben die homogenen Coordinaten 


gegeben sind als rationale Functionen zweiten Grades von einem Para- 
meter ¢ vermittelst der Gleichungen: 
z= A(t) =—a,+a,t+ 4,?, 
(1) : y= BO =—8,+ 6t+ B#, 
2=CO=—=yt+nt+ re, 
Die Zahlenwerthe von ¢ und die Punkte der Curve werden alsdann 


in bekannter Weise einander eindeutig entsprechen, und mdgen dem- 
nach auch immer iibereinstimmend bezeichnet werden. 











)- 
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Wenn nun so die Zahlzeichen ¢,, ¢, und ¢,, drei feste ein fiir alle- 
mal beliebig gewihlte ,Grundpunkte“ vorstellen, so werden wir in 
Gestalt der Zusammenstellung ¢,, ¢,, t.., ¢ — oder, da die drei ersten 
Punkte stets als dieselben gedacht werden sollen, kiirzer in Gestalt 
von ¢ selbst — einen v. Staudt’schen Punktwurf vor uns haben. 


Die dem v. Staudt’schen ,, Producte“ zweier beliebigen Punkt- — 
wiirfe ¢, und ¢, zugehérige Zahl will ich mit ¢,, oder 


(2) t, == ta (><) t 
in der That als ein symbolisches Product bezeichnen. 


Die geometrische Construction dieses Productes ist dann einfach 


ausgesprochen durch die Forderung, dass die Verbindungsgeraden der 
drei Punktepaare: 


(3) t und ¢t,; t undé; ¢, und é, 


sich in einem Punkte schneiden sollen, dass also das Sechseck dieser 
6 Punkte zugleich ein Pascal’sches und ein Brianchon’sches sei 
— wenn auch das letztere in Bezug 
auf einen andern als den hier zu 
Grunde liegenden Kegelschnitt. 
Die v. Staudt’sche , Summe“ 
der beiden Punktwiirfe ¢, und & 
werde entsprechend durch f+, 
oder ¢,(+-)t, dargestellt. Die sym- 
bolische Addition, welche uns die- 
selbe liefert, lésst sich als specieller 
Fall der vorerwihnten Multiplica- t 
tion behandeln; sie wird aus dieser rad 
erhalten durch eine Abinderung der Grundpunkte, indem man nim- 
lich erst ¢, in ¢,, tibergehen lisst (wodurch die Verbindungslinie zu 
der |. ec. S. 189 erwihnten Tangente wird) und hernach ¢, durch ¢, 
ersetzt. 





Es geniigt daher, wenn wir nur fiir die Multiplication die Auf- 
gabe lésen, zuniichst ¢, durch ¢, und ¢, analytisch auszudriicken. 


§ 2. 
Mit Riicksicht auf (1) ist in den laufenden Coordinaten os + 
die Gleichung der Verbindungsgeraden von ¢, und ¢,: 
roe eee 
(4) A (ta) ; Bt.) , C(t) =0, 
/A(b), Blt), Clb) | 


19* 
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Es ist nun bemerkenswerth, dass diese Gleichung, welche in der 
zweiten und dritten Zeile der Determinante lauter Elemente von so 
complicirtem Bau wie die Ausdriicke (1) enthilt, sich durch Ordnungs- 
erhéhung (,,Riandern“) und Unterdriickung eines I'actors auf die weit 
einfachere Gestalt bringen lisst: 


| sa, ae 

1, &, Bo, Y2 

| —ta—tr, @, By, y, 
tat, , M, By, % 


(5)e, b 


== (). 


Multiplicirt man niimlich die hier zur Linken stehende Determi- 
nante colonnenweise mit der folgenden: 


, 6,4, .% 
a 
+ oe ee 
s;-t,. 8 


(6) 


? 


welche den Werth ¢, —?¢, besitzt, so ergiebt sich eine Determinante 
vierter Ordnung, welche aus dem Schema von (4) mit links davor- 
gesetzten Nullen und der darunter geschriebenen Zeile —1, — a,, 
— B,, — y, besteht, welche also durch Ordnungserniedrigung auf die 
Determinante (4) selbst ganz unmittelbar hinausliiuft. (Vergleiche 
hierzu den Schluss des § 6.) 

In entsprechender Weise wird sich nun die Gleichung (5)o,,, der 
Verbindungslinie von ¢, und ¢,,, desgleichen die (5),,, der Verbindungs- 
linie von ¢, und ¢, darstellen, nimlich aus (5),,, hervorgehen, indem 
wir die Indices a und b von ¢ einfach durch 0 und oo resp. ! und ¢ 
ersetzen. Sollen dann die drei Verbindungslinien sich in einem Punkte 
schneiden, so muss es ein System von Werthen X, Y, Z geben, fiir 
welches die drei Gleichungen 


(7) (5)a,o, (5)o,. und (5). 

gleichzeitig erfiillt werden, und handelt es sich demnach darum, dieses 
x 4 _ 
ZZ des Schnitt- 


punktes unserer drei Verbindungslinien — aus diesen drei Gleichungen 
zu eliminiren. 


Werthsystem — oder also die beiden Coordinaten 


§ 3. 

Durch einen Kunstgriff, welcher dem in der Determinantenlehre 

bei den adjungirten Systemen gebrauchten ihnlich ist, ergiebt sich die 
gesuchte Eliminationsresultante sogleich in der einfachen Zerlegung: 
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(8) D'-6 =0, 
wo 

| Gy, Boy Py litt, tt 
(9) D=j\«,, 6,7, und O=/ 1, Att, tats 





| a, By, Yo | i to+ to, tot 
bedeutet. 


Wird niimlich die Determinante in (5)... mt D®*(X, Y, Z) be- 
zeichnet, und D, —- D®’, Dy", — D*’ deren Unterdeterminanten 
nach den Elementen der ersten Zeile genannt, so kénnen wir die Glei- 
chungen (7) bequem nach den Elementen der ersten Zeile geordnet 


hinschreiben, und muss die Determinante dieser drei homogenen Glei- 
chungen verschwinden, d. h, es muss: 
| ya, b a, b a,b | 
| De, Dz’, Dy; ie 
0, a 0, 2 » @ 
(10) | D. ’ D; ? | = 0 
i,¢ l,c : c 
| a D; , ‘ 
sein. 
Wenn man aber die Entwickelung der aus’ (5),,, abzulesenden 
5 ’ 
Determinanten 
»o 6 ,b 
D%* (05, Boy 2), D%*(e,, By, 74), DY? (09, By, Yo) 


nach den Elementen ihrer ersten Zeile je vergleicht mit ihrer Ent- 
wickelung nach den Elementen ihrer ersten Colonne, so ergeben sich 
die Relationen: 


«, Di’ + B, Dy’ + ¥2Dy?= —1-D, 
(11) a, De’ + B, De’ + 9, De’ = (tah) -D 

a Di’ + By De’ + wy Dy'’=— tat + D, 
und entsprechend fiir die Indices 0, co und 1, ¢ statt a, b. 


Wird mit Riicksicht auf diese Relationen die Determinante (10) 
mit dem Ausdruck (9) von D zeilenweise multiplicirt, so entsteht die 
Gleichung: 

—~)-D, @&+a eee 
—1-D, (t.+4,)D, —t.tD|=0, 
—1-D, (4+t4)D, —thtD 


deren linke Seite auf D*- © hinauskommt. Die Determinante (10) ist 
daher in der That = D?-© und damit die Richtigkeit des angegebenen 
Eliminationsergebnisses (8) dargethan. 
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Wofern also nur D von 0 verschieden ist, d. h. wofern nur der 
Kegelschnitt nicht etwa in eine Gerade*) degenerirt, kommt darnach 
unser Eliminationsergebniss auf 


(12) 0=—0 
selbst hinaus und bringt so den geometrisch anderweitig leicht nach- 
zuweisenden Umstand zum Ausdruck, dass die drei Punktepaare (3) 
in einer Involution in Bezug auf den Kegelschnitt liegen. 

In Betreff einer noch moderneren Deduction des Eliminationsresul- 
tates (12) vergleiche man § 7. 


§ 4. 
Aus der Gleichung (12), die sich — nebenbei gesagt — auch auf 
die bemerkenswerthe Form bringen lisst: 
t+ ty , 1 , 0 
t,? ? ty ? 1 =0, 


| th(6.+-%)—6.644), &h—t&, 6+6—t.—6 | 
kénnen wir nun é, als Function von ¢, und ¢ berechnen, und finden: 
1, si 0, —l1, —4¢, 
(13) tf=|1, ath, fab|:)1, ath, ab |, 
aOR GLI 18, 046, 44 
oder eleganter: 
4S SG 
(14) ta(><)to = ty, ba, by | 
iin tO t. a, & 
und vollig entwickelt: 





ta ty (t) — ta — ty) + (t,+#,) taty — totyto 


(15) ta (><) ty = —t,t,+ +t, t, —tt, —ttottat 


Das symbolische Product zweier Zahlen ist darnach eine bilineare 
gebrochene Function der beiden Factoren. Die Commutativitdt dieser 
Operation ist aus der Symmetrie des Ausdruckes beziiglich ¢, und 6, 
ohne Weiteres ersichtlich. Es wird daher auch nur eine inverse Opera- 
tion zu jener geben, und kénnen wir in entsprechender Weise den 
von ihr resultirenden Ausdruck symbolisch als einen Quotienten an- 
schreiben — zur Unterscheidung von dem ,eigentlichen“ Quotienten 
nur mit eingeklammertem Divisionszeichen. Indem man die Gleichung 


*) Das Geradenpaar ist von allen Curven zweiten Grades die einzige nicht 
unicursale, 
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t. (-)t,—=#, nach ¢, auflést und hernach ¢ durch a ersetzt, findet man 
als das zu (14) inverse Operationsergebniss : 


; ‘. &ct 7 
(16) Go| toy lay to | 2 | 1, tay te | = ta) be 
.. he Fe 


Nach dem in § 1. Gesagten ergibt sich die zu der symbolischen 
Multiplication (14) gehdrende symbolische Addition nun ohne Weiteres: 


to, ta, be 1, &, bh 
(17) ta(4+-)ty == | ta, be, toi: | 1, tay t 
Res Seo & 5, & & 

(ty —2tn) tat, to® (t,+t,)— tote? 

tt tlt, +t,) + tao? — 2 tober 


als ein Specialfall von jener. Desgleichen hat man fiir die symbolische 
Subtraction: 





|to, ta, & 1, Hy te 
(18) ta(—)te = | fn, tay bo | 2 | 1, tor be 
&, & & 14,% 
Dass diese beiden directen Operationen (14) und (17) in der That 
auch associativ sind, niimlich den Gesetzen: 
ta (><) {t, (><) te} = {ta (><) tof (><) te, 
und desgleichen fiir das (+-)-Zeichen, bei beliebig gegebenen ¢,, 4, ¢., 


fiir sich Geniige leisten, und ferner, dass sie miteinander wirklich in 
dem etwa durch die Gleichung: 





{ta (+) tof (><) to {ta (><) tof (AH) {to (><) bof 
ausgedriickten distributiven Zusammenhang stehen — dieses auf Grund 
der Ausdriicke (14) und (17) nachzuweisen wire nunmehr allerdings 
blos eine Rechenaufgabe der allerelementarsten Art; doch wiirde sich 
die Durehfiihrung der Rechnung immerhin noch sehr umstindlich ge- 
stalten. 


§ 5. 
Ich ziehe vor, statt dessen den folgenden Weg einzuschlagen. 
In der Gleichung (1) des Kegelschnitts kann man statt ¢ einen 
neuen Parameter rt eiufiihren durch die linear gebrochene Substitution: 


(19) t == (ty — ty) too t ++ ty (ty — ten ) 


(to— 4) t+ ty) — to ' 
die so gewihlt ist, dass den Werthen ¢,, ¢,, ¢,, des alten Parameters die: 





t=0, t1 <1, t,o 
des neuen entsprechen. 
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Umgekehrt wird dann: 


ait «<S-S 
(20) heen >< se 





das Doppelverhdltniss vorstellen, welches vier von irgend einem Punkte 
des Kegelschnitts aus nach den Punkten ¢,, ¢,, ¢,, ¢ hin gezogenen 
Strahlen zukommt. 

[Obwohl dies anderweitig bekannt ist, will ich doch in Kiirze zeigen, 
wie leicht sich der Beweis dieser Behauptung mit Hiilfe der in der 
Form (5). geschriebenen Gleichung der Verbindungslinie zweier Punkte 
fiihren lisst. 

Bezeichnen wir in der That mit f(é,,¢,) die linke Seite dieser 
Gleichung, so sind: 


f= (T, &)=9, =f (T, 4) =9, fo=f (7, t.)=0 und f= (T, )=0 


die Gleichungen der 4 Strahlen, welche aus einem beliebigen fiinften 
Punkt 7 des Kegelschnitts nach den schon mehrfach erwahnten vier 
Punkten hingezogen sind. Hier muss nun sein: 


f=eft+4h, fh=whtak 


und da die drei Determinanten f (resp. f,), fy und f, sich nur durch 
ihre erste Colonne unterscheiden, so kann man die nimliche lineare 
Relation zwischen den correspondirenden Elementen ihrer ersten Co- 
lonne ansetzen. Dies giebt fiir w und 4 vier Gleichungen, die sich unter 
Wegfall von 7 auf die beiden: w+ 24—1 und wt, + At, =—¢t redu- 
ciren, wonach denn 


mf, — 
# = ty — to ’ A _ to aes to 

gefunden ist, also: 

1 t—t 

e t—te 
und entsprechend: 

a. a 

H 8390 — bn 
Hieraus fliesst’ aber fiir das Doppelverhiltniss: 

:*/* 

—*— as £ 

e Fs 


genau der in (20) angegebene Werth, durch dessen Unabhiingigkeit 
von 7’ sich zugleich die charakteristische Eigenschaft der Kegelschnitte 
fiir die unicursalen Curven zweiten Grades bewiesen findet. | 

Bilden wir durch Eimsetzung des in ¢, und ¢, linearen Ausdruckes 
(14) von ¢, zuniichst den Quotienten: 


ty —t, ink to —t, ty —t, 


tot, t&— to—t, to—t, 
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und bezeichnen mit t, = ta, = Ta (-) % den ¢, zugehdrigen Werth von 1, 
so erkennt man augeublicklich, dass: 
(21) Ta (+) T) = Ta T, 
hier also das symbolische Product mit dem wirklichen identisch wird. 
Was die symbolische Addition betrifft, so kann deren Ergebniss 
in Bezug auf die t aus dem eben fiir die Multiplication gewonnenen 
keineswegs wieder als Specialfall (durch den Process der Ersetzung 
von ¢, durch ¢,,, hierauf von ¢, durch ¢,) abgeleitet werden, weil die 
hierzu erforderliche Abanderung der Grundpunkte nur einseitig — in 
der Basis, dem Substrat, (14) der Substitution, nicht aber in der Sub- 
stitution (19) oder (20) selbst — vorzunehmen ist. Daher haben wir 
fiir diesen Iall auf.Grund der alsdann fiir f+, geltenden Formel (17) 
die Rechnung von neuem zu machen, und finden: 


to—te4, to —ty 4 
to— tas Kad to —t, 


& —é, 
to—t, ’ 





und darnach : 

(22) Tato = Ta + T%, 

d. h. auch die symbolische Summe ist dann ecinerlet mit der wirklichen, 
gewohnlichen. 

Fiir die t braucht darnach die Associativitit der beiden Operatio- 
nen, sowie ihr distributiver Zusammenhang nicht mehr besonders nach- 
gewiesen zu werden; nur wird man noch zu zeigen haben, dass diese 
Kigeuschaften von den t auf die ¢ — gewissermassen von dem Doppel- 
verhiltniss selbst auf ein Element desselben — sich iibertragen. 


Nach (19) ist nun ¢ eine eindeutige Function von t: 


; t= g(t), 
somit: 


ta (be) = @ {tawe} ? tas) c —_ > {tase} ° 
Da aber: 


Ta(bc) = Ta * TH* Te == Tease, 


so folgt auch: fai) = tase, und ist die Operation mit den ¢ als eine 
associative erwiesen. Aehnliches gilt fiir die Addition. In derselben 
Weise folgt endlich aus: 


tate = P{taotof =P {ta(to+t%)} = Y (Tato + Tate) = 
= @ (Tas+ Tac) om ® (Tas+ac) —_— lartac 


der distributive Zusammenhang zwischen den beiden Operationen. 


§ 6. 
Obwohl mit dem Vorangegangenen die Aufgabe, die wir uns haupt- 
sichlich gestellt, erledigt ist, scheint es mir doch nicht iberfliissig 
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noch hervorzuheben, dass die in den Paragraphen 2. uid 3, zu Tage 
getretenen Determinanteneigenschaften auch entsprechend gebauten 
Determinanten von beliebig hoher Ordnung zukommen, und dann fiir 
unicursale Mannigfaltigkeiten in Ritumen von mehr als zwei Dimen- 
sionen einer analogen Deutung fahig sind. 


Sind nimlich in einer Mannigfaltigkeit von » Dimensionen: 


x, Ly Lp 


&’ Xo? Xo 


die Coordinaten eines variabeln Punktes, so bestimmt die fiir a = 0, 
1, 2, --- » getroffene Festsetzung: 


b=n 
(23) tg = Ag(t)—= J tg, ot? 
6=0 


eine unicursale Maunigfaltigkeit von einer Dimension und vom »'™ 
Grade. 

Stellen weiter ¢,, ¢,, --- ¢, irgend welche » Punkte dieser letzte- 
ren vor, so erscheint die Gleichung der sie verbindenden linearen Man- 
nigfaltigkeit von »— 1 Dimensionen (,,—1- Ebene“) zuniichst bekannt- 
lich in der Gestalt: 


X, ? Xx, pee Xn | 
(24) ® a | Alli)» Ai (i), +++ An (h) 


Ay(tn), A, (tn), mre A, (tn) | 


und es wird nun der erste unserer. Determinantensitze aussagen, dass, 
wenn unter A das Differenzenproduct: 


= () 





(25) A = (t,—4) (&—#,) +>: (&—&), 
+ (t; —t,) ++ ++ (tr—t), 
Se 4 wd ks ke 


verstanden wird, diese Gleichung sich auch auf die Form bringen lisst: 


| O, mH, » HX %,°°* Xe 
1, Gn 5 On 4» °°* Onn 
einen +: C;; G0, n—1)» %i,n—1y ** * On, n—1 
(26) (—1) ? ; 2 = Cy, G0, n—2, %1,n-2) *** On ng an, 





ec e246 6 © 6 68 B&O EHD COO S&S © 
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worin C, fiir r=1, 2,---m die Summe der Combinationen ohne 
Wiederholung zur r' Classe aus den Elementen ¢,, ¢,,---t, bedeutet 
(diese Combinationen als Producte aufgefasst), mit andern Worten die 
(von Gauss so genannten) ,grundsymmetrischen“ Functionen der 
Wurzeln oder die Coefficienten der nach Potenzen von ¢ geordneten 
Gleichung: * 

(27) (t—t,) ((—t) --- (—t,) = @—C,@-14 6-2 —..-4+.(-1)"0,=0. 

Fiir diesen Satz sind mir zwei Beweise bekannt, und will ich auf 
dieselben etwas naher eingehen. 

Es ist einerseits méglich, die Gleichung (24) ganz direct — durch 
ylineale Aenderung* — in die Form (26) iiberzufiihren, nimlich nach 
dem Satze*), dass die Determinante ungeindert bleibt, wenn man die 
Elemente einer Reihe vermehrt um die mit beliebigen aber durchweg 
denselben Factoren multiplicirten correspondirenden Elemente paralleler 
Reihen — und zwar in folgender theoretisch wohl nicht uninteressan- 
ten Weise. 

Man lasse die Anfangszeile in dem Schema (24) immerfort ganz 
unverindert stehen; die folgenden Zeilen numerire man etwa mit (1),, 
(2),, (3), +++ (),, und vermindere alle unterhalb (1), stehenden Zei- 
len um (1),; diese letzteren werden sich dann beziiglich durch ¢,—1t,, 
t,—t,,++-+t,—#, dividiren lassen, und sollen sie nach vollzogener Di- 
vision mit (2)., (3), +++ (),. numerirt werden, Wenn wir nun ebenso 
die unter (2), stehenden Zeilen um (2), vermindern, so lassen diese 
beziiglich durch ¢,—-¢,,---+t,—#, sich kiirzen und mégen (3),, --+ (m); 
die Zeilen genannt werden, in welche sie dadurch iibergehen. Fahrt 
man in dieser Weise fort, bis die vorletzte Zeile von der letzten abgezogen, 
letztere alsdann durch ¢, — ¢,—, dividirt, somit in (n), tibergefiihrt ist, 
so wird D im Ganzen durch A dividirt sein, und sind (1),, (2),, «++ ()n 
die unter der Anfangszeile stehenden Zeilen dieser Determinante ge- 
worden. 

In einer jeden von diesen Zeilen haben alle Elemente vollig glei- 
chen Bau; sie unterscheiden sich allein durch den ersten Index der 
in ihnen auftretenden a Coefficienten. Daher geniigt es, wenn wir 
von diesem Index vorliufig ganz absehen und nur eine einzige Co- 
lonne ins Auge fassen —- eine Bemerkung, durch die man sich schon 
das Verfolgen der bis hierher ausgefiihrten Operationen sehr erleichtern 
konnte. 


*) Gewiss ist zu wiinschen, dass man fiir ein so hiufig zur Umformung von 
Determinanten angewendetes und nur so umstindlich citirbares Verfahren einen 
kurzen Namen besitze. Da meines Wissens kein Name dafiir iiblich ist, erlaube 
ich mir die obige von Hermann Grassmann in einem wesentlich verwandten 
Sinne gebrauchte Bezeichnungsweise vorzuschlagen. 
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Durch diese Operationen wird nun in der gedachten Colonne un- 
fehlbar: 


On—1 + On(t, $e, ++ +++ th) = o_-1+ @,C, 


das Element (n), der letzten Zeile geworden sein. Die vorletzte Zeile 
(nm —1),—1 enthiilt die Coefficienten «,~2, @,—1, @, und kann man aus 
ihr «,—, durch lineale Aenderung, d. h. dadurch eliminiren, dass man 
die mit einem geeigneten (und nur die ¢ enthaltenden) Factor multi- 
plicirte Zeile (n), von ihr abzieht; sie mége dann als (mn — 1), numerirt 
werden und sie wird heissen: @,—2 — &,C,. 


Fahrt man so fort, successive aus jeder Zeile (n—2),_2, «++ (2),, (1), 
je mit Hiilfe der auf sie folgenden Zeilen alle die Coefficienten @ zu 
eliminiren, welche zwischen dem héchsten und dem niedersten in ihr 
vorkommenden « liegen, so erweist sich fortwihrend dasselbe Gesetz 
bestiitigt, und die Elemente der aufeinanderfolgenden Zeilen in der 
gedachten Colonne werden einfach 


in (1), 2% -+ (—1)"-'@,C,, in (2)_: a, + (—1)"—*a, G1, 


-+++in (W—1),: @,-2 — a, Cy, in ()n 2 @n-1 + @,C,. 


Der genaue Nachweis, dass dies allgemein so sein muss, wiirde sich 
wegen der Schwerfilligkeit der Summenzeichen fiir ein ganz unbe- 
stimmtes. » nur umstindlich darstellen lassen, weshalb ich (obwohl ich 
ihn auch in seiner Allgemeinheit auf diesem Wege leistete) an dieser 
Stelle von der Mittheilung desselben Abstand nehmen will. Dagegen 
ist fiir nm = 2,3,4,--- dieser Nachweis ungemein einfach durchzu- 
fiihren. Schreibt man schliesslich, indem man die Ordnung der De- 
terminante um 1 erhéht, unter die Elemente der letzten Zeile lauter 
Nullen, und hierauf vor die der ersten Colonne beziehungsweise: 


O, (—1)*C,, (—1)*-'C,-1, -:: C,, —C,, 1, 


wodurch zur Determinante nur der Factor (—1)"*' hinzutritt, so er- 
gibt sich die von uns angestrebte Form (26) dieser Determinante so- 
gleich, indem man die Elemente jeder Colonne vermehrt um die mit 
dem zugehérigen «, multiplicirten Elemente der neuen Anfangscolonne. 
Nur die auf die Anfangszeile von (26) folgenden Zeilen werden so 
erst in der entgegengesetzten Ordnung erhalten, und es kann die in 
(26) vorgezogene Anordnung hergestellt werden, wenn man zugleich 
n(n -+-1) 


mit (—1) ?  multiplicirt. 

Bei vorstehendem Verfahren, welches auch zum Beweis der ander- 
weitig bekannten auf das Differenzenproduct beziiglichen Determinan- 
tensitze verwendbar wire, wurde die Ordnungserhéhung der Determi- 
nante erst ganz zuletzt ausgefiihrt. 













rT ei = = 
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Ungleich bequemer fihrt andrerseits ein Beweisverfahren zum Ziel, 
bei welchem dieselbe friiher vollzogen und dann nur das Multipli- 
cationstheorem der Determinanten angewendet wird — ein Verfahren, 
welches ich leicht auffand, nachdem Herr Voss mich darauf aufmerk- 
sam gemacht hatte, dass durch geeignete Anwendung der Methode des 
Riinderns tiberhaupt beziiglich der Unterdeterminanten von (24) jeder 
wiinschbare Aufschluss erhiltlich ist. Das Raisonnement des § 2. bildet 
nur eine Illustration zu gedachtem Verfahren. 


Versieht man allgemein die den Kern des nachstehenden Schemas 
o&—5 

bildende Determinante, welche bekanntlich =(--1) ? -A ist, mit 

dem darum herumgeschriebenen Rand, dessen Hinzutreten ohne Ein- 


fluss auf ihren Werth bleibt: 


i ee Aes Ges ie 
0,4, 8 <<, (—Iy*| 
n—1 1 —1 
OP Be a 0 
me oo Rea es tts 4h al g 
| 
O)t, & -t Oo | 
7 |b t,, rte bn 0 
}O]1, 1, --1 | O | 


und multiplicirt sie colonnenweise mit der Determinante (26), so er- 
hilt man eine Determinante, die geradezu aus dem Schema (24) mit 
davorgeschriebenen Nullen [wegen (27)| und mit daruntergesetzter 
Zeile: 

(- 1)", (—1)"a0,n, ie (—1)* an, 
besteht, also durch Ordnungserniedrigung sogleich auf die negativ 
genommene (24) hinauskommt. 


g 7. 


Der zweite Determinantensatz behauptet, dass die Elimination der 
Gréssen X,, X,, --~ X, aus vn + 1 homogenen Gleichungen der Form 
(26), welche in den Coefficienten @ iibereinstimmen, dagegen andere 
und andere ¢-Systeme in den Combinationssummen der ersten Co- 
lonne enthalten, als Resultante eine Gleichung liefert, die erhalten wird, 
indem man die unter dem Anfangselement 0 in den simmtlichen Deter- 
minanten vom Schema (26) stehenden Elemente als Colonnen zu einer 
neuen Determinante zusammenfiigt und letztere gleich 0 setzt. Vor- 
auszusetzen ist indess hierbei, dass die Determinante der Coefficienten 
« fiir sich nicht verschwinde, 


302 E. Scuréper. 


Der Beweis dieses zweiten Satzes liisst sich genau so wie in § 3. 
ohne Weiteres leisten; jedoch sei mir gestattet, einen anderen Beweis 
hier auszufiihren, den ich abermals Herrn Voss verdanke, und der — 
wenn er auch nicht eben einer kiirzeren Darstellung fahig sein miéchte 
—- doch in Hinsicht auf Eleganz den Vorzug zu verdienen scheint. 

Sei fir x = 0, 1, 2, 3, --+ m: 

| 0, X, Xi, °°: X, | 
| 
Uzo, “oo, &10, *** Eno 
(29) Di =! Ua, Ger» W115 °° Oa | = 9 
| en; Gon, Qin» *** Can | 
das System der n + 1 linearen Gleichungen, aus welchen die Grissen 
X,, X,,--- X, eliminirt werden sollen, so betrachte man folgende 


aus den D, durch eine gewisse Art von Rinderung hervorgehende 
Determinante : 


| 0, 0, ot th 0, M1, M1 ,°*** Ant 


" 0, a 0, Moe, M12, °*** Ang 


0, 0, see 0, Aon, Ain, eee Ann 
(30) R=| 0, 0, --- 0, XX, X,, «++ Xn 
| Uoo, Dio, ek Uno, Hoo, 210, *** &no 


Uo1; Ui1, rs Ua1, Oo1, G11, °** Oni 


us + 4/8. oe ee ©; Oe 6.2.56 6.2 OO 








Von, Vin, die anes on, Hin» *** Ann 
in welcher die n(n-+1) Gréssen a vorliiufig noch willkiirliche sein 
mogen. 

Nach einem bekannten Satze zerfallt R in das Product: 
(51) (—1y+1R=P-Q, 


wenn wir zur Abkiirzung setzen: 





npr ame |: Gooy + - > Tae 

Gon; Ann |? Ues; — Unn | 

X,; --- XK, ! 
Sobald aber die Gleichungen (29) erfiillt sind, kann man — wie 
ich zeigen werde — iiber die Gréssen a so disponiren, dass R =O 


wird, ohne dass P verschwindet. Alsdann muss also auch die Glei- 

chung Q = 0 erfiillt sein, und diese wird, da sie die Gréssen X nicht 

mehr enthilt, dann selbst die gesuchte Eliminationsresultante vorstellen. 
Obiges ist in der That durch folgende Betrachtung einzusehen. 
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Da die Determinante (n+ 2) Ordnung D, gleich 0 ist, so sind 
die Elemente ihrer Colonnen linear von ‘einander abhingig und giebt 
es ein System von Werthen: 


(33) D, Ueo, fei, °° * Uxny 
welches die Gleichungen erfiillt: 


D-9 + po Xy + Mr Xs + en Xn =O, 


(34) D. Una + Uxo 0a + xi %12 + dla + Uxn&n, = 0, 
fiir 40, 1, 2, +--+. 


Man darf z. B. unter den Gréssen (33) die auf die Elemente der ersten 
Zeile von D, beziiglichen ersten Unterdeterminanten dieser Determinante 
verstehen, natiirlich mit abwechselnden Zeichen genommen; die erste, 
D, derselben, die auf das Anfangselement 0 beziigliche Unterdeterminante 
von D,, wird alsdann die niimliche sein fiir alle Indices x; es ist das 
eben die Determinante der Substitutionscoefficienten a, welche hier von 
0 verschieden gedacht werden sollte. 


Zur Abkiirzung setzen wir noch allgemein, d. h. fiir x0, 1,---m 
und A=1, 2,---+ mn: 
(35) Uxovdoa + x13 -f 7" + UxnGna =— bya ° 


Dies vorausgesetzt multipliciren wir die Determinante R (30) in 
ihrer ersten Colonne mit )), vermehren die so verinderte Colonne um 
die beziiglich mit den Factoren woo, @o1, +++ on multiplicirten n+-1 
letzten Colonnen und verfiigen iiber die willkiirlichen Gréssen a so, dass: 

Seo O, typ em @, «+ yee ® 


wird, wiihrend bo; beliebig von 0 verschieden bleibe. Darnach werden 
alle Elemente der ersten Colonne Null geworden sein bis auf das An- 
fangselement bo;, und geht also die (mit D multiplicirte) R durch 
Ordnungserniedrigung iiber in bo; mal der zu diesem Anfangselement 
gehérigen Unterdeterminante. 

Auf diese letztere, also auf die von ihrer ersten Zeile und Colonne 
befreite Determinante (30) lisst sich aber dasselbe Verfahren noch 
weiter anwenden. Wir addiren.die resp. mit #19, #11, +++ “1 multi- 
plicirten ~ + 1 letzten Colonnen zu der nunmehrigen wiederum mit 
dem Factor D versehenen Anfangscolonne, indem wir uns iiber die 
Gréssen a weiter so verfiigt denken, dass 


bis = 0, --+ 1, = 0 


ist, wihrend b;2 beliebig von O verschieden bleibe. Im Hinblick auf 
(34) leuchtet alsdann ein, dass sich abermals die Ordnung der Deter- 
minante erniedrigen liisst, und erhalten wir D?- R = bo; - big mal der 


von ihren zwei ersten Horizontal- und Verticalreihen befreiten Deter- 
minante R. 








304 E. Scuréper. 


‘ihrt man so fort, bis man die a noch der Bedingung unterwirft: 
5 O.—s.n—1 = (), ba—3,2 = 0 
und schliesslich: 
2,2. > 0 ? 

bis man also die (n'*) Anfangscolonne mit dem Factor D versehen und 
um die mit fa—1,0, Mn—1,1) °° * @n—1,» multiplicirten m + 1 letzten 
Colonnen vermehrt hat, so kommt nach Vollzug der Ordnungsernied- 
rigung: 


(36) DR= bo1 Dis bes see a..24: oie > 
folglich wegen D, = 0 (29) auch 
(37) R=0, 


was wir in erster Linie zu beweisen hatten. 

In dem Ausdruck (32) von P haben aber die n+-1 Gréssen a der 
ersten Zeile gar keine, die der zweiten eine ete., die der vorletzten 
Zeile haben nur n—1 Bedingungsgleichungen zu erfiillen, nimlich die 
Gréssen doa, 412, +++ Ga tiberhaupt fiir A—=2,3,---m die folgenden 
Bedingungen: 

(38) ba =0, ba =9,--- ba-2 2 =O 
wihrend bj_1,, jeweils von U verschieden sein muss. 

Darnach wiirde es nicht schwer sein nachzuweisen, dass P keines- 
wegs zu verschwinden braucht, sodass also R = 0 auch 


(39) Q=0 


nach sich zieht, q. e. d. 


Einfachstes Exempel. Um aus 


mn ms 2 | 0, 2a, z 
D, =| Uy, %, Bo | =0 und D, =| Vy, &, By | =9 
U,, &, Bi, | Vi, @, B, 
nach dieser Methode X, Y zu srt betrachte man: 

| o, 8, a, 3 # 
. . Y) 
| U,, V. 0? a) ap 
| U,, Vi, &, By | 


worin @ und b- beliebig sind und es auch bleiben werden. Man denke 
nun etwa uw, v so bestimmt, dass: 


eX+vY=0, U,tuu+ v8, =9, U,+ua,+ vf, =0, 


‘ ee | &» By | 
was nach der ersten Gleichung méglich ist, woferne nur D = «,. 6 | 
1? Pi | 


nicht etwa verschwindet. Vermehrung der ersten Colonne um die mit 
u, v multiplicirte dritte und vierte giebt 














Rechnung mit Wiirfen. 305 


R= (ua+vb)-D, =0; 
aber es ist auch: 


U,, Vo | 4, b 
U,,V,| |X, ¥ 


das gesuchte Eliminationsergebniss sein. 


Uy, Vo 
U,, V; 


R= 














; somit muss = 0 








Weiter als bis zur Aufstellung der vorstehenden beiden Determi- 
nantensiitze scheint die Analogie der iiber rationale Mannigfaltigkeiten 
im Raume von 2 und von mehr als 2 Dimensionen anzustellenden Unter- 
suchungen sich allerdings noch treiben zu lassen; doch wiirde mich dies 
von dem Ziele, das ich mir gegenwirtig gesteckt, zu weit ab fiihren. 
Die (im Allgemeinen bekanntlich unicursalen) cubischen Raumeurven, 
deren Theorie wohl auf die Betrachtung des Doppelverhiltnisses als 
eines Parameters schon synthetisch sowie analytisch aufgebaut worden 
ist, bieten fiit den niichst héheren Grad sich als Trager der hier be- 
trachteten Mannigfaltigkeit dar. — 


§ 8. 


Die als Ausdruck des symbolischen Productes gefundene bilinear 
gebrochene Function (15) lisst sich noch in einigen sehr bemerkens- 
werthen Formen darstellen; doch muss ich, um die Anfiihrung derselben 
motiviren zu kénnen, erst etwas weiter ausholen und ein weniges naher 
eingehen auf die am Kingange dieses Aufsatzes erwihnten Unter- 
suchungen, bei denen ich — in der Verfolgung einer mit den vorstehen- 
den Betrachtungen scheinbar ganz fremdartigen Tendenz — doch auf 
den Zusammenhang mit diesen hingedriingt wurde. 

Ich bezeichne irgend eine Function f(a, b) zweier Verinderlichen 
symbolisch als ein Product: a(-)b, und die beiden hierzu inversen 
Functionen, d. h. die Auflésungen (nach a oder b) der Gleichung: 


(40) a(-)b=e 


— welche sonst etwa mit  (c, b) und #(c, a) bezeichnet werden miissten 
— dem entsprechend symbolisch als Quotienten: 


(41) a= - b=c(:)a. 


Sobald die symbolische Multiplication nicht commutativ, d. h. die 
Function f(a, 6) nicht symmetrisch ist, miissen letztere Ausdriicke als 
» Verhiltniss“ und ,,Bruch“ gleichwie die sie erzeugenden Operationen 


als ,,Messung“ und ,,Theilung“ von einander strenge unterschieden 
werden. 


Mathematische Annalen. X. ~ 20 














E. Scuriper. 





306 


Auf die Vortheile dieser Bezeichnungsweise habe ich schon ]. e. 
aufmerksam gemacht. Sobald eine Verwechselung unsrer drei (symbo- 
lischen) Grundoperationen mit der gewéhnlichen oder _,,eigentlichen“ 
Multiplication und Division nicht zu befiirchten steht, kann man die 
auf ihre Unterscheidung abzielende Kinklammerung der Operations- 
zeichen auch noch ersparen. Die Operationen selbst mégen vorderhand 
alle drei als vollkommen eindeutig (somit auch unbedingt ausfiihrbar) 
vorausgesetzt werden. 

Wir kénnen nun alle allgemeinen Beziehungen, welche zwischen 
einer solchen Function (40) und ihren beiden inversen Functionen (41) 
denkbar sind, auch bezeichnen als formale Gesetze fiir die Verkniipfung 
von Zahlen durch unsre Grundoperationen. Umgekehrt lassen derartige 
formale Gesetze sich geradezu als F'unctionalgleichungen auffassen, und 
wird darum spiiter auch von den ,Ldsungen“ derselben gesprochen 
werden kénnen. 

Als zu den einfachsten in dieser Art denkbaren formalen Beziehungen 
gehérig sind nun vor allem ins Auge zu fassen diejenigen 9 Gleichungen, 
in welchen beiderseits zwei allgemeine Zahlen durch eine der drei 
Grundoperationen verkniipft erscheinen. Diese zerfallen in folgende 
4 Gruppen von einander gegenseitig bedingenden (symbolisch gemeinten): 


! (GC) a:b=ab=-; 
a 
(42) (C,) ab=ba, a " =F} 
(C,)- a:b=b:a, | ba; 
() 2 t=4, ab—bd:a. 





Letztere kénnen einerseits einzeln bestehen als vier von einander 
unabhingige ,, Algorithmen“, als welche sie mit den daneben gesetzten 
Zeichen benannt werden sollen, andererseits (indem zwei von ihnen 
stets die beiden andern nach sich ziehen) auch alle vier zusammen — 
somit einen allgemeineren Algorithmus C,,,, constituirend. Mit dem 
Namen eines ,,Algorithmus“ werde hier jedes System von Gleichungen 
bezeichnet, welche formale Gesetze von Operationen zum Ausdruck 
bringen, und also beim Studium dieser als Rechenvorschriften benutat 
werden kénnen. 


Fasst man jedes der vorstehenden Systeme als eine Vorschrift auf, 
die eine Seite der Gleichungen jederzeit durch die andere zu ersetzen, 
und zwar ad (C,) die drei Ausdriicke entweder vorwiirts oder riickwirts 
eyklisch zu vertauschen, so entspringen daraus auch 5 ,, Vertauschungs- 
principien“, durch welche aus jedem System von in logischem Zusammen- 
hang mit einander stehendenden Formeln je geschlossen werden kann 
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auf ein eventuell neues System von ihnlich mit einander zusammen- 
haingenden Formeln — wie denn z. B. nach diesen Principien auch 
die Gleichungen (C,) und (C,) aus (C,) hervorgehen. 

Es gibt nun ferner 990 Gleichungen zwischen drei allgemeinen, 
beiderseits durch zwei successive von unsern drei Grundoperationen 
verkniipften Zahlen. 


150 von diesen Gleichungen gelten auch von der gemeinen Multi- 
plication und deren Umkehrungen und werden leicht erhalten, indem 
man eiumal alle diejenigen aus a, b und c zusammengesetzten Elementar- 
ausdriicke einander gleich setzt, welche dem Product a (be) gleich sind, 


ferner diejenigen, welche den Werth 2s und endlich die, welche den 


Werth = haben. Die Gesammtheit dieser 150 Gleichungen — nebst 


ihren eventuellen Consequenzen auf anderweitigen Formelgebieten — 
habe ich den Algorithmus der ordindren Algebra genannt, und werde 
ihn kiirzehalber auch hier mit O, bezeichnen, Aus ihm fliessen noch 
zwei analoge Algorithmen O, und O, gemiiss den Vertauschungsprin- 
cipien, nach deren Abzug noch 594 lediglich der extraordiniren Algebra 
angehorige Gleichungen iibrig bleiben. 

Unter anderm stellte ich mir nun die Aufgabe, aus jedem System 
von Gleichungen in dem Gebiete der bis jetzt erwihnten 999 erschépfend 
alle Consequenzen zu ziehen, welche demselben Gebiete angehdren. 
Ein System solcher Gleichungen midge ein vollstdindiges heissen, wenn 
von den iibrigen keine mehr aus ihnen gefolgert werden kann. Von 
mehreren in dem angegebenen Sinne completen Algorithmen aber sollen 
immer diejenigen (es sind ihrer in jedem Falle héchstens sechse) zu 
einerlei Art gerechnet werden, welche nach den Vertauschungsprincipien 
aus einander abgeschrieben werden kénnen. 


Indem ich in der That die simmtlichen 2° Combinationen der ge- 
nannten Gleichungen zu irgendwievielen theoretisch nach ihren Conse- 
quenzen erledigte (was freilich nur zufolge des gliicklichen Umstandes 
mdglich wurde, dass die Zahl der zu untersuchenden sich unterweges 
fortwiihrend reduciren liess), stellte sich leicht heraus, dass die Anzahl 
der innerhalb unsres Gebietes iiberhaupt méglichen verschiedenen Arten 
von Algorithmen oder ,Gruppen“ von Gleichungen fiinfzig nicht iiber- 
steigen kann. 

Eine Hauptschwierigkeit besteht nun aber darin, fiir die Vollstandig- 
keit eines jeden von diesen Algorithmen auch strenge den Beweis zu 
leisten, was bis jetzt mir erst fiir 20 und einige Arten derselben ge- 
lungen ist; [fiir die tibrigen denke ich wenigstens mit Sicherheit zu 
zeigen, dass fiir sie die in Anwendung gebrachte Classe von Mitteln 
iiberhaupt nicht zum Ziele fiihren kann]. 


90* 
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Um derzeit einen solchen Nachweis tiberhaupt liefern zu kénnen, 
muss man suchen, solche ,Lésungen“ des Algorithmus zu entdecken, 
welche die demselben fremden Gleichungen nicht erfiillen. 


Hierzu nun empfiehlt sich vor allem die Form: 
ae dab+aa +Bb+y_ 
(48) 40) > = Fab+ mat Bo+ 7 
einer bilinear gebrochenen Function von a und b — als der einzigen 
algebraischen Function dieser Gréssen, die mitsammt ihren Umkehrungen 
im Allgemeinen eindeutig ist. 

Ich habe in der erwahnten Absicht fiir jeden der Algorithmen 
seine eventuelle in der Form (43) angebbare Lisung — vorbehaltlich 
einiger Controluntersuchungen — wirklich bestimmt und so nicht iiber- 
miissig zahlreiche Ausdriicke von interessantem Bau erhalten, von denen 
ich nun im Nachfolgenden ein paar zur Sprache bringen will. 


§ 9. 

Es ist in der That nicht schwierig, wenn auch bisweilen umstind- 
lich, die 8 Coefficienten der Function (43) in allgemeinster Weise und 
unter Wahrung der Symmetrie so (als Functionen unabhingiger will- 
kiirlicher Parameter) zu bestimmen, dass irgend welchen formalen 
Gesetzen durch sie Geniige geleistet werde. 

Lést man diese Aufgabe fiir irgend eine von den ausreichenden 
Priimissen des Algorithmus O,, z. B. fiir eine von den 60 einzelnen 
Elementargleichungen, wie (ab) c =.b (ca), die ich als solche nachge- 
wiesen habe, oder auch fiir das System der beiden Gleichungen ab—=ba 
und a(bc) = (ab) c, und andere mehr, so ergeben sich in jedem Falle 
Ausdriicke, die direct — durch blosse Substitutionen fiir die Coefficienten 
(nicht aber fiir die Variabeln a, b) der Form (43) — auf (15) zuriick- 
gefiihrt werden kénnen — wenn anders wir nur, um diesen Ausdruck 
mit (43) in EKinklang zu bringen, dort a und b selbst fiir ¢, und 4 
geschrieben denken. Hierin liegt nun aber der Beweis dafiir, dass 
(15) auch die allgemeinste Lésung des Algorithmus O, im Gebiet der 
bilinear gebrochenen Functionen (43) sein muss. 

Ich werde nun von den so erhiltlichen verschiedenen eee, von 
(15), deren Identitaét miteinander oft keineswegs auf den ersten Blick 
erkennbar ist und von denen manche ihre eigenthiimlichen Vorziige 
besitzen, die bemerkenswerthesten anfiihren. 

Die Form (15) ist homogen in Bezug auf die Parameter ¢,, ¢,, t., 
aus denen ihre Coefficienten zusammengesetzt sind, und ihre Variabeln 
a und b zusammen. Kine Form, die beziiglich der Elemente der Coef- 
ficienten fiir sich homogen ist, laisst sich wie folgt ableiten. 

Es ist schon 1. c. von mir bemerkt worden, dass alle formalen Be- 
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ziehungen sich ungeindert forterhalten, wenn man die Operationsglieder 
a, b sowohl als deren Ergebnisse c = a (-) b vermittelst irgend einer 
sammt ihrer Umkehrung p~! eindeutigen Function » einheitlich abbildet 
-— was im Wesentlichen darauf beruht, dass die Zeichen dieser beiden Func- 
tionen sich gegeneinander aufheben, dass nimlich g—!-p=—g-g-!=1 
ist. — Ich zeigte auch, dass in dieser Bemerkung eine Methode liegt, 
um aus particularen Liésungen eines Algorithmus deren umfassendere 
abzuleiten. 


Speciell wissen wir nun, dass: 
(44) a(-)b=ab und a(+)b=—a+b 
richtige Lésungen aller der als Functionalgleichungen aufgefassten 
formalen Gesetze sind, welche die Kigenschaften der vier Species an 
allgemeinen Zahlen zum Ausdruck bringen, eines Calculs also, der aus 
den Eigenschaften O, fiir jede der beiden directen Operationen und 
aus den distribtttiven Beziehungen zwischen beiden zusammengesetzt ist. 
Nach dem genannten Erweiterungsprincipe miissen daher auch: 
(45) a(:)b=~* {p (a): (b)} unda(+)b=9-* {9 (@)+9(0)} 
Lésungen der Gleichungen jenes Calculs sein; und benutzen wir als 
Abbildungsprincip die Function: 


— byt 
t= (t)= pee, also t = p—"(t) = ee 
so ergibt sich leicht — indem wir so den Weg des § 5. gewissermassen 
umgekehrt gehen — fiir die Multiplication: 
(46) a (-) = (aby? +4; by?) ab — — Ay Ay (by+-B,) (4-5) + aga, 1 (Ay ay) 
by by (by +b,) ab — bod, (ay ay) (AFD) + a2, + a2 bp 


und fiir die dazu gehérige Addition: 





(47) a(+)b = by (ay by — 29d) ab + ay?d, (a+b) — ay? a, 


— bytby ab + ay bo? (ab) + ay (Ayb, — 2a, by) 
Setzt man in der That: 


oa = (h—t)t., Qa, = t,(f,—t.), 
. eb = 4 — 4, ob, =t,—t., 

somit: 

ae 2 Ss ol ee ow Soe, 

aii ees bo +b; * bob; (bo-+ bs) * 
so geht (46) in (15) und (47) in (17) tiber. Man kann auch g=1 
nehmen, wenn man nur jenen Bruch durch (¢,—t¢,) (t,—t.) (to —t), 
diesen durch (tf) —¢,)? (¢; —#,,) reducirt. 








In (46) sind — wie schon gesagt, im Gegensatz zu (15) — die 
Coefficienten von Zihler und Nenner homogene Functionen gleichen 
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Grades von den willkiirlichen Constanten, und zwar sind diese Functionen 
hier von der dritten Dimension. 

Eine Hauptform der Lésung von O, ist ferner die folgende durch 
ihre Einfachheit bemerkenswerthe, worin die homogenen Coefficienten 
nur vom zweiten Grade sind und p, q, 7, x, y die willkiirlichen Con- 
stanten bedeuten: 

_ _(ra+qy)ab + px(a+b)—py 
(48) a()b = ~Gaab+ ay (a+b) +ry+ pa 
Die hierzu inverse Function ist: 





a(:) b = 2900+ (ry-+pa)a — peb+ py 


grab — pxa+ (ra+qy)b+ px ’ 

und stellt, wie immer, als a(-)) aufgefasst die Lésung von O, und 
als b(-)a aufgefasst die Lésung von O, zugleich mit vor. 

In (15) geht (48) iiber, wenn man 

y=t2, r=—(toath)q, p= t tod 
setzt. Umgekehrt ist ¢; = f, und sind ¢,, und 4, die beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung: 
q@+rit+tp=0. 

Soll die Multiplication zur Addition werden, so miissen diese beiden 

Wurzeln einander gleich sein, d. h. es muss die Discriminante: 





D=r? —4pq . 
verschwinden — eine Forderung, die durch die in formaler Hinsicht 
P * rT a r . . . 
symmetrische Annahme: p= —* ry Qe + auf allgemeine Weise 
identisch befriedigt wird. Es ist somit: 


_. Qua + iy) ab + x2 (a4) — xy 
(49) @ (++) b = ead + ity ab) + 2xly Pee 
die allgemeine Formel der Addition (wobei nun ¢, = %, t, = — 
x A 
bedeutet). 
Complicirter jedoch gestaltet sich die Darstellung derjenigen Ad- 


dition, welche zur Multiplication (48) in distributiver Beziehung steht; 
diese wird nimlich fir y= — 1+VD “,x==" + 4 erhalten: 


(4) b ae LEF8VD) 0b + (—8pgtr FD) (0+) + er+¥D) 
—2qab + q(—r+VD) (a+b) +7 — 6pq+rVD 


§ 10. 


Kine der elegantesten Formen mit im nullten Grade homogenen 
Coefficienten ist: 
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M1 4 Ge 4 Gs eae oo oe ae 
(0) a(-)b= Pr + Pe ‘4 part vi ath un & &., 


me GE. At Pi Poy Ps 
Pi Pe Ps a Pr said N + qe + qs 





Zu dieser ergeben sich noch zwei analoge Formen durch Ver- 
tauschung der Indices 1, 2, 3, welche indessen nur bei dem mittleren 
Term in Zihler und Nenner eine Aenderung bewirken wird. 

In obige der friiheren Lésung (15) fiquivalente Form (50) geht 
jene iiber, indem man den Bruch mit /f,¢,¢,, kiirzt und setzt: 


Vm Bt me at, Te ae 
lx to u’ tot qe’ tybeo qs’ 











woraus auch leicht umgekehrt ¢,, ¢,; und ¢, zu berechnen. 


Ein Vorzug dieser Form besteht darin, dass — unter Zusammen- 


fassung aller dreie — der folgende conciseste Ausdruck méglich wird. 
Sind 
Pr 
ue 


die drei Wurzeln einer cubischen Gleichung: 
(51) aw + a,w* + a,w +a,=—0, 
und stellt w selbst irgend eine von diesen Wurzeln vor, so ist: 


P2 Ps 
= wW = Ww. = Ww. 
7* © mo = . 


as rv 2 ab-+wt (a+) + 
w(-)o= - 


Ay “ei _ a 
rr (a+b) i 





die allgemeine Lésung von O, (im Gebiet der mitsammt ihren Umkehr- 
ungen eindeutigen algebraischen Functionen). 

Soll diese Multiplication in eine Addition iibergehen, so miissen 
zwei Wurzeln der cubischen Gleichung einander gleich werden. 


Ich muss endlich noch auf eine letzte Form der Lésung von O, 
zusteuern, auf diejenige nimlich, in welcher die Analogie derselben 
mit den in ihrer elegantesten Fassung geschriebenen Lésungen von 
noch anderen Algorithmen am deutlichsten sich ausprigt — wie man 
dies theilweise schon aus dem Schlussparagraphen dieses Aufsatzes 
erkennen wird. 


Zu dem Ende fiihre ich zunichst die Form an: 


< (S»—8,)ab — (8 —8,) (a+b) + 5% —8) 


a()b= 





4 
Pp 


. (s3—84)ab — (s,—8,) (a+) +5 (s,—8,) 
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welche ausser den [von den fritheren in (48) unabhingig zu denkenden] 
Groéssen p und q vier arbitriire Constante zu enthalten scheint, die jedoch 
auf nur dreie: s, — s,, 8, — 8, 8, — Ss, hinauskommen. Setzt man: 


Se — 8 Sat 8 
2 


3 =@, &-— =F, &— 


8, + 84 
a — =— Vv, 


so ergibt sich die sonach nur scheinbar weniger allgemeine Form: 


. (e— v)ab— (e—p) a —(e—w)b+ S(e—#) 





(63) a()b= > - 
Po @trab—(e+s)a—(e+r)d+ Fete) 


welche ausser dem oben erwahnten auch noch den Vorzug besitzt, dass 
fiir sie die Lésungen von O, und O, mit der von O, auch fusserlich 
méglichst aihnlichen Bau zeigen — was z. B. ad (48) nitht so sehr der 
Fall ist; es stellt sich naimlich die Umkehrung derselben wiederum so dar: 


Pp q 
— (e+v)ab — (e+)a— (e—u)b+ — (o—2) 
a(:)b= r} .-f P 





4 (e-+»)ab —(e-+»)a—(9—v)b+ 5 (e—#) 


In (15) geht (53) tiber durch die Festsetzung: 
4@ u tite a tots — 2tw ty 


To ae “ote? 
und umgekehrt sind ¢,, und ¢, die Wurzeln der Gleichung: 
(o+v)? — 2ott, + (e—w)t? =0. 


Die symbolische Multiplication (53) wird zur Addition, wenn 


2t; — te — ty 


be = — 
e 


ou — ev-+ uv=0 also e= 


ist. Darnach liesse der Ausdruck von a (+) 6 sich leicht hinschreiben ; 
derselbe ‘stellt sich jedoch — unbeschadet des ins Auge gefassten 
Zweckes — noch einfacher dar, wenn man zugleich: u=ix, v—=—iA, 
p=x«p, q=Aq setzt, und zwar wird er dann nach Weglassung der 
Accente: 

7 (et dab +x (a+b) — : h 


P 


(54) a(+)b= - . q . 
—_— or + A(a+b) + ry (x4 24) 





Es eriibrigt noch, ein paar Specialisirungen der gefundenen For- 
meln hervorzuheben. 


Aus (48) folgt als Lésung von O, fiir r = 0: 





\} — —_1yed + px (a+b) — py 
(55) a(-)b — qxab+ qy (a+b) + pa’ 
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— eine Form, die, wenn man noch — p, — 2 fiir p, x setzte, lauter 
positive Coefficienten annehmen wiirde. 


Lasst man in (48) - = = werden, setzt man etwa p=nz, 


q = ny und um die Homogeneitaét zu wahren r = m?, so kommt: 


(56) a(:)b= (mta+ny)ab + nat (a+b) + nary _ 


nayab + ny? (a+b) + nz? — my 


Trifft man nun die Bestimmung [die auf (48) selbst angewendet noch 
etwas allgemeinere Formen liefern wiirde], dass der letzte Coefficient 
im Nenner oder aber der erste im Zihler verschwinde, so ergeben sich, 











indem wu fir und v fir — "- geschrieben wird, fiir unser symbo- 
NX ny 8 , 

lisches Product die interessanten Formen: 

_ (t+ u8) ab + w (a+b) + u 
(57) a(:)b= uab+a+b ae 

os a+b+v 
(58) a()b—= peed) FOF 

§ 11. 


Zum Theil als Gegenstiick zu der von O, mégen hier noch die 
Lésungen der Algorithmen C abgehandelt werden. C, zieht 72, C, 
(desgl. C, und C;) zieht 30 und C,,,, zieht 324 von den 990 vorerwahnten 
Elementargleichungen nach sich, welche auf drei allgemeine Zahlen 
Bezug haben, und zusammen mit den respectiven Gleichungen (42) den 
Hauptinhalt jener fiinf Algorithmen C ausmachen. 

Die Lésung von C,, fiir welche nur 6 =a und £, — a, in (43) 
angenommen zu werden braucht, kann sogleich als bekannt voraus- 
gesetzt werden, desgl. die von C, oder C,, welche hieraus leicht abge- 
schrieben werden kénnten. 

Die allgemeine, in der Form (43) enthaltene Lésung des Algorithmus 
Coi23. ist. der iibereinstimmende Bestandtheil, das gemeinsame Gebiet, 
der drei letzterwihnten Lésungen und kann wie folgt dargestellt werden: 

dab — e(a+bd 
(69) 4()b— T= seth ee 





Die einfachste geometrische Deutung, deren dieser Ausdruck fahig 
ist, ist diese. 

Wenn a, b und c =a (-)b — analog den ¢,, ¢, und t,, des § 1. 
— als Punkte einer unicursalen cubischen Curve aufgefasst werden, so 
liegen die drei genannten Punkte in gerader Linie; das symbolische 
Product c entspricht also dem Schnittpunkte der Curve mit der durch 
die Factorenpunkte gelegten Geraden. 
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Sind niimlich: 


(60) [c=a(t)—a,+ at+ a? + af, 
| desgleichen y in 6 und ziny, 


die Gleichungen der gedachten Curve, so lisst die Bedingung dafiir, 
dass die Punkte t= a, t= b und ¢ =e in gerader Linie liegen: 


a(a), B(a), y (a) 
(61) a(b), B(b), y(b) | =0 
a(c), Be), vy) 


sich auf die Form bringen: 


bear a ©, =a+b-+e, 
(62) | <. rag 8. V2 =0, in der | 6, =be+ca+ab, 
22 “i> Pas M1 6, = abe 
| — G3, a, Bo, Yo | 
bedeutet — wie man am directesten erkennt, indem man die letzte 


Determinante, analog dem Verfahren des § 2., mit 
1, a, Bo | 
0, a, BP, e| 


63 == (b—c) (a—c) (a— 
(63) 0,4, b,c | (b—c) (a—c) (a—b) 
OB, 8, 13> 
colonnenweise ausmultiplicirt und bemerkt, dass das Product durch 
Ordnungserniedrigung auf (61) zuriickkommt — wie dies iibrigens 


schon anderweitig bekannt ist*). 

Stellen D,, D,, D,, D, beziiglich die Unterdeterminanten von 
(62) nach den Elementen der ersten Colonne vor, so lautet diese Glei- 
chung: 

0=D,+6,D,+6,D,+6;,D,, 
und hieraus berechnet sich denn: 

D,ab + D,(a+b D; 

(64) C= — Diab Diet oy+ Dy 
ein Ergebniss, aus dessen Vergleichung mit (59) ersichtlich wird, dass 
die Coefficienten y, 0, ¢, 4 von jener Form die Bedeutung gewisser 
aus den Coefficienten von (60) gebildeter Determinanten dritter Ord- 
nung haben. 

Eine ahnliche Interpretation lisst, wie a priori zu sehen, der Be- 
ziehung (59) sich auch dann geben, wenn die cubische Curve keinen 


*) Vergleiche: Rosenow, die Curven dritter Orduung mit einem Doppel- 
punkte, Breslau 1873,-und Igel, diese Annalen, Bd. VI, p. 633 sqq. 
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Doppelpunkt besitzt, also die Coordinaten ihrer Punkte nicht rational, 
sondern mittelst elliptischer Functionen durch einen Parameter ¢ aus- 
gedrtickt werden kénnen*). 

Die angefiihrten geometrischen Interpretationen der den Gesetzen 
Cy123 entsprechenden Operation sind zwar die einfachst denkbaren, je- 
doch selbstverstiindlich nicht die einzig méglichen. Man kann z. B. 
— um noch einer andern Interpretation zu erwihnen — den Ausdruck 
ce = a(-)b der Gleichung (59) entsprechend auch an Wiirfen auf einem 
Kegelschnitt nach den von v. Staudt’schen Regeln construiren. Fiir 
die weiter unten hervorgehobenen Specialfalle (68) und (69), welche ge- 
wissermassen — so, wie (21) und (22) fiir O, — die kanonischen Formen 
der Lésung (59) vorstellen, fallt diese Construction (besonders die von 
¢ = — a— b) in der That noch leidlich einfach und iibersichtlich aus. 


§ 12, 


Ich erlaube mir noch, auf eine auffallende Analogie zwischen den 
Lésungen der Algorithmen O, und C),., aufmerksam zu machen. 
Diese Analogie zeigt sich einestheils darin, dass die Form: 


i . lab + x(a-+b) +  (2e+d) 


- (x+22)ab + 2(a+b) — a 





(65) a(-)b= ry 


welche sich von (54) nur dadurch unterscheidet, dass die einen Factoren 
gewisser (der dortigen Eck-) Coefficienten ihren Platz gewechselt zu 
haben scheinen, sich als eine particulare Lésung von C,,., erweist. 
Und zwar repriisentirt der Ausdruck (65) vollstiindig die Lésung (59) 
fiir den Fall: 
(66) (yn—de)* = 4 (0?— en) (e?— yd), 
der somit gewissermassen der von v. Staudt’schen Addition hier ent- 
spricht. Ich werde diesen Fall spiiter auch noch anderweitig als das 
Gegenstiick von (54) zu citiren haben. 

Auf der andern Seite liisst sich auch die allgemeine Lésung (59) 
von Cy,.; in der Form schreiben: 


ed P(e—n)ab — (e—) (a+) + % (e—v) 
( al- = “= .- es “ ——— . aa 


Soe Sa a i enaitiie 
Po etuad— (e+) (a+b) + 5 (e+) 
welche zu der allgemeinen Lésung (53) von O,, d. i. zu dem Ausdruck 


*) Vergl. die Abhandlung von A, Harnack, diese Annalen Bad. IX, p. 1 sqq., 
und die daselbst citirten Arbeiten von Aronhold und Clebsch, 
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der von v. Staudt’schen Multiplication in einer ahnlichen Beziehung 
steht, wie (65) zu (54). 

Eine auf diese Umstinde gegriindete Vermuthung, dass sich nun 
auch zwischen den obigen zwei Lésungen (65) und (67) von C,,,, ein 
distributiver Zusammenhang werde herstellen lassen (dadurch, dass 
man die Coefficienten der einen Form in passender Art abhingig 
machte von denen der andern), stellt sich jedoch als unzutreffend heraus. 

Der direct nur fusserst miihsam durchfiihrbare Nachweis hiefiir 
ist leicht auf folgendem wohl an sich nicht uninteressanten Wege zu 
liefern. 

Durch eine passend gewiahlte lineare Substitution nach Art der 
sub (45) angegebenen kann die zwischen a, b und a(-)b = c ange- 
nommene specielle Beziehung (65) stets auf die ihren einfachsten 
Specialfall bildende Form: 

(68) a+b+c=0 
gebracht werden. 

Die allgemeinere Beziehung (67) oder (59) dagegen lasst so sich 
nur in: 

(69) a+b+c=k 
transformiren, in welcher Gleichung die Constante k einen von 0 ver- 
schiedenen Werth besitzt. 

Da nun nach der im § 9. vorangeschickten Bemerkung unsre 
formalen Beziehungen durch eindeutige Abbildung nicht alterirt werden, 
so miisste ein distributiver Zusammenhang zwischen den Operationen 
(65) und (67) auch einen solchen zwischen den Lésungen von (68) 
und (69) bedingen, und umgekehrt. 

Wenn wir aber die rechte Seite 0 von (68) — noch etwas verall- 


gemeinernd — durch eine beliebige Zahl / ersetzen und symbolisch fiir 
den Augenblick die Lésung dieser Gleichung: 


l1—a—b mit a(+)), 
sowie die Lésung von (69): 
k—a—b mit a(><)b 


bezeichnen, so fiihrt die Annahme eines distributiven Zusammenhanges 
zwischen diesen beiden Operationen (-+-) und (><): 


_ a (><) {b(+) e} = {a (><) b} (+) {a><) c} 
zu der Gleichung: 


k — a— (l—b—c) = 1 — (k—a—b) — (k—a—c) 
oder: 


3k = 21+ 3a, 
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welche durch keine Art der Verfiigungsweise iiber die Constanten 
k und I allgemein, d. i. fiir alle méglichen a, b und ¢ erfiillt werden 
kann. 

Demnach ist iiberhaupt auch zwischen irgend zwei Liésungen von 
Cy,23 kein distributiver Zusammenhang miglich. 

Gleichwohl erstreckt die in der Form zu Tage getretene Analogie 
zwischen den Liésungen von O, und von C,,., sich auf die simmtlichen 
Particularlésungen der beiden, und ist z. B. 


Yb ae yeh + px (a+b) + py 
” i bales qrab + qy (a+b) — px 
auch die zu (55) entsprechende Liésung von C,,93. 








Ausser der in (59) mitgegebenen commutativen Lésung von C, 
gibt es noch zwei nicht commutative Lésungen dieses Algorithmus, 
nimlich : 

at ~ = 
y+ a()b— Seb e st te 


ni ? 


de Fatde® b+e 


und (71)— desgleichen, — ¢ ftir ¢ gesetzt, fiir welche indessen eine an- 
schauliche geometrische Interpretation noch nicht aufgesucht worden ist. 

Ich schliesse mit der Bemerkung, dass ungeachtet der erwaihnten 
Verwandtschaften die angegeben Lésungen von C, (71), Cyio, (59), 
O,, O, und O, (i5 sqq.) unter sich véllig disparat sind; sie haben 
kein gemeinsames Lésungsgebiet, oder die disponiblen Constanten in 
ihnen kénnen nicht so bestimmt werden, dass irgend zwei derselben 
einander gleich werden. 





Darmstadt, December 1875. 











Moduln vielfacher Bedingungen bei Fliichen zweiter Ordnung. 


Von H. Scuusert in Hamburg. 


Bekanntlich gilt bei der quadratischen Fliiche F, der Satz, dass 
die Zahl derjenigen Flaichen eines beliebigen einstufigen*) Systems, 
welche eine beliebige einfache Bedingung B, befriedigen, immer gleich 
; au + By + ye 
ist, wo die Zahl 

wu angiebt, wieviel Flichen des Systems durch einen gegebenen 
Punkt gehen, 

v angiebt, wieviel eine gegebene Gerade beriihren, 

@ angiebt, wieviel eine gegebene Ebene beriihren, 

«, B, y aber Zahlen sind, welche nur von der Natur der Be- 
dingung B, abhingen. 

Dieser Satz lisst sich nun, wie beim Kegelschnitt, so auch bei 
der quadratischen Fliche, von einstufigen Systemen und einfachen Be- 
dingungen, auf mehrstufige Systeme und mehrfache Bedingungen er- 
weitern. Um den erweiterten Satz -bequem aussprechen zu kinnen, 
schicke ich die folgenden Definitionen voraus. 

»Fiir ein a-stufiges System von quadratischen Flichen bezeichne 
immer das Symbol 

py? g-*—e 
die Zahl derjenigen Fliichen des Systems, welche durch b gegebene 
Punkte gehen, ¢ gegebene Gerade und a—b—e gegebene Ebenen be- 


riihren. Dann sind 
}(a+1) - (a+2) 


solcher Symbole méglich, und diese sollen die a-fachen Charakteristiken 
der F’, heissen. Ferner soll ein elementarer Modul einer der F,, auf- 


*) Die allgemeinen Grundziige der in dieser Abhandlung benutzten Termi- 
nologie und Symbolik habe ich im I. Abschnitt meiner ,,Beitrige zur abziihlenden 
Geometrie* (Math. Ann. Bd. X, p. 1) auseinandergesetzt. Fiir diese oft citirte 
Abhandlung werde ich die Abkiirzung ,,Beitr.“‘ gebrauchen. 
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erlegten a-fachen Bedingung B, eine solche ganze lineare Function 
der a-fachen Charakteristiken bedeuten, welche in jedem beliebigen 
a-stufigen Systeme die Zahl der die Bedingung B, befriedigenden 
Flachen auszudriicken vermag, oder, was dasselbe ist, welche angiebt, 
wieviel Flachen die Bedingung B, und ausserdem eine ganz beliebig 
gewihlte (9—a)-fache Bedingung Z erfiillen, sobald man fiir jedes 
in dem Modul vorhandene Symbol 
pv? o*—? -¢ 

die Anzahl der Flichen einsetzt, welche durch b gegebene Punkte 
gehen, c Gerade beriihren, a—b—c Ebenen beriihren, und ausserdem 
jene Bedingung Z erfiillen.“ 

Mit Hiilfe dieser Definitionen kann man den oben erwihnten er- 
weiterten Satz so aussprechen: 

»dede einer F’, auferlegte a-fache Bedingung besitzt mindestens 
Einen elementaren Modul. “*) 

Ist im speciellen Falle die a-fache Bedingung aus a einfachen, 
sogenannten trennbaren, Bedingungen zusammengesetzt, so erhilt man 
ihren elementaren Modul aus den Moduln dieser einfachen Bedingungen 
durch das Verfahren, welches ich in meinen Beitr. (§ 3.) ,,symbolische 
Multiplication® genannt habe. Ist dagegen die a-fache Bedingung 
nicht in Bedingungen erster Dimension zerlegbar , so ist auch die Her- 
stellung ihrer elementaren Moduln schwieriger, und bisher wohl nur 
in wenigen Fallen gelungen. 

Im Folgenden sind nun die elementaren Moduln einer gewissen 
Gruppe solcher unzerlegbarer Bedingungen abgeleitet. Wir definiren 
die dieser Gruppe angehdrigen Bedingungen schon hier in der Ein- 
leitung. 

Die beiden Schaaren der co! ganz in einer F’, liegenden Geraden 
haben bekanntlich die Eigenschaft, dass jede Gerade der einen Schaar 
jede Gerade der andern Schaar, aber keine derselben Schaar schneidet? 
Ordnet man also jeder Geraden der einen Schaar jede Gerade der an- 
dern Schaar zu, so erhilt man auf jeder quadratischen Fliche ein 
zweistufiges System von Gebilden, deren jedes aus zwei sich schnei- 
denden Geraden, deren Schnittpunkt und deren Schnittebene besteht. 
Kin solches Gebilde soll Geradenpaar und einer F’, angehdrig heissen, 
wenn seine beiden Geraden ganz in der F, liegen. Da jede F, 
oo? Geradenpaare besitzt, so enthilt ein a-stufiges System von 


*) Dieser Satz ist wohl zuerst von Halphen bemerkt (Bull. de la Soc. math, 
de France, Bd. 11 und Comntes rendus, Bd. 76, p. 1074—1077). Sein Analogon 
bei Kegelschnitten ist ausser von Halphen auch von Cremona (C. R.Bd. 59, 
p. 776), Clebsch (Math. Annalen Bd. VI, p. 1) und namentlich von Linde- 
mann (Vorles, iib, Geom v. Clebsch, p. 403 u. f.) behandelt. 
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quadratischen Flichen ein (a+ 2)-stufiges System von Geradenpaaren. 
Folglich ist die Bedingung, welche eine F, dadurch erfiillt, dass eins 
ihrer Geradenpaare eine (a+ 2)-fache Bedingung erfiillt, fiir diese F’, 
a-fach. Wenn man also das Geradenpaar, welches die Constanten- 
zahl 7 hat, allen mdglichen drei- bis siebenfachen Grundbedingungen*) 
unterwirft, so erwachsen dadurch in der angegebenen Weise der fF’, 
gewisse ein- bis fiinffache Bedingungen, welche wir die Paarbedingungen 
der F’, nennen wollen. Demgemiiss kann das in dieser Abhandlung 
geléste Problem so ausgesprochen werden: 

»Die elementaren Moduln aller Paarbedingungen der quadratischen 
Fliiche abzuleiten.“ 

Ich lasse hier einen solehen Modul folgen, und fiige hinzu, was 
er bedeutet, um so das Verstiindniss meiner Symbole zu erleichtern. 

Die Bedingung, dass von einem Geradenpaar eine der beiden Ge- 
raden, der Schnittpunkt und die Schnittebene gegeben sei, ist fiir das 
Geradenpaar sechsfach, und ergiebt fiir die F, die vierfache Paar- 
bedingung y, eine Gerade so zu enthalten, dass einem auf ihr gegebe- 
nen Punkte eine gegebene durch sie gehende Tangentialebene ange- 
hért. Einer der elementaren Moduln dieser Paarbedingung ist: 


y= tut — free — reo t few + true + §r?9? — vu? — fv. 
Dies hat nun folgenden Sinn. Man erhalt die Anzahl der quadra- 
tischen Flichen, welche die Bedingung y und ausserdem eine ganz 


beliebige einzelne oder zusammengesetzte fiinffache Bedingung B, er- 
fiillen, wenn man fiir jedes der hier vorkommenden 8 Symbole 
pve ete 
die Zahl der Flichen einsetzt, welche B, erfiillen, und ausserdem durch 
b Punkte gehen, c Gerade und 4—b—c Ebenen beriihren. Ist z. B. 
J, die Bedingung, 5 Gerade zu beriihren, so hat man zu substituiren: 
fiir v' die Zahl der 9 Gerade beriihrenden Flichen, 
fiir v' die Zahl der 8 Gerade beriihrenden und durch 1 ge- 
gebenen Punkt gehenden Filichen, ete. etc., 
endlich fiir vg* die Zahl der 6 Gerade und 3 Ebenen beriihrenden 
Flaichen. 
Man erhilt so 
12 
als die Anzahl der quadratischen Flichen, welche 5 gegebene Gerade 
beriihren, und eine gegebene Gerade so enthalten, dass eine gegebene 


*) Die 14 Grundbedingungen sind in § 5. und § 6. meiner Beitr. aus den 
14 Grundgebilden abgeleitet. Die siimmtlichen Grundbedingungen, welche dem 
Geradenpaar auferlegt werden kinnen, sind hier in § 2. angegeben. 
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durch sie gehende Ebene in einem gegebenen auf ihr liegenden Punkte 
beriihrt wird. 

Die eben benutzten Zahlen, welche angeben, wieviel F, durch 
b Punkte gehen, c¢ Gerade und 9 — b — ec Ebenen berihren, sind die 
Elementarzahlen der quadratischen Flichen. Dieselben sind wohl zuerst 
von Chasles (C. R. 1865) erwihnt, dann von Zeuthen (Oversigt over 


d. K. V. Selsk. Forh, 1866) und spiiter auch vom Verfasser (Borch. J. 
Bd. 71, p. 366) bewiesen. 


Bei der Ableitung der elementaren Moduln der Paarbedingungen 
der F’, sind namentlich angewendet: 

1) die in § 8. und § 9. meiner Beitr. bewiesenen allgemeinen 
Relationen, welche erstens zwischen den Grundbedingungen 
eines einzigen Hauptelementes (Punkt, Ebene, Strahl), und 
zweitens zwischen den Grundbedingungen je zweier Haupt- 
elemente bestehen miissen, welche die specielle Lage zu ein- 
ander haben, dass das eine in dem andern liegt; 

2) die im II]. Abschnitt meiner Beitr. gegebene allgemeinere Auf- 
fassung des Correspondenzprincips, oder specieller, die aus 
Formel (56) in § 20. meiner Beitr. durch symbolische Mul- 
tiplication hervorgehenden Formeln ; 

3) zur Bestiitigung der gewonnenen Moduln das in § 7. der Beitr. 
erérterte fruchtbare Princip der speciellen Lage. 

Jedoch sind die eben angefiihrten Hiilfsmittel vor ihrer Anwendung 
in dieser Abhandlung immer noch einmal erliutert resp. bewiesen, so 
dass die vorliegende Abhandlung ein genaueres Studium der Beitr. nicht 
vorauszusetzen braucht. 


Im Laufe der Untersuchung werden mehrere Male zwei Relationen 
zum Vorschein kommen, durch welche die 15 vierfachen Charakteristi- 
ken der F’, von einander abhiingen. Im Anschluss an diese Resultate 
werden alle Relationen besprochen, welche zwischen den Charakteristi- 
ken der F’, bestehen. Dabei wird auch gezeigt, dass bei der quadra- 
tischen Fliiche nie mehr als 

3 einfache, 3 achtfache, 

6 zweifache, 6 siebenfache, 

10 dreifache, 10 sechsfache, 

13 vierfache, 13 fiinffache 
Bedingungen von einander unabhingig sind, wenn hier jedesmal unter 
den » a-fachen Bedingungen die Zahlen verstanden werden, welche 
angeben, wieviel Fliichen eines beliebigen a-stufigen Systems diese 
nm Bedingungen erfiillen. 


Die bei dieser Gelegenheit gleichfalls abgeleiteten analogen Resul- 
tate fiir Kegelschnitte im Raume sind Verallgemeinerungen von gewissen 
Mathematische Annalen, X, 21 
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Resultaten, welche in Clebsch-Lindemann’s Werke (p. 403 u. f.) 
enthalten sind, z. B. von der Formel (11) auf p. 406 dieses Werkes. 


§ 1. 
Die Bedingungssymbolik. 


Wie schon in der Einleitung erwihnt ist, findet man die auch in 
der vorliegenden Abhandlung angewandte Bedingungssymbolik im 
I. Abschnitt meiner , Beitraéige zur abzihlenden Geometrie* (Math. Ann. 
Bd. X, p. 8 bis 23) auseinandergesetzt, und im II. und III. Abschnitte 
fiir gewisse fundamentale Probleme der abzihlenden Geometrie ver- 
werthet. Diejenigen Grundregeln dieser Symbolik, welche fiir das Ver- 
stindniss des Folgenden am wichtigsten sind, werden hier noch einmal 
kurz zusammengestellt. 

1) Jede definirte einzelne, d. h. nicht zusammengesetzte Bedingung 
erhilt als Symbol einen Buchstaben mit oder ohne Index. 

2) Die Gesammtheit zweier von einander abhdngiger Bedingungen 
wird stets als nur Hine einzelne Bedingung aufgefasst. 

3) Das Product mehrerer Bedingungssymbole bedeutet diejenige zu- 
sammengesetzte Bedingung, welche verlangt, dass die von diesen Sym- 
bolen dargestellten Bedingungen zugleich erfiillt werden sollen. 

4) Die n* Potenz eines Bedingungssymbols bedeutet demgemiiss, 
dass die von diesem Symbol bezeichnete Bedingung mal erfiillt wer- 
den soll. Dabei ist die gegenseitige Lage der » Gebilde, welche diese 
mmal zu erfiillende Bedingung etwa verursachen sollten, ganz allge- 
mein zu denken. 

5) Giebt die Definition eines Gebildes demselben die Constanten- 
zahl ec — z. B. e=9 bei der quadratischen Fliche —, so bildet die 
Gesammtheit aller derjenigen Gebilde dieser Definition, welche eine 
gewisse a-fache einzelne oder zusammengesetzte Bedingung erfiillen, 
ein System (c—a)'* Stufe, d. h. von co*-* Elementen. 

6) Jeder a-fachen Bedingung ist hinsichtlich eines hinzuzudenken- 
den Systems a‘ Stufe eine gewisse Anzahl angehérig, niimlich die Zahl 
derjenigen Gebilde des Systems, welche diese Bedingung erfiillen. Das 
Symbol einer Bedingung bedeutet zugleich auch die zugehirige Anzahl. 

7) Wenn hinsichtlich jedes a-stufigen Systems eine Gleichung zwi- 
schen den Angzahlen besteht, welche gewissen Bedingungen angehdren, 
so nennen wir, der Kiirze wegen, diese Bedingungen selbst durch die Glei- 
chung von einander abhdingig , ferner die Gleichung eine allgemeingiiltige*) 
Formel, und die Function, welche eine Bedingung von andern Be- 


*) In der vorliegenden Abhandlung treten nur allgemeingiiltige Formeln auf. 
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dingungen abhiingig darstellt, einen allgemeingiiltigen*) Modul dieser 
Bedingung. 

8) Aus einer fiir ein Gebilde mit der Constantenzahl c aufgestell- 
ten, allgemeingiiltigen Formel a'e' Dimension, d.h. zwischen a-fachen 
Bedingungssymbolen, erhilt man also immer eine Identitét, wenn jedes 
dieser Symbole gleich der Zahl der Gebilde gesetzt wird, welche die 
von dem Symbol dargestellte a-fache Bedingung und ausserdem eine 
beliebig gewdhlte einzelne oder zusammengesetzte (ce —a)-fache Be- ~ 
dingung erfiillen. 

9) Hieraus folgt, dass die Allgemeingiltigkeit einer allgemein- 
giiltigen Formel nicht beeintrichtigt wird, wenn jedem der durch sie . 
verbundenen a-fachen Bedingungssymbole ein wnd dasselbe, sonst ganz 
beliebige Bedingungssymbol — als symbolischer Factor — hinzugesetzt 
wird, oder, wie wir sagen (Beitr. § 3.), wenn die Formel mit irgend 
einer Bedingung symbolisch multiplicirt wird. Das entgegengesetzte 
Verfahren — symbolische Division —, oder das Weglassen eines und 
desselben symbolischen Factors aus allen Symbolen einer Formel, ist, 
wie man leicht einsieht, im Allgemeinen nicht gestattet. 


§ 2. 
Tabelle der Grundbedingungen des Geradenpaars. 


Die Bedingungen, deren elementare Moduln bei der J’, im Fol- 
genden abgeleitet werden sollen, ergeben sich, wie in der Einleitung 
erliutert ist, in gewisser Weise aus den sammtlichen Grundbedingungen 
des Geradenpaars**). Wir beschiftigen uns daher zuniichst mit den 
Grundbedingungen des Geradenpaars ganz ohne Riicksicht auf die spe- 
ciellen Geradenpaar-Systeme, welche durch Systeme von quadratischen 
Fliichen erzeugt werden. 

Wenn man den einen Strahl des Geradenpaars g, den andern h, 
den Schnittpunkt p, die Schnittebene e nennt, so hat man, gemiiss 
der am Schluss von § 5. der Beitr. gegebenen Bezeichnungsregel, die 
16 einzelnen Grundbedingungen des Geradenpaars so zu bezeichnen, 
wie hier folgt: 

1) g = Strahl g soll eine Gerade schneiden, 

2) gp = Strahl g soll durch einen Punkt gehen, 

3) ge = Strahl g soll in einer Ebene liegen, 

4) gs = Strahl g soll einem Strahlbiischel angehdren, 


*) In der vorliegenden Abhandlung treten nur allgemeingiiltige Moduln auf. 

**) Dieses Gebilde ist in den Beitr. (§ 18. und § 20.) unter dem Namen 
»Schneidepaar“ als Ausartung des durch zwei im Allgemeinen sich nicht schneidende 
Strahlen erzeugten, allgemeineren Strahlenpaares behandelt. 


21* 
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5) G= Strahl g soll gegeben sein, 
6), 7), 8), 9), 10) die aus diesen 5 Bezeichnungen durch Ein- 
setzung von h fiir g hervorgehenden Bezeichnungen, 


11) p = Punkt p soll in einer Ebene liegen, 
12) p, = Punkt p soll in einer Geraden liegen, 
13) P = Punkt p soll gegeben sein, 

14) e = Ebene e soll durch einen Punkt gehen, 


15) e, = Ebene e soll durch eine Gerade gehen,’ 

16) E = Ebene e soll gegeben sein. 

Setzt man diese 16 Symbole der 16 einzelnen Grundbedingungen 
auf alle mégliche Weise zusammen, so erhilt man die Symbole aller 
modglichen zusammengesetzten Grundbedingungen. 

Z. B. 
eg »h = der Strahl g des Geradenpaars soll durch einen Punkt gehen, 

wihrend der Strahl h eine Gerade schneiden, und die Ebene e 
einem Ebenenbiindel angehéren soll. 

Da im Geradenpaare die beiden Strahlen g und h vollkommen 
gleichberechtigt sind, so folgt durch Vertauschung von g und h aus 
jedem fiir einen der beiden Strahlen gewonnenen Resultate ein Resultat 
auch fiir den andern Strahl. Desshalb ist von zwei Resultaten, welche 
durch Vertauschung von g und h in einander iibergehen, meist nur das 
eine angegeben. 

Im Anschluss an die in den Beitr. angewandte Terminologie be- 
zeichnen wir das Grundgebilde — Punkt, Ebene, Strahl, Biindel, Feld, 
Axe, Strahlbiischel —, durch welches eine Grundbedingung verursacht 
wird, als dieser Grundbedingung angehdrig. 

Z. B. 

»Der Punkt von g,“ bedeutet den Punkt, durch welchen, der Be- 
dingung g, zufolge, der Strahl g gehen soll. 

»Die Axe von e?“ bedeutet die Gerade, durch welche, der Bedingung 
e* aufolge, die Ebene e gehen muss. 


§ 3. 
Die Formeln zwischen den auf ein einziges Hauptelement beziiglichen 
Grundbedingungen des Geradenpaars. 


Fiir die 4 Hauptelemente g, h, p, e¢ des Geradenpaars gelten zu- 
niichst die allgemeinen Formeln des § 8. in den Beitr. Da niimlich 
das Geradenpaar nur Einen Punkt p enthiilt, so ist die Bedingung p’, 
dass der Punkt p auf zwei Ebenen liegen soll, identisch mit der Be- 
dingung p,, dass er auf einer Geraden liegen soll. 

Daher ist 


Pp? =Pp,, 
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und ebenso folgt: 
p= P, @é=ag, @=E. 

Wir werden desshalb immer p? statt p,, p* statt P, e? statt ¢,, 
e* statt E schreiben. 

Ertheilt man ferner den beiden Axen der Bedingung g? die be- 
sondere Lage zweier sich schneidender Geraden, so wird die Bedingung 
g* nur in zwei Fallen erfiillt, erstens, wenn der Strahl g durch den 
Schnittpunkt geht, zweitens, wenn er in der Schnittebene liegt. Man 
erhalt daher nach dem Princip der speciellen Lage (Beitr. § 7.): 


> = Jp + ge- 


Die Formeln héherer Dimension zwischen den Grundbedingungen 
des Strahls g ergeben sich dann, wie folgt: 


IIn = IJe= I= 4H"; 
Ip Ip = IIe = InP = IF? = I= G—=t9', 
InGJe= 9. 

Durch Hinsetzung von h fiir g erhilt man die analogen Formeln 
zwischen den Grundbedingungen des Strahls h. 

Jede Formel darf mit jeder Geradenpaar-Bedingung symbolisch 
multiplicirt werden, da das bei jeder Formel vorauszusetzende System 
gar keiner Beschrinkung unterlag. 

Z. B. 
aus g® = 2g, und h® = 2h, folgt die Formel: 
gh? =A gshs; 
aus g =g, +g. und h? =h, + h, folgt die Formel: 
Ph? = Jphp + Ine + Jehp + Gehe- 


§ 4. 
Die sonstigen Formeln zwischen den Grundbedingungen des Geradenpaars. 


Zwischen den Grundbedingungen je zweier der 4 Hauptelemente 
g, h, p, €, welche das Geradenpaar constituiren, miissen ferner alle 
‘die in § 9. meiner Beitr. bewiesenen Relationen bestehen, da je zwei 
der 4 Hauptelemente diejenige specielle Lage zu einander haben, welche 
fiir die Giiltigkeit jener Relationen allein erforderlich war. Punkt p 
liegt niimlich auf Strahl g und auf Strahl h, Ebene e geht durch 
Strahl g und durch Strahl h; also liegt auch p auf e, und g schneidet h. 
Diese Relationen kann man sammtlich durch das Verfahren der sym- 
bolischen Multiplication und durch Benutzung der Formeln des § 3. 
aus nur zwei Formeln herstellen. Diese zwei Formeln sind einander 
reciprok, und heissen: 
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PI=H+P, 
eg = Ip +e’. 


Die erste erhalt man aus dem Princip der speciellen Lage dadurch, 
dass man bei der zusammengesetzten Bedingung pg die Axe der Be- 
dingung g in das Feld der Bedingung p legt, und beachtet, dass dann 
die Bedingung pg nur erfiillbar wird 

erstens, wenn der Strahl g in jenem Felde liegt, also die Be- 
dingung g, befriedigt wird, 

zweitens, wenn der Punkt p auf jener Axe liegt, also die Be- 
dingung p* erfillt wird. 


Aus der eben bewiesenen und der ihr reciproken Formel kénnen 
nun bei Benutzung der Formeln des § 3. alle Grundbedingungs-Formeln 
hdherer Dimension auf rein arithmetischem Wege gewonnen werden, 
namlich durch symbolische Multiplication mit Grundbedingungen und 
durch geeignete Eliminationen. Von diesen Formeln héherer Dimen- 
sion lassen wir hier einige folgen (Beitr. p. 27): 


PIrp = 9s + P*, 
ge = 9+ &, . 
peg=—g.+pe +p’, 
peg=9,+pre+e’, 
p—pe+pei—eé=—0, 
PIs =P Ip = Peg —pe=—G+ p'g, 
eg. = Cg = Cpg—pe=—G-+ eg; 


pegh = (gp+e) (he+p’) 

= Iple + pgs + chs + pre’, 
pegh = (ge+p’) (hp +e?) 

= Jehp + ph, + eg, + pre. 


§ 5. 
Alle Grundbedingungen des Geradenpaars, ausgedriickt durch gewisse 
unter ihnen. 


und: 


Vermége der in § 3. und § 4. besprochenen Formeln kann man 
durch gewisse Grundbedingungen des Geradenpaares alle iibrigen leicht 
ausdriicken. Wir ziahlen daher zuniichst eine Reihe von Grundbe- 
dingungen auf, die wir die irreducibeln nennen, um dann durch sie 
alle iibrigen, reducibel genannten Grundbedingungen auszudriicken. Die 
rémischen Nummern vor den in der folgenden Tabelle zusammenge- 
stellten irreducibeln Grundbedingungen geben die Dimensionen der- 
selben an. Die aus den angeftihrten Grundbedingungen durch Ver- 











Moduln bei Flachen zweiter Ordnung. 327 


tauschung von g und h hervorgehenden neuen Grundbedingungen sind 
fortgelassen. 


Tabelle der irreducibeln Grundbedingungen. 


I) 9g, P, ¢; 
IT) gp» Ger gh, p*, pe, &; 
HIT) gs, €9p, PJer Joh, Geh, p®, &, pre, pe’; 
IV) G, pgs, €9s, Ysh, Joly, Jee, phe, pe®, pre; 
V) pG@, eG, Gh, gshp, gshe, pe’; 
VI) peG, Gh,, Gh; 
VII) Gh,. 
Es wiirde hier zuviel Raum kosten, wenn wir jetzt die reducibeln 


Grundbedingungen siimmtlich durch die irreducibeln ausdriicken woll- 


ten. Wir begniigen uns damit, diese Reduction an einigen Beispielen 
zu zeigen. 


1) Um die Bedingung pgh zu reduciren, ersetzen wir 
pg durch p? + gy, 
ph + gh; 
ph durch p? + h,, 
und erhalten also schliesslich das Resultat: 
pgh = p> + phe + geh; 


hieraus folgt durch Vertauschung von g und h noch eine zweite Re- 
duction: 


und erhalten: 


dann ersetzen wir: 


pgh = py + pge+ gh. 
2) Um die Bedingung p*eg zu reduciren, ersetzen wir 


eg durch e? + gp, 
und erhalten: 


pre’ + pop; 
pe = p'e + pe® (Beitr. p. 28 in der Mitte), 
PIp =P> +9, also pgp = PGs; 
daher kommt: 


nun ist: 


preg = pre + pe® + pgs. 


3) peghe = (pg) (ehe) = (p* + ge) (e + hs) 
= ep? + gehs + ph,+ ey 
= ep? + gehs + p (H+ p*h) + e(G@+ e9) 
= ep? + gehs + pH + eG; 
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4) guhs = (PGp — p®)h, = pophs = gp (H+ p*h) 
= pH + p®g,h = 9,H + (G+ p*g) (he + p’) 
= g,H + Gh; 
also auch reciprok: 


Gah —_ geH a Gh, ° 


5) pg*h'= 2 pg? H = 2 pg,H + 2pg.H 
= 29,H. 


§ 6. 
Die Paarbedingungen, ausgedriickt durch die Hauptbedingungen der F,,. 


Die schon in der EKinleitung definirten Paarbedingungen der quadra- 
tischen Flaiche riihren von den Grundbedingungen des Geradenpaars 
her. Da diese aber in § 5. auf einige wenige Grundbedingungen re- 
ducirt sind, so wird es auch mdglich sein, einige wenige Flichenbe- 
dingungen aufzufinden, durch welche alle Paarbedingungen leicht aus- 
gedriickt werden kénnen. Diejenigen Fliichenbedingungen nun, auf 
welche hier die simmtlichen Paarbedingungen zuriickgefiihrt werden 
sollen, sollen die Hauptbedingungen der F, heissen und mit ihren 
Symbolen in der folgenden Tabelle zusammengestellt werden. Die ré- 
mischen Nummern geben die Dimensionen der nachfolgenden Haupt- 
bedingungen, also auch die Stufen der vorausgesetzten Systeme an. 


Tabelle der Hauptbedingungen der F,. 


Il) 1)a@ = die F, soll durch einen gegebenen Punkt gehen, 
2) v = die F, soll eine gegebene Gerade beriihren, 

3) @ = die F, soll eine gegebene Ebene beriihren; 
II) 4) uw? = die F, soll durch zwei gegebene Punkte gehen, 


5) we = die F, soll durch einen gegebenen Punkt gehen und 
ausserdem eine gegebene Ebene beriihren, 
e? die F’, soll zwei gegebene Ebenen beriihren, 
Y die F’, soll eine gegebene Ebene in irgend einem Punkte 
einer auf der Ebene gegebenen Geraden beriihren, 
8) y = die F, soll eine gegebene Gerade in einem auf ihr ge- 
gebenen Punkte beriihren, 
9) 0 = die F, soll eine Gerade enthalten, welche einem gegebe- 
nen Strahlbiischel angehdrt; 
Il) 10) wd = die F, soll durch einen gegebenen Punkt gehen und 
ausserdem irgend eine Gerade eines gegebenen Strahl- 
biischels enthalten, 
11) ed = die F, soll die Bedingung @ und die Bedingung 0 zu- 
gleich erfiillen, 


I 


6) 
7) 
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12) « = die F, soll eine geyebene Gerade enthalten, 

13) w = die F, soll eine gegebene Ebene in einem auf ihr ge- 
gebenen Punkte beriihren; 

IV) 14) wx = die F, soll die Bedingung w und die Bedingung x zu- 

gleich erfiillen, 

15) ex = die F, soll die Bedingung @ und die Bedingung x zu- 
gleich erfiillen, 

16) y = die F, soll eine gegebene Gerade enthalten und dabei eine 
gegebene durch die Gerade gehende Ebene in einem 
gegebenen auf der Geraden liegenden Punkte berihren; 


V) 17) «2 = die F, soll zwei gegebene, sich schneidende Gerade 
enthalten. 5 


Durch die eben aufgeziihlten Hauptbedingungen driicken wir nun 
diejenigen Paarbedingungen aus, welche aus den oben irreducibel ge- 
nannten Grundbedingungen des Geradenpaars hervorgehen. Aus die- 
sen Paarbedingungen ergeben sich dann die Formeln fiir die iibrigen 
Paarbedingungen durch die Reductionen des § 5. Die folgende Ta- 
elle enthilt daher nur die Formeln, welche die erstgenannten Paar- 
bedingungen durch die Hauptbedingungen ausdriicken. Dabei bedeutet 
jedes links vom Gleichheitszeichen stehende Symbol die Bedingung, welche 
eine F’, dadurch erfiillt, dass eins ihrer 00? Geradenpaare die durch das 
Symbol dargestellte Grundbedingung erfiillt. Die vorgestellten rémischen 
Nummern geben die Dimensionen der Flachenbedingungen, oder die 
Stufen der bei den l’ormeln hinzuzudenkenden Flichensysteme an, ent- 
sprechen also den Nummern III bis VII der Tabelle auf p. 327. Aus 
den bei einigen Formelu kurz angedeuteten Beweisen wird man die 
Richtigkeit auch der andern Formeln leicht einsehen kénnen. 


Tabelle fiir die Zuriickfiihrung der Paarbedingungen auf 
die Hauptbedingungen der F,,. 


1) 1) g, =0. In einem einstufigen Systeme von F’, kann es naim- 
lich keine Fliiche geben, welche eine ihrer oo' Geraden 
in einem gegebenen Strahlbiischel besiisse, weil wohl 
co*® Geradenpaare, aber nur oo? Gerade im Systeme 
existiren. 

2) eg, =2u. Durch den Punkt der Bedingung g, gehen nim- 
lich w Flichen des Systems, und auf jeder gehen durch 
diesen Punkt 2 Gerade; jede dieser beiden Geraden 
-giebt, mit dem Punkte der Bedingung e durch eine 
Ebene verbunden, ein die Bedingung eg, erfiillendes 
Geradenpaar. 


3) PJe = 2 0. 
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4) gph = 4p. Durch den Punkt von g, gehen uamlich wp Fii- 
chen, und auf jeder gehen durch diesen Punkt 2 Ge- 
rade; jede dieser » Flachen wird ferner von der Axe 
der Bedingung h in 2 Punkten geschnitten, und durch 
jeden dieser Punkte geht eine einzige Gerade, welche 
auf der Fliche liegend, eine bestimmte der beiden 
erstgenannten Geraden schneidet. 


5) geh = 40. 
6) p> —2u. 
7) & =—2o. 


8) pte —=2v+2u. Legt man nimlich den Punkt von e auf 
die Axe von p*, so wird p’e erfillt erstens von zwei 
Geradenpaaren auf jeder der u durch den Punkt gehen- 
den Flichen und zweitens von zwei Geradenpaaren 
auf jeder der » die Axe beriihrenden Flichen; und 
zwar jedesmal von zwei Geradenpaaren desshalb, weil 
hier gestattet ist, jede von zwei Geraden als Strahl g 
resp. Strahl h aufzufassen. Der Beweis liisst sich iibri- 
gens auch so fiihren: Die Bedingung, dass die Schnitt- 
ebene des Geradenpaars durch eine Axe geht, auf wel- 
cher zugleich der Schnittpunkt liegt, ist gleich p?e— p* 
(Beitr. p. 34, bei dem Beweise zu III.), und wird von 
jeder der v diese Axe beriihrenden Flichen zweimal 
erfiillt. 

9) pe? —2v+ 20. 


Il) 10) G@ =0. Man vergleiche Nr. 1. 





11) pg, = 96. In dem Strahlbiischel der Bedingung g, befinden 
sich namlich 6 Strahlen g, welche auf Flichen des 
zweistufigen Systems liegen, und jeder wird von der 
Ebene der Bedingung p in einem Punkte p geschnit- 
ten, welcher mit dem Strahle g ein Geradenpaar be- 


stimmt. 
12) eg, = 9. 
13) gh = 20. 


14) gphp= 2. Durch die beiden Punkte von g, und h, gehen 
uw Flachen, auf jeder solchen Fliche gehen durch 
jeden dieser Punkte zwei Gerade, und eine bestimmte 
durch den einen Punkt gehende wird nur von einer 
der beiden durch den andern Punkt gehenden Geraden 
geschnitten, namlich nur von derjenigen, welche mit 
ihr nicht der namlichen Regelschaar angehdrt. 

15) gehe = 2°. 

16) gphe= 29. 
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17) pe’ =2y. Die Ebene der Bedingung e* wird von y Flichen 


18) pbe = 
III) 19) pG = 


20) eG = 
21) Gh = 
22) gshp = 


so beriihrt, dass der Beriihrungspunkt auf der Geraden 
liegt, in welcher diese Ebene von der Ebene der Be- 
dingung p geschnitten wird, und auf jeder dieser y Fla- 
chen schneiden sich in dem Beriihrungspunkt zwei 
Gerade, von denen jede als Strahl g resp. als Strahl h 
aufgefasst werden kann. 

2y'. 

xz. Der Strahl der Bedingung G liegt auf x Flachen 
des dreistufigen Systems, und auf jeder bestimmt die 
Ebene der Bedingung p ein Geradenpaar. 

x. 

22. 

uO. Es giebt namlich wd Flichen, welche durch den 
Punkt von hk, gehen, und irgend eine Gerade des 
Strahlbiischels von g, enthalten; von den beiden Ge- 
raden, welche auf jeder dieser Flachen durch den 
Punkt von h, gehen, kann nur Fine als Strahl h auf- 
gefasst werden, weil nur Eine die in dem Strahl- 
biischel liegende Gerade zu schneiden vermag. 


23) gshe = 90. 
24) p?e? = 2w. Die Ebene der Bedingung e* wird von w Flachen 


des Systems in demjenigen Punkte beriihrt, wo die 
Axe der Bedingung p? schneidet; und durch diesen 
Punkt gehen auf jeder Flaiche zwei Strahlen, von denen 
jeder als Strahl g resp. Strahl h aufgefasst werden 
kann. 


IV) 25) peG@=y. 


26) Ghp= ux. 
27) Gh. = ox. 
V) 28) Gh, =z. 
Mit Hiilfe der in § 5. erdrterten Reductionen folgen aus diesen 


28 Formeln nun auch die Formeln, welche die aus den reducibeln Grund- 


‘bedingungen des Geradenpaars hervorgehenden Paarbedingungen durch 


die Hauptbedingungen ausdriicken. Wir entwickeln hier nur diejenigen 
Formeln, welche aus den in § 5. beispielsweise angefiihrten 5 Re- 
ductionen sich ergeben. 


29) pgh = p* + pge+ ghe 
=2u+2e+4o=—24+6e. 
30) preg = p®e + pe>+ pg, 
=2y7+ 27+. 
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31) pegh, = ep’? + 9h, + pH + eG 
=2w+oed+2e+2e=—00+4 2w+ 2z. 
32) gh. =—g,H+ Gh, 
= "r+ Ox. 
33) pg*?h* = 2Gh, 
= 2s. 


Die 17 Hauptbedingungen der F’,, durch welche jetzt alle Paar- 
bedingungen ausgedriickt sind, zerfallen in drei Gruppen: 

1) die drei einfachen Charakteristiken u, v, 9; 

2) die wesentlichen Hauptbedingungen y, y’, 0, 2, w, y, 2; 

3) die unwesentlichen Hauptbedingungen u?, wo, o?, ud, 0d, wx, 
ex, welche symbolische Producte von w und @ mit einfachen 
Charakteristiken und mit eben wesentlich genannten Haupt- 
bedingungen sind. 

Demnach folgen die elementaren Moduln der unwesentlichen Haupt- 
bedingungen aus denen der wesentlichen durch blosse symbolische Mul- 
tiplication mit uw oder g. Damit ist unser Problem, die elementaren 
Moduln aller Paarbedingungen abzuleiten, zuriickgefiihrt auf das Problem, 
die elementaren Moduln der 7 wesentlichen Hauptbedingungen 

Y, ¥, 9, 2, W, y, 2 
herzustellen. 

Die Mittel zur Lésung dieses Problems kann sowohl das Chasles’- 
sche Correspondenzprincip, wie auch das Princip der speciellen Lage in 
ausreichendem Masse liefern. Zuerst betreten wir den Weg, welcher 
von einer Anwendung des Correspondenzprincips auf ein beliebiges 
einstufiges System von Geradenpaaren ausgeht. 


§ 7. 
Abhangigkeit der Grundbedingungen des Coincidenz-Geradenpaares von 
den Grundbedingungen des ailgemeinen Geradenpaares. 


In jedem einstufigen Systeme von Geradenpaaren ist im Allge- 
meinen eine endliche Zahl von solchen Geradenpaaren vorhanden, bei 
denen die beiden Strahlen g und h wnendlich nahe liegen. Ein solches 
ausgeartetes Geradenpaar heisst Coincidenz.*) Jede Coincidenz bezeich- 
nen wir mit dem Symbole tr. Dieses Symbol r soll jedoch auch die 
Zahl derjenigen Geradenpaare eines einstufigen Systems bedeuten, welche 





*) Die hier beginnenden Erérterungen fiihren zu den allgemeinen Correspon- 
denzsitzen, welche im III. Abschnitte meiner Beitr. ausfiihrlich entwickelt sind. 
Die dort in § 20. mit Nr. 56 bezeichnete Formel wird auch hier abgeleitet und 
mit Grundbedingungen symbolisch multiplicirt. 
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Coincidenzen bilden; und das Symbol rz, wo zg eine dem Geradenpaare 
auferlegte (a—1)-fache Bedingung ist, soll die Zahl derjenigen Ge- 
radenpaare eines a-stufigen Systems angeben, welche Coincidenzen 
bilden und zugleich die Bedingung ¢ erfiillen. Bei dem Coincidenz- 
Geradenpaare sind die 4 Hauptelemente p, e, g, h vollkommen bestimmt, 
wie beim allgemeinen Geradenpaare, nur dass die beiden Strahlen g 
und h in einem Strahle unendlich nahe liegen, den wir, um weder g 
noch h zu bevorzugen, mit k bezeichnen wollen. Demgemiiss hat die 
Coincidenz folgende einzelne Grundbedingungen: 

P; Po, BP; e, ty, E; 

k, kp, ke, k,, KE. 

Schreiben wir also in allen Formeln des § 3. und § 4. das Symbol tr 
vor jedes Glied, und setzen k statt g und statt h, so erhalt man alle 
Formeln, welche zwischen den Grundbedingungen der Coincidenz be- 
stehen. 

Beispiele: 
tk? =rtk, + tk, 
tpk =tk, + tp’, 
tek =tk, + te, 
tpkp= tk, + tp’, 
tek, = tk, + te’, 
tpek= tk, + tpe? + tp*® = tk, + rpre + re, 
tp®> —tp’e+rtpe?—te=—O0, 
tpk, = tp*k,= tp*ek — tp’e? = tK + tp*k, 
tek, = tek, = tepk —tpe =1tK + tek; 


tpek? = tpk, + tek,+ tp’e?, 

Da die Coincidenz t ein specielles Geradenpaar ist, also doch der 
Definition des Geradenpaars geniigt, so darf eine, auch Coincidenzsym- 
bole enthaltende, fiir das Geradenpaar aufgestellte, allgemeingiiltige 
Formel mit jeder Bedingung z¢ symbolisch multiplicirt werden, wenn 
nur z auch dem Coincidenzsymbole als symbolischer Factor zugeschrie- 

_ ben wird. . 

Um nun die Zahl t der in einem einstufigen Systeme von Geraden- 
paaren vorhandenen Coincidenzen durch die einfachen Grundbedingungen 
des Geradenpaars auszudriicken, suchen wir in einem beliebigen Strahl- 
biischel die Zahl derjenigen Strahlen zu bestimmen, welche sowohl den 
Strahl g wie den Strahl h eines und desselben, in einem einstufigen 
Systeme befindlichen Geradenpaars zu schneiden vermigen. Diese Zahl 
ist nach dem Chasles’schen Correspondenzprincip gleich 


gt+h. 


und: 
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Andererseits setzt sie sich zusammen aus der Zahl 
1) derjenigen Geradenpaare, welche ihren Schnittpunkt in der 
Ebene des Strahlbiischels haben, 
2) derjenigen, welche ihre Schnittebene durch den Scheitel des 
Strahlbiischels schicken, 
3) derjenigen, in welchen die Strahlen g und h unendlich nahe 
liegen, 
also aus p und e und f, ist also gleich: 
7 pte+tr. 
Daraus folgt die Hauptformel: 
I) 1) g+th—p—e=t. 

Diese Hauptformel ist allgemeingiiltig, weil das fiir sie vorausge- 
setzte einstufige System gar keiner Beschriinkung unterlag. Folglich 
erzeugt jede symbolische Multiplication dieser Formel wieder eine allge- 
meingiiltige Formel. Wir wollen nun die Hauptformel derartig symbolisch 
multipliciren, dass dadurch bei t alle méglichen Grundbedingungen der 
Coincidenz auftreten. Es lassen sich jedoch vermége der oben bespro- 
chenen allgemeinen Grundbedingungs-Formeln durch die folgenden 23 
Coincidenzsymbole alle iibrigen ausdriicken: 

tp, te, tk; 
tp’, te*, tpe, tk, tk; 
tp*®, te®, tpte, tpe’, tek,, tpk., tk; 
tp’e’, tpk,, tek,, tK; 
tp®e*, tpK, tek; 
tKpe. 

Wir geben daher in der folgenden Formeltabelle nur diejenigen 
Formeln an, welche aus der Hauptformel durch symbolische Maultipli- 
cation mit den eben aufgezihlten Grundbedingungen entstehen. Die 
dabei etwa erscheinenden reducibeln Grundbedingungen des allgemeinen 
Geradenpaars fiihren wir vermége der Reductionen des § 6. sofort auf 
die irreducibeln Grundbedingungen zuriick. Die rémischen Nummern 
geben die Dimensionen der daran angeschlossenen Formeln an. 


Formel-Tabelle fiir die Coincidenz-Grundbedingungen. 
II) 2) ge + he + p? — pe = tp, 
3) Int hp + ? — pe=te, 
4) gh — p? — e? =—tk (Beitr. § 20., Formel (59)); 
IIT) 5) pge + phe + p® — pre = tp’, 
6) eg, + ehp + e — pe = te’, 
7) gs the +p*+ ec? = rpe (Beitr. § 20,, F. (63)), 
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8) Iph — 9 — p> = thy, 
9) gh — pg. — & =tk,; 

IV) 10) pg. + ph,— G — H— pie = cp’, 
11) eg, +eh, —G— H — p&—re', 


12) pg, + ph.+ pe =tpe, 
13) eg, + eh, + pre = tpe’, 
14) gphp — pe = tek,, 
15) g-h. — pe® = tpk,, 
16) G + 9,h — pg, — egs == tk,; 

V) 17) pG +pH+eG+eH+ 2e'p? = tp’e’, 
18) gshe — eG — ep? = tpk,, 
19) g.hp — pG — ep? = tek,, 
20) Gh — pG —eG =tkK; 


VI) 21) peG + peH = rp*e’, 
22) Gh, — peG@ = tpK, 
23) Gh, — peG@ =rteK; 
VI) 24) Gh, = tKpe. 


Die eben entwickelten 24 Formeln beziehen sich auf allgemeine 
Systeme von Geradenpaaren, und nehmen noch gar keine Riicksicht 
darauf, ob diese Systeme durch Systeme von quadratischen Flaichen er- 
zeugt sind oder nicht. Jetzt aber wollen wir diese Formeln auf die 
speciellen drei- bis siebenstufigen Geradenpaar-Systeme anwenden, 
welche den ein- bis fiinfstufigen Systemen von guadratischen Flachen 
in dem durch die Einleitung festgestellten Sinne angehiren. Dann lassen 
sich die linken Seiten der 24 Formeln vermittelst der Reductionen des 
§ 6. durch die Hauptbedingungen der F’, darstellen. Da nun in den 
niichsten drei Paragraphen die rechten Seiten der 24 Formeln durch die * 
ein- oder mehrfachen Charakteristiken der F’, ausgedriickt werden, so 
erhalten wir durch Substitution aus jenen 24 Formeln eine Reihe von 
.Gleichungen zwischen den Hauptbedingungen, welche die gesuchten ele- 
mentaren Moduln der wesentlichen Haupthedingungen und damit aller 
Paarbedingungen mit vielen Bestiitigungen ergeben. 


§ 8. 
Beschreibung der drei Ausartungen der F,. 


Es handelt sich jetzt darum, die Grundbedingungen der in einem 
Systeme von quadratischen Flichen vorkommenden Geradenpaar-Coinci- 
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denzen durch die Charakteristiken der F’, auszudriicken. Solche Coinci- 
denzen werden von den auf einer F’, liegenden oo? Geradenpaaren tiber- 
haupt nicht gebildet, wenn diese F’, allgemein bleibt, wohl aber in zwei- 
stufiger Mannigfaltigkeit, wenn diese F’, ausartet. Bekanntlich*) kann die 
F’, auf dreierlei Weise ausarten, niimlich in eine Fliiche 6, in eine Fliche 
#, und in eine Fliche «**). Wie die Punkte, Tangenten, Tangential- 
ebenen, Geraden und Geradenpaare auf jeder dieser drei Ausartungen 
o, x, € zu einander liegen, ist aus der folgenden genauen Beschreibung 
ersichtlich. Freilich ist dem Verfasser die genaue Kenntniss iiber die 
Lage - Eigenschaften der auf den Ausartungen liegenden Geradenschaaren 
und Geradenpaare erst im Laufe der Untersuchung allmdhlich erwachsen, 
indem ihm die Uebereinstimmung oder Nicht-Uebereinstimmung mehre- 
rer auf verschiedenen Wegen gewonnenen Resultate fiir die nédimliche 
Anzahl oft unzweifelhafte Riickschliisse auf die Natur der Ausartungen 
erlaubte. Doch wiire eine detaillirte Auseinandersetzung dieser Riick- 
schliisse hier zu weitliufig und dem systematischen Gange der Unter- 
suchung zu hinderlich. Ich ziehe es desshalb vor, die Beschreibung 
der Ausartungen voranzuschicken, und die dann meist auf mehrere Arten 
mdgliche Ableitung der elementaren Moduln folgen zu lassen; und ich 
glaube dies um so eher thun zu diirfen, als die Richtigkeit meiner 
Beschreibung grésstentheils auch a priori eingesehen werden kann. 


I. Die Ausartung o. 


Sie ist eine quadratische Fliche, deren Punkte zwei in eine Ebene 
zusammenfallende Punktfelder bilden. Im Allgemeinen gehért jedem 
Punkte auf 6 als Tangentialebene die eben genannte Ebene von 6 an. 
Es existiren jedoch auf 6 oo! einen Kegelschnitt bildende Punkte, 
welche dadurch vor allen iibrigen Punkten ausgezeichnet sind, dass 
jedem von ihnen co! Tangentialebenen angehéren, und zwar alle die- 
jenigen Ebenen, welche die in ihm den Kegelschnitt beriihrende Tan- 
gente enthalten. Demuach ist auch jede den Kegelschnitt beriihrende 
Ebene eine Tangentialebene, und jede ihn schneidende Gerade eine 
Tangente der ausgearteten Fliche o. 


Die oo' auf einer F, liegenden Geraden werden bei o zu den 
oo' Tangenten des Kegelschnittes. Daher zerfallen die 00? Geradenpaare, 


*) Die drei Ausartungen der F sind zuerst von Zeuthen (Oversigt over 
d, K. D. V. 8. Forh. 1866 und Nouv. Ann. Pd. 27) beschrieben und fiir die Be- 
rechnung der Elementarzahlen der F, verwerthet. 


**) Die Symbole o, x, « fiir die drei Ausartungen habe ich auch in meiner 
Abhandlung ,,Zur Theorie der Charakteristiken“ (Borch. J. Bd. 71) gebraucht. 
Man vergl. dort § 12. bis § 15. 
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welche einer F’, in dem von uns festgestellten Sinne angehiren, bei o 
in zwei Gruppen von je co?: 

1) solche, deren Schnittebene e die Ebene von o, deren Schnitt- 
punkt p ein beliebiger Punkt auf ihr ist, und deren beide 
Strahlen g und h die beiden von diesem Punkte an den 
Kegelschnitt gelegten Tangenten sind; 

2) solche, deren Schnittebene e eine beliebige den Kegelschnitt 
beriihrende Ebene, deren Schnittpunkt p deren Beriihrungs- 
punkt ist, deren beide Strahlen g und h aber in der diesem 
Beriihrungspunkte zugehérigen Kegelschnitt-Tangente ver- 
einigt liegen. 

Jedes der eben unter 2) genannten oo? Geradenpaare bildet also 
eine Coincidenz, deren Strahl k Tangente des Kegelschnitts und deren 
Schnittpunkt p ihr Berihrungspunkt ist, deren Schnittebene e aber 
irgend eine der oo' durch k méglichen Ebenen sein kann. 


II]. Die Ausartung x. 


Sie ist der Ausartung 6 reciprok. Ihre Beschreibung folgt also 
aus der eben gegebenen durch dualistische Uebertragung. 


III. Die Ausartung «. 


Die sich selbst reciproke Ausartung ¢ ist eine quadratische Fiche, 
deren Tangenten zwei‘in einer einzigen Geraden — Hauptgeraden — 
vereinigte Strahlenaxen (specielle lineare Complexe) bilden. Jeder dieser 
Tangenten gehért im Allgemeinen als Beriihrungspunkt ihr Schnitt- 
punkt mit der Hauptgeraden, und als Tangentialebene ihre Schnittebene 
mit der Hauptgeraden an. Es gehen jedoch durch die Hauptgerade 
oo? ausgezeichnete 'Tangenten, welche zwei Strahlenfelder — Haupt- 
ebenen — biiden, und so beschaffen sind, dass jeder von ihnen jeder 
auf ihr liegende Punkt als Beriihrungspunkt angehért; und ausserdem 
gehen durch die Hauptgerade noch oo? ausgezeichnete Tangenten, 
welche zwei Strahlenbiindel — Hauptpunkte — bilden, und die Kigen- 
schaft haben, dass als Tangentialebene zu jeder von ihnen jede durch 
sie gehende Ebene zu betrachten ist. Demgemiiss ist jeder auf einer 
der beiden Hauptebenen liegende Punkt als ein Punkt, und jede durch 
einen der beiden Hauptpunkte gehende Ebene als eine Tangentialebene 
der ausgearteten Fliiche ¢ aufzufassen. 


Die oo! auf einer quadratischen Fliiche liegenden Geraden werden 
bei ¢ zu den oo! Strahlen der 4 Strahlbiischel, welche in den beiden 
Hauptebenen liegen, und die beiden Hauptpunkte zu Scheiteln haben. 
Die oo? Geradenpaare, welche einer F, in dem von uns festgestellten 
Sinne angehdren, zerfallen in drei Gruppen von je oo: 


Mathematische Annalen, X, 22 
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1) solche, deren Schnittebene e eine Hauptebene, deren Schnitt- 
punkt’p ein beliebiger Punkt auf ihr, und deren Strahlen 

g und h die beiden von diesem Punkte nach den Haupt- 

punkten gehenden Geraden sind; 

2) soleche, deren Schnittpunkt p ein Hauptpunkt, deren Schnitt- 
ebene e eine beliebige Ebene durch ihn, und deren Strahlen 
g und h die Schnitte dieser Ebene mit den beiden Haupt- 
ebenen sind; 

3) solche, deren Strahlen g und h in der Hauptgeraden vereinigt 
sind, deren Schnittpunkt p ein beliebiger auf ihr liegender 
Punkt, und deren Schnittebene e eine beliebige durch sie 
gehende Ebene ist. 

Jedes der eben unter 3) genannten co? Geradenpaare repriisentirt, 
wie die folgenden Untersuchungen immerfort bestiitigen, eine in einem 
System von Geradenpaaren zweifach zu rechnende Coincidenz, welche 
die Hauptgerade zum Strahle k, irgend einen Punkt auf ihr zum Schnitt- 
punkt p, und irgend eine Ebene durch sie zur Schnittebene e hat. 


§ 9. 
Die Coincidenzsymbole, ausgedriickt durch die Charakteristiken der /’,. 


Im Anschluss an die eingefiihrte Terminologie bezeichnen wir mit 
o, x, € nicht bloss die Ausartungen selbst, sondern auch beziiglich 
die Anzahl der in einem einstufigen Systeme vorhandenen Ausartungen 
6, *, &; und mit 62, xz, ez, wo z eine a-fache der F’, auferlegte 
Bedingung ist, die Anzahl derjenigen Flachen eines (a-+-1)-stufigen 
Systems, welche die Bedingung 2 erfiillen, und zugleich beziiglich in 
Fliichen o, x, ¢ ausgeartet sind. Bekanntlich*) lisst sich jede der 
Zahlen o, x, € eines einstufigen Systems durch die Zahlen p, v, @ 
desselben Systems ausdriicken vermittelst der Formeln: 
2u—v=6, 
20—v=x, 
2v—u—o=—é, 
welche man leicht erhilt, wenn man vermittelst des Chasles’schen 
Correspondenzprincips bestimmt: 
erstens die Zahl der Punkte einer Geraden, in denen zwei ein und 
derselben Fliche des Systems angehérige Punkte vereinigt liegen, 
zweitens die Zahl der Ebenen eines Ebenenbiischels, in denen zwei 
ein und derselben Fliiche des Systems angehdrige Tangentialebenen 
vereinigt liegen, 


*) Vergl. Zeuthen, Overs. ov. d. K. Selsk. Forh. 1866, und meine Abhand- 
lung in Borch, J. Bd. 71, § 15. 
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drittens die Zahl der Strahlen eines Strahlbiischels, in denen zwei 
ein und derselben Fliche des Systems angehérige Tangenten 
vereinigt liegen. 

Jene Formeln sind allgemeingiiltig, weil das vorausgesetzte System 
keiner Beschrinkung unterliegt, sie kénnen also mit jeder der F’, auf- 
erlegten Bedingung symbolisch multiplicirt werden. 

Wir schreiben nun den drei Ausartungen nicht bloss alle Be- 
dingungen zu,’ welche ihnen als quadratischen Fliichen zukommen, also 
z. B. w, v, @, sondern auch die Bedingungen, welche sie dadurch er- 
fiillen, dass die sie definirenden Gebilde Grundbedingungen erfiillen, wo 
unter definirenden Gebilden bei o der Kegelschnitt, bei x der Kegel, 
bei ¢ das aus einer Geraden, zwei darauf liegenden Punkten und zwei 
hindurchgehenden Ebenen erzeugte Gebilde zu verstehen ist. Hat eine 
soleche Grundbedingung das Symbol z, so soll oz, xz, ez die Zahl der 
quadratischen Fléchen bedeuten, welche beziiglich Ausartungen 6, x, € 
sind, und dabei das die Ausartung definirende Gebilde die Grundbedin- 
gung 2 erfiillen lassen. Wir bezeichnen nun: 

I. fiir einen Kegelschnitt: 
mit m die Bedingung, dass er seine Ebene durch einen Punkt 
schicke , 
mit » die Bedingung, dass er eine Gerade schneide, 
mit r die Bedingung, dass er eine Ebene beriihre; 
Il. fiir einen Kegel: 
mit m die Bedingung, dass er durch einen Punkt gehe, 
mit » die Bedingung, dass er eine Gerade beriihre, 
mit r die Bedingung, dass er seinen Scheitel auf einer Ebene 
besitze ; 
III. fiir ein ¢ definirendes Gebilde: 
mit m die Bedingung, dass es eine seiner beiden Ebenen durch 
einen Punkt schicke, 
mit » die Bedingung, dass er seine Gerade durch eine Gerade 
schicke ; . 
mit x die Bedingung, dass er einen seiner beiden Punkte in 
einer Ebene habe. 

Durch diese Bezeichnungen ist, gemiiss der vorangehenden Vor- 
schrift,. festgestellt, was unter 

om, Gn, Gr, 

xm, “HN, XT, 

EM, EN, EF 
zu verstehen ist. 

Z. B. 
cr bedeutet, dass die F’, eine Ausartung o ist, deren Kegelschnitt eine 

gegebene Ebene beriihrt; 
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en bedeutet, dass die F’, eine Ausartung ¢ ist, deren Hauptgerade eine 
gegebene Gerade schneidet. 

Vergleicht man nun die eben fiir die Ausartungen definirten Be- 
dingungen m, ”, r mit den ihnen zugeschriebenen Bedingungen u, v, @, 
so findet man, bei hinreichender Beachtung der in § 8. ‘gelieferten 
Beschreibung, sehr leicht folgende Beziehungen: 

Uo=2m6; VE=—NO; OC —TG; 
X= MK, VX=NKX; OX —2rx; 
we = me, ve=2nt; OE —Te. 
Die Coefficienten 2 erkliiren sich daraus, dass 
erstens in jedem Punkte der Ebene des Kegelschnitts von 6 zwei 
Punkte, 
zweitens in jeder durch den Scheitel des Kegels von x = 
Ebene zwei Tangentialebenen, 
drittens in jeder Geraden, welche die Gerade des « definirenden 
Gebildes schneidet, zwei Tangenten 
der quadratischen Fiche vereinigt sind. 


Benutzt man jetzt die oben abgeleiteten, nur uw, v, 9 enthaltenden 
Ausdriicke fiir 6, x, ¢, so erhilt man aus den eben zusammengestellten 
9 Gleichungen folgende: 
mo=}u(2u—v); no= v(2u—r); r6= e(2u—); 
mex= w(2e—v); ne=— v(2e—); rx= }e(2e—); 
me= w(2v—u—e); ne=jfv(2v—w—e); re= e(2v—"—¢Q). 

In derselben Weise kann man auch die mehrfachen aus m, n, r 
und 6 oder x oder ¢ bestehenden Symbole durch uw, v, @ ausdriicken. 


Z. B. 

mo =1u3(2u—v); mnreo =tuve(2u—y); 
mr —= tug*(29—%); mrinn = tuve*(2o—); 
mne =huv(2v—u—o); n're = i, vte(2v—u—o). 


Diese Substitutionen werden spiiter sehr viel angewandt werden. 


Wenn wir also nur die in § 7. durch die Hauptbedingungen der F, 
ausgedriickten Coincidenzsymbole durch die, 6 oder x oder ¢ und Potenzen 
von m, », r enthaltenden Symbole ausdriicken kénnen, so haben wir 
unser Ziel erreicht, da letztere soeben von w, v, @ abhiingig darge- 
stellt sind, 

Die folgende Formeltabelle enthiilt nun die 20 Coincidenzsymbole, 
welche die rechten Seiten der letzten 20 Formeln des § 7. bilden, aus- 
gedriickt durch 6, x, &, m,n, 7. Dabhei ist also unter tz die Be- 
dingung zu verstehen, welche eine F’, dadurch erfiillt, dass eins ihrer 
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Geradenpaare eine Coincidenz bildet, und dabei die Bedingung z befriedigt. 
Jede Formel triigt die arabische Nummer, mit welcher in § 7. die das- 
selbe Coincidenzsymbol enthaltende ormel bezeichnet ist. Die rémischen 
Nummern geben die Stufen der vorausgesetzten Flichensysteme an. 
Bei jeder Formel ist der Beweis kurz angedeutet. Von den sich dua- 
listisch entsprechenden Ausartungen 6 und x brauchte in den Beweisen 
nur die eine behandelt zu werden; es ist o gewahlt. Fiir die Beweise 
ist namentlich zu beachten, dune, gemiiss der ainng im § 8., 
das Symbol rz 
I. bei 6 nur dann erfiillt werden kann, wenn z die Bedingung e im- 
plicite enthilt, weil eine auf ¢ liegende Coincidenz noch unend- 
lich viele Schnittebenen e haben kann, wenn auch o, der Schnitt- 
punkt p und der Coincidenzstrahl & vollkommen bestimmt sind; 
II. bei x nur dann erfiillt werden kann, wenn z die Bedingung p 
implicite enthialt; 
III. bei ¢ nur dann erfiillt werden kann, wenn ¢z die Bedingung pe 
implicite enthilt. 

Ferner sind bei den Beweisen der Formeln einige auf Kegelschnitte 
beziigliche Moduln angewandt, welche wir voranschicken. Dieselben 
sind wohl schon von Chasles bei der Bestimmung der Elementarzahlen 
der Kegelschnitte im Raume (Comptes rendus 1867) benutzt. Man 
erhiilt diese Moduln leicht durch das Princip der speciellen Lage. 
Einige sind specielle Fille von Resultaten meiner Beitr. Die Symbole 
m, n, r bedeuten, wie oben, die Grundbedingungen des Kegelschnitts. 

1. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine Ebene so schneidet, 
dass eine der beiden in den Schnittpunkten beriihrenden Tangenten 
eine Gerade schneidet, hat den Modul: 


n+r. 
. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt durch einen gegebenen Punkt 
geht, hat den Modul: 


mn — 2m? (Beitr. p. 33, zu 8). 
Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Ebene so be- 


riihrt, dass der Schnittpunkt in einer auf der Ebene gegebenen 
Geraden liegt, hat den Modul: 


fur. 
Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine einem gegebenen Strahl- 
biischel angehérige Gerade beriihrt, hat den Modul: 
mr (Beitr. p. 33, zu 6), b). 
5. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Ebene in einem 
gegebenen Punkte beriihrt, hat den Modul: 
4(mn—2m*)r = 4mnr — mr, 
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6. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade beriihrt, 
hat den Modul: 


m?y — 2m* (Beitr. p. 33, zu 6), c). 


7. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade in 
einem gegebenen Punkte beriihrt, hat den Modul: 


4m?nr — mn — mir. 


Tabelle der Formeln fiir die Darstellung der Coincidenz- 
symbole durch die Symbole der Ausartungen 6G, x, é«. 


I) 5) tp? = 2x 
6) te? = 26. Durch die Gerade der Bedingung e? gehen zwei 


Beriihrungsebenen an den Kegelschnitt, deren jede eine 
Coincidenz bestimmt. 


7) tpe=26+2x+2¢. Bei o schneidet die Ebene der Be- 
dingung p den Kegelschnitt in zwei Punkten, deren jeder 
den Schnittpunkt einer Coincidenz bestimmt; Strahl k ist 
die zugehérige Tangente, Schnittebene e die durch & und 
den Punkt der Bedingung e bestimmte Ebene. Bei «¢ ist 
die Hauptgerade Strahl & zu zwei zusammenfallenden Coin- 
cidenzen, deren Schnittpunkt dann durch die Ebene von p, 
und deren Schnittebene durch den Punkt von e bestimmt 
wird (vergl. die Beschreibung in § 8.). 

8) tk, = 0. 

9) the = 0. 

II) 10) tp* = mx. 


11) tre? ro. Jedes 6, dessen Kegelschnitt die Ebene der Be- 
dingung e* beriihrt, bestimmt eine Coincidenz. 

12) trp’e = no + (m+n)x+ 2ne. Jedes 6, dessen Kegelschnitt 
die Gerade der Bedingung p* schneidet, bestimmt eine Coin- 
cidenz, deren Schnittebene durch den Punkt der Bedingung 
e geht. Jedes ¢, dessen Hauptgerade die Gerade von p? 
schneidet, giebt zwei zusammenfallende Coincidenzen. 

13) trpe? = (n+r)o+nx+2ne. Jedes 6, dessen Kegelschnitt 
die Ebene von p so schneidet, dass eine der beiden Schnitt- 


punkt-Tangenten die Gerade von e schneidet, giebt eine 
Coincidenz. 


14) tek, =2me. Durch den Punkt von k, gehen m Kegelschniti- 
Ebenen von Ausartungen 6, und an jeden Kegelschnitt gehen 
von diesem Punkte aus zwei Tangenten, deren jede mit dem 
Punkte von e eine Coincidenz bestimmt. 
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15) tpk, = 2rx. 
16) tk, =0. 


IIT) 17) rp?e’=tp%e+rtpe>—(mn—2m?+ }ur)6+(rn—2r?+ 4 mn)x+2n’7e. 
Bei 6 erhilt man eine Coincidenz, wenn der Kegelschnitt 
durch den Punkt der Bedingung p*e geht, ferner, wenn der 
Kegelschnitt die Ebene von e*p in einem Punkte der Geraden 
von e*p beriihrt. « liefert zwei zusammenfallende Coinci- 
denzen, wenn die Hauptgerade die beiden Geraden der Be- 
dingung pe? schneidet. 

18) tpk, = mrx. 

19) trek, =mro. Jedes 6, dessen Kegelschnitt einen Strahl des 
Biischels von k, beriihrt, liefert mit dem Punkte von e eine 
Coincidenz. 

20) rK =0. 


IV) 21) rp'e?—=(4mnr—m'r)o+(4mnr—mr’)x-+2-(fn3)e. Jedes 
6, dessen Kegelschnitt die Ebene von p*c? in dem Punkte 
von pe? beriihrt, giebt eine Coincidenz. « liefert zwei zu- 
sammenfallende Coincidenzen, wenn die Hauptgerade durch 
den Punkt von p*e? geht, und dabei in der Ebene von p*c? 
liegt, d. h. einem Strahlbiischel angehért. Bekanutlich ist 
aber die Zahl der einem Strahlbiischel angehérigen Geraden 
gleich der Hdlfte der Zahl der drei Gerade schneidenden 
Geraden. 

22) tp K = (r?m—2r*)x. 

23) treK = (m?r—2m*)o. Jedes o, dessen Kegelschnitt den 
Strahl von K beriihrt, liefert mit dem Punkte von e eine 
Coincidenz. 


~V~) 24) tKpe=(4m? nr—m'n—mir) 6 +(472nm—rn—rm) x+2- (fe. 
Bei 6 erhilt man eine Coincidenz, wenn der Kegelschnitt 
den Strahl der Bedingung K in dem Punkte beriihrt, wo 
die Ebene von p schneidet. Bei ¢ entstehen zwei zusammen- 
fallende Coincidenzen, wenn die Hauptgerade der Strahl K 
ist. Nun ist aber die Zahl der ¢, deren Hauptgerade ge- 
geben ist, halb so gross, als die Zahl der ¢, deren Haupt- 
gerade 4 Strahlen schneidet. 
Benutzt man jetzt die oben angegebenen Beziehungen, welche die 
Symbole 
mnerég, meniréx, m nerds 
durch w, v und @ ausdriicken, so erhilt man aus den vorstehenden 
24 Formeln die Symbole tz ausgedriickt durch die Charakteristiken 
der F,. 
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. § 10. 
Ableitung der elementaren Moduln der Paarbedingungen. der F,. 
Wir ersetzen jetzt die linken Seiten der 20 letzten Formeln des 
§ 7. durch die Hauptbedingungen der F,, so wie es § 6. lehrt, und die 
rechten Seiten durch die Charakteristiken der F,, so wie es § 9. lehrt. 
Dann erhalten wir die hier mit den Nummern von § 7. und § 9. 


zusammengestellten Gleichungen, in denen, der Deytlichkeit wegen, 
jedes aus 


6, *,& 
entstandene 


(2u—v), (2e—v), @v—p—e) 
in Klammer gesetzt ist. 
I) 5) 4e—2v = (2e—yr) -2, 
6) 4u — 2v = (2u—y) -2, 
7) 2u+ 29 = (2u—v) - 2+ (2e—v)- 2+ (2v—p—g@) - 2, 
8) 4u— 2u — 2p =0, 
9) 4e—2e—2e=0; 
Il) 10) 26 — 2y’ = (29— v)n, 
11)e2d — 2y = (2u—v)@, 
12) 26+ 2y = 2u—v)v+ 2e—»)(v+u)+(2v—w—9Q)-2- hv, 
13) 20 + 2 = (2u—v)(v-+@)+ (29 —v)v-+(2v—pw—9)-2: fv, 
14) 2u?— 2y' = (2u—v)p, 
15) 29°— 2y = (2e—)e, 
16) 26- 6—d=0; 
Til) 17) 4x4 4w = (2u—v) (Luv—4u?+4vQ) 
+ (2e—) (ser—$e?+4rp4) 
+ (2v—u—e) -2- 40’, 
18) ed — x — 2w = (29—v) - hue, 
19) wd — x — 2w = (2u—v)- uo, 
20) 2a2—-2—az2 =0; 
IV) 21) 2y = (2u—v) ({uve—tu’e) 
+ 2e—») (tuve—tuo’) 
+ (2v—w—@)-2-}- 4, 
22) ox — y = (2e—v) (f{ue’— fo’), 
23) wx — y = (2u—v) (tw e—}p'); 
V) 24) 2 = (2u—v) (Lu? ve—j}u v— tu%9) 
+ (2e—v) (fuve?—tve>—iuo’) 
+ (2v—w—e)-2-4- ahr. 
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich endlich mit vielen Bestéti- 


gungen die elementaren Moduln der 7 wesentlichen Hauptbedingungen 
(§ 6. am Schluss): 


Y> Y’; é, %,W,Y, &. 
Man erhilt zunichst mehrere Male: 


1) y = }7@Q, 
2) ‘== $vp, 
3) d =e, 


4) = 4(2—3v?u—3v?e+3vu>+2vue+ 3vgQ?—2y>— 29')*), 
5) w= }(—2r+30?4+3v? 9 —3vu?—3ve?+ 2u°+2¢'). 

Fiir y findet man aus den 3 Gleichungen 21), 22), 23) der obigen 
Tabelle drei verschiedene elementare Moduln, nimlich: 
6)a) y= 7 (2v*-v>u—v? 9—4v?u90+ 6 vy? e+6vuo*—4u%o—4u 0%), 
6)b) y= £2 r°9—3r7we—3v°9?+3vu79+3 yug?+2 9-2 ue —2 U9"), 
6)e) y= £2 v8 —3v2u>—3 v9 +2vu>+3vu79+3 vug?—2 Wo —2 U9"). 

Jede der beiden letzten Formeln ist nicht sich selbst reciprok. 
* Man erhiilt aus ihnen eine sich selbst reciproke Formel, wenn man sie 
addirt, und die erhaltene Formel durch zwei dividirt. Dann kommt: 
6)d) y= }(2v5u4+2r39—3v* nu? —6r° un 9 —3r°9? + 2vyu3-+ Grp o 

+ Gvug’ + 29 — 489 — 4uQ"). 

Kiir die fiinffache Bedingung z giebt Gleichung 24) den Modul: 

1) = 4 (2v°— v4 u—v'942r?2w—2v? wu e—2v? yu e?+2r* o'—4 vu 
+ 6rute + 6vuo® — 40! — 4ute — 4ue'). 

Die Vergleichung der drei fiir y erhaltenen elementaren Moduln 
fiihrt zu den schon in der Kinleitung erwahnten beiden Relationen 
zwischen den vierfachen Charakteristiken der F,. Wir erhalten die- 
selben in einer solchen Form, dass durch dualistische Uebertragung jede 
Formel in sich selbst iibergeht, wenn wir erstens die beiden in 6 b) 


und 6 c) angegebenen Moduln fiir y einander gleichsetzen, und wenn 
wir zweitens die beiden mit 6a) und 6d) bezeichneten Moduln fiir 


y vergleichen. Dann kommt: 

8) 2r3u — 2v39 — 3r?u? + 37°29? + 2vu) — 2vQ° — 0, 

9) 2v'—5v5u—5v39+ 6 v2 u2+ 8 v2n e+ 6? o?—4 yu 6 vu" 9 —6v ug? 
— 4vQ° + 4u%o + dug? = 0. 





*) Dieser Modul ist zuerst nicht von mir, sondern von meinem Schiiler 
Adolf Hurwitz in Hildesheim, und zwar durch Induction aufgefunden. Der von 
Hurwitz spiter gelieferte Beweis fiir seinen Modul folgt hier in § 12. 
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Auf diese beiden wichtigen Relationen werden wir in § 15. zuriick- 
kommen. 

Aus den eben abgeleiteten elementaren Moduln der wesentlichen 
Hauptbedingungen erhilt man nun durch die Reductionen des § 6. 
die elementaren Moduln der stimmtlichen Paarbedingungen. 


Beispiele. 
Fiir die Paarbedingungen, welche aus den Grundhedingungen: 


Ishe, preg, peghe, gshs 
des Geradenpaars hervorgehen, ergeben sich vermittelst der Formeln 
23), 30), 31), 32) in § 6. als elementare Moduln beziiglich: 


Ho", 
ve-+vo+ ue, 
4(2v°—3v?u—3v?9+3vy'?+4vu0+3ve?—2u'+4u 9’ — 20°), 
$(2v8u-+ 2v59—3 vu?— 6 vu @— 3v29?+- 3vu*+ Sv u?o+5 vu g?+ 3 v9% 
— 2ut — 2u%e — 2uQ* — 20‘). 


Die Moduln der Paarbedingungen kénnen natiirlich auf mehrere 
Arten in die gewihnliche Terminologie iibersetet werden (vergl. Beitriige § 9., 
p. 30). Beispielsweise kleiden wir hier das zweite und vierte der eben 
angegebenen 4 Resultate in Worte: 


»ln jedem zweistufigen Systeme von quadratischen Flaichen mit 
den Charakteristiken 


v’, Vu, YO, W*, HO, @ 
giebt es oo! Flichen, von denen jede eine gegebene Gerade so schneidet, 
dass die einem Schnittpunkte angehérige Tangentialebene durch einen 
gegebenen Punkt geht. In jeder dieser Wlichen legen zwei Gerade, 
welche in dem eben genannten Punkte ihren Schnittpunkt, und in 


der eben genannten Tangentialebene ihre Schnittebene haben. Die so 
entstehenden oo' Geraden bilden eine Regelfliiche vom Grade: 


vu+ve+tugo.“ 


»ln jedem vierstufigen Systeme von F’, giebt es co’ Flichen, welche 
einen Strahl eines gegebenen Strahlbiischels enthalten. Auf jeder dieser 
Flachen wihle man diejenige Regelschaar aus, welcher jener Strahl 
des Strahlbiischels nicht angehért. Die oo'- oo? Geraden der so ent- 
stehenden Regelschaaren bilden einen Complex vom Grade: 


t= f(2v°5 4+ 2% 9—3v? w’— 6 vr? woe—3v?o?+-3vu*+ 5vu?e+5vug* 
+3vQ —2ut— 2u*e—2u Q?—29').% 
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An den zuletzt erwahnten Modul kniipfen wir folgende Bemerkung. 
Ks ist naheliegend, diesen Modul mit dem Modul der zusammengesetzten 
Hauptbedingung 

dd = pe: Ho = We? 
zu vergleichen. Letzterer giebt die Zahl derjenigen Flichen, welche 
aus jedem von zwei gegebenen Strahlbiischeln einen Strahl enthalten. 
Diese Zahl setzt sich aber aus zwei Zahlen zusammen, nimlich: 
erstens aus der eben abgeleiteten Zahl ¢, fiir welche die beiden 
Strahlen der beiden Strahlbiischel verschiedenen Regelschaaren 
angehoren sollen, 
zweitens aus der Zahl, fiir welche die beiden Strahlen der beiden 
Strahlbiischel ein und derselben Regelschaar angehéren sollen. 

Subtrahirt man also von u?o9? den Modul ¢, so erhélt man den 
Modul der vierfachen Bedingung, welche verlangt, dass eine F’, von 
zwei gegebenen Strahlbiischeln zwei ein und derselben Regelschaar 
angehérige Gerade enthalte. Z. B. erhalt man bei dem Systeme der 
durch 5 gegebene Punkte gehenden Flichen im ersten Falle die Zahl 
t=5, im zweiten Falle die Zahl w*?9?—t—4; ferner bei dem Systeme 
der, zwei sich schneidende Gerade enthaltenden Flaichen im ersten Falle 
die Zahl ¢ = 0, im zweiten Falle die Zahl u29?—t—4. Das Resultat 
¢= 0 im zweiten Beispiele kann auch leicht rein geometrisch einge- 
sehen werden. 

Die vorstehende Bemerkung fiihrt auf den Gedanken, von den 
auf einer F’, liegenden Geraden auch je zwei ein und derselben Regel- 
schaar angehdrige Gerade einander zuzuordnen, den so entstehenden 
allgemeinen Strahlenpaaren alle méglichen Grundbedingungen aufzu- 
erlegen, und von den daraus fiir die Flache erwachsenden Bedingungen 
die elementaren Moduln abzuleiten. Unter diesen wiirden wir dann 
nicht bloss den eben besprochenen u*?o9? — ¢, sondern auch manche 
andere oben abgeleitete Moduln antreffen. Bei einer solchen der vor- 
liegenden parallelen Untersuchung wiirden die Erérterungen des § 18. 
meiner Beitr. zur Anwendung kommen miissen. 

Es ist wohl kaum néthig, darauf hinzuweisen, wie die erledigte 
Charakteristikentheorie des Punktes, der Ebene und des Strahls (vergl. 
Beitr. § 30.) uns in den Stand setzt, aus den Moduln der Paarbedingungen 
die Moduln auch noch vieler anderer abgeleiteter Bedingungen herzustellen. 
Hierfiir lassen wir zwei beliebig ausgewihlte Beispiele folgen. 

»Die Zahl derjenigen F, eines beliebigen dreistufigen Systems, 
welche zwei durch zwei gegebene Punkte gehende Gerade so enthalten, 
dass sie sich schneiden, und ihr Schnittpunkt auf einer gegebenen 
Fliiche a'*' Ordnung liegt, erhalt man aus 


PInty = UO + 2, 
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wenn man in 
a (ud+2) 
fiir d und x die oben berechneten Moduln einsetzt.“ 


»Die Anzahl derjenigen F’, eines beliebigen vierstufigen Systems, 
_welche zwei, verschiedenen Regelschaaren angehérige Gerade enthalten, 
von denen die eine in einer Congruenz vom Feldgrade a und vom 
Biindelgrade a’, die andere in einer Congruenz vom Feldgrade 6 und 
vom Biindelgrade b' so liegt, dass der Schnittpunkt ein einfacher 
Schnittpunkt einer der oo' auf einer gegebenen allgemeinen Fiche 
ne Ordnung liegenden dreifachen Tangenten wird, bestimmt sich aus: 


cp - (@ge+ a gp) (Dhe+0 hp) ; 
= cab(pgch.) + ca’b(p? gph.) + cab'(p gehy) + cab’ (p* gphy) 
= ca'b(ex) + ca¥'(92) + ca’d' (ux+er), 
weun fiir x der oben berechnete Modul von Hurwitz substituirt und 
c = 4n(nm —4)(n —5) (mn —6) (n®+- 3n? —2n — 12) 


(vergl. Beitr. § 27., p. 101 und Gott. Nachr. Februar 1875, p. 95) 
gesetzt wird.“ 


§ 11. 
Anwendung der gefundenen Moduln auf Kegelschnitte. 


Die gefundenen Moduln gelten fiir jede F',, also auch fiir die in 
Flichen 6, x, € (vergl. § 8. und § 9.) ausgeurteten F,. Wenden wir 
nun die Moduln auf die Ausartung 6 an, so ergeben sich wegen der 
Beziehung, welche 6 zu dem Kegelschnitt hat, Moduln und Relationen 
fiir den Kegelschnitt im Raume. Analog giebt die Anwendung auf 
x Resultate fiir den Kegel, und die Anwendung auf « Resultate fiir 
das Gebilde, welche aus einer Geraden, zwei daraufliegenden Punkten 
und zwei hindurchgehenden Ebenen besteht. Es wird geniigen, die 
Moduln der 7 wesentlichen Hauptbedingungen auf 6 und ¢ anzuwenden. 
Dabei haben wir die in § 9. erérterten Beziehungen 


UG=2m6, vVO=—=N6, EC —716, 
we =me, ve =2ne, OF —TE 


zu beachten, in denen m, n, r wie in § 9. die einfachen Grundbedin- 
gungen des Kegelschnitts im Raume resp. des ¢ definirenden Gebildes 
bedeuten. Namentlich werden wir nun im Folgenden hervorheben, 
auf welche Weise die 7 wesentlichen Hauptbedingungen von den Aus- 
artungen o und « erfiillt werden; was der Verfasser bisweilen erst 
a posteriori erschlossen hat. 
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& Anwendung auf 6. 


1) cy =}ovg—jonr. Dies ist das bekannte (Gott. Machr. 
Mai 1874, p. 280), auch schon in § 9. vor der Formeltabelle erwahnte 
Resultat, dass fiir den Kegelschnitt im Raume die Bedingung, eine 


Ebene in einem Punkte einer auf ihr gegebenen Geraden zu beriihren, 
den Modul }nr hat. 


2) gy =hovu—omn. y' wird von 6 in zwei Fillen erfillt, 
erstens einmal, wenn der Kegelschnitt durch den Punkt der Bedin- 
gung y’ geht, zweitens zweimal, wenn die Kegelschnittebene durch die 
Gerade der Bedingung y’ geht. In der That ist 


Smn = 6 (mn—2m?) + 6 (2m?) 


3) 6d = 6ue =2e6mr. Wir erkennen hieraus, dass bei o die 
Flichenbedingung 0, eine Gerade eines gegebenen Strahlbiischels zu 
enthalten, zweimal von jedem Kegelschnitt erfiillt wird, welcher einen 
Strahl dieses Strahlbiischels beriihrt. Jede Tangente des Kegelschnitts 
ist also zweimal eine auf der F'liche o liegende Gerade. 

4) ox = 6 (fn®—3n'rt fnrr—i1r—Zn?m+nrm+3nm2—4m!), 
Nun wird aber x von 6, und zwar, wie wir aus Nr. 3) sehen, zwei- 
mal dadurch erfiillt, dass der Kegelschnitt die Gerade der Bedingung 
« beriihrt. Der Modul der Bedingung, eine Gerade zu beriihren, ist 
fiir den Kegelschnitt im Raume (specieller Fall von Formel 6) c) auf 
p- 33 meiner Beitr.). 

mr — 2m. 

Alsc muss seiu: 
2m? r— 4m = fn —in?r+ jnr?— 4 —gn?m+nrm+3nm — 4m. 

Dies giebt keine Identitiit, sondern eine Relation zwischen den 
dreifachen Charakteristiken des Kegelschnitts xm Raume, niimlich: 
2n? — 3n?r + 3nr? — 2r* — 6mn? + 4mnr + 12m? n — 8m?r = 0. 

Die Function von n, r, m, welche hier gleich Null gesetzt ist, 
bezeichnen wir der Kiirze wegen mit dem Buchstaben R. Multiplicirt 
man die Relation R—0 mit m® symbolisch, d. h. betrachtet man 
die Kegelschnittebene als fest, so erhilt man die Cremona-Halphen’- 
‘sche Formel 11) auf p. 406 des Clebsch-Lindemann’schen Werkes 
(I. Bd. 1. Th.). Auf diese und die iibrigen Relationen zwischen den 
Charakteristiken des Kegelschnitts im Rawme kommen wir in § 14. 
zuriick. . 

5) ow. Die Bedingung w wird von 6 einmal dadurch erfiillt, 
dass der Kegelschnitt die Ebene der Bedingung w in ihrem Punkte be- 
riihrt, und zweimal dadurch, dass die Kegelschnittebene die Ebene von 


w ist. Daher erhalten wir aus dem Modul von w fiir den Kegelschnitt 
die Gleichung: 
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4r(mn—2m?) + 2- m3 = — fn} + ante — jnr? + jr 
+ fn?m-— jnm? + 2m, 
welche die Relation R = 0 noch einmal liefert. 

6) sy. Die Bedingung y wird von o zweimal dadurch erfiillt, 
dass der Kegelschnitt die Gerade der Bedingung y in dem Punkte 
derselben beriihrt, und auch zweimal dadurch, dass der Kegelschnitt 
in der Ebene von ¥ liegt, und dabei die Gerade von y beriihrt. Man 
erhalt also aus den in § 10. mit 6) a), 6) b), 6) ¢) bezeichneten Mo- 
duln die drei Gleichungen: 

a) 2(fm?nr—mn—m'r) + 2m r 

= 7); (2n'— n5v—2 mn *—8 mn’ + 12 mnr?—8 mr*+ 24m2n xr — 32 mr) 
b) 2(4m? nr — min — mr) + 2m r 

= 4 (2n*r—3n*r?+ 2nr>— 6 mn?r + 6mn r>— 4 mr? 12 marr — 16 mr) 
c) 2(4m?nr— min — mr) + 2m r 

=} (4mn®—6mn?r+ 6mnr?— 4mr3— 12m? n? + 12m? nr+ 16m? n 

—16m*r). 

Diese 3 Gleichungen geben die folgenden Relationen zwischen den 
vierfachen Charakteristiken des Kegelschnitts im Raume: 

a) 2nt— nir — 2mn* — 8mn?r + 12mnr? — 8mr* + 8mur 
+ 32mn — 32m r = 0 

b) 2n3r — 3n?r? + 2nr? — Omn?r + Omnr? — 4mr + 8m2nr 
+ 8m'n — 16m°r = 0 

c) 2mn® — 3mn?r + 3mnr? — 2mr* — 6m? n? + 4m? nr 
+ 12m'n — 8m>r = 0. 

Die letzte Relation ist nichts anderes, als die mit m symbolisch 
multiplicirte, oben unter 4) abgeleitete Relation 

R=0. 


7) oz. Die Bedingung z wird bei 6 4mal dadurth erfiillt, dass der 
Kegelschnitt in der Ebene der Bedingung z liegt, und dabei die beiden 
Geraden von z beriihrt. Daher liefert der Modul von z folgende Re- 
lation zwischen den fiinffachen Charakteristiken des Kegelschnitts im 
Raume: : 


4m'r? = 1, (2° —n' r+ 2n?73 —4nrt—2mn'—4mn?r? + 1l2mnrs 
—8mr'—8m'n?r+ 16m n?+ 48m nr). 


Niheres iiber die Relationen zwischen den Charakteristiken folgt 
in § 14. 
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Il. Anwendung auf ¢. 


Wir begniigen uns hier damit, anzugeben, auf welche Weise die 
Ausartung ¢ die 7 wesentlichen Hauptbedingungen erfiillt. 

1) y wird von «¢ erfillt, einmal, wenn ein Hauptpunkt auf der 
Geraden von y liegt, und zweimal, wenn die Hauptgerade in der Ebene 
von y liegt. 

2) y’ wird von ¢ erfiillt, einmal, wenn eine Hauptebene durch die 
Gerade von y’ geht, und zweimal, wenn die Hauptgerade durch den 
Punkt von y’ geht. | 

3) 0 wird von « erfiillt, wenn eine Hauptebene durch den Punkt 
von 0 geht, wiihrend ein Hauptpunkt in der Ebene von 0 liegt. 

4) x wird von ¢ erfiillt, wenn die Gerade von x in einem der 4 
Strahlbiischel liegt, welche die Hauptpunkte zu Scheiteln und die Haupt- 
ebenen zu Ebenen haben. 

5) w wird von ¢ in drei Fallen erfiillt, erstens, wenn eine Haupt- 
ebene die Ebene von w ist, zweitens, wenn ein Hauptpunkt der Punkt 
von w ist, und drittens, wenn die Hauptgerade in der Ebene von w 
liegt und dabei durch den Punkt von w geht. 

6) y wird von ¢ in drei Fiillen erfiillt, erstens, wenn eine Haupt- 
ebene die Ebene von y ist, wihrend ein Hauptpunkt auf der Geraden 
von y liegt, zweitens, wenn ein Hauptpunkt der Punkt von y ist, wihrend 
eine Hauptebene durch die Gerade von y geht, und drittens viermal, 
wenn die Hauptgerade die Gerade von y ist. 

7) 2 wird von é¢ erfiillt, erstens, wenn eine Hauptebene die Ebene 
von gz ist, wahrend die beiden Hauptpunkte auf den beiden Geraden 
von 2 liegen, und zweitens, wenn ein Hauptpunkt der Punkt von z ist, 
wihrend die beiden Hauptebenen durch die beiden Geraden von z gehen. 


g 12. 


Bestitigung der gefundenen Moduln durch das Princip der speciellen 
Lage. 


Die grosse Fruchtbarkeit des Princips der speciellen Lage (Beitr. § 7.) 
bei der Lésung der Probleme der abzihlenden Geometrie habe ich schon 
durch meine Beitr. vielfach nachgewiesen. Auch bei der vorliegenden 
Untersuchung hat mir dieses Princip viele Bestitigungen geliefert. Die 
a priori vielleicht schwierig zu bestimmenden Multiplicitdten konnten wegen 
der grossen Zahl der méglichen Verificationen immer auch a posteriori er- 
kannt werden. Ich lasse hier von der Anwendung des Princips der 
speciellen Lage auf die Fragen der vorliegenden Abhandlung zunichst 
einige Beispiele folgen, in denen die Bedingung w oder @ mit gewissen 
Hauptbedingungen zusammengesetzt wird. Dabei sind, der Kiirze wegen, 
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Coefficienten, welche eigentlich a posteriori erkannt sind, bisweilen so 
angegeben, als wenn sie von vornherein bekannt wiiren. 


1) wp. Die beiden Punkte zweier Bedingungen u werden unend- 
lich nahe gelegt. Dann wird wu erstens von jeder Fiche erfiillt, 
welche die Verbindungsgerade der beiden unendlich nahen Punkte in 
der Coincidenzstelle beriihrt, zweitens von jeder Ausartung 6, welche 
ihre Ebene durch den Coincidenzpunkt schickt, also: 


w= mo + y = fu(2u—v) + fur. 


2) wv. Der Punkt von u wird auf die Gerade von v gelegt. Dann 
wird wv von jeder Fliche erfillt, welche die Gerade von vy in dem 
Punkte von w beriihrt, und zwar zweimal, da 


pv =2y’. 

3) we. Der Punkt von uw wird in die Ebene von @ gelegt. Dann 
wird we von jeder Fiche erfiillt, welche die Ebene von @ so beriihrt, 
dass eine der beiden der Beriihrung angehérigen Geraden durch den 
Punkt von w geht, mit andern Worten, von jeder Fliiche, die @ erfiillt. 
Wir fanden in der That: 

d=—po. 

4) wy. Der Punkt von mw wird in die Gerade der Bedingung y 
gelegt. Dann wird wy erstens eiimal von jeder F'liiche erfiillt, welche 
diese Gerade enthalt, und zweitens zweimal von jeder Fliiche, welche 
die Ebene von y in dem Punkte von wu beriihrt. Also ist: 


py =x2-+ Qw. 


In der That giebt die Substitution der Moduln von y, 2, w in 
diese Formel eine Identitiit. 


5a) wy’. Der Punkt von mw wird in die Gerade der Bedingung 
y gelegt. Dann wird wy’ erstens einmal von jeder Fliche erfiillt, 
welche diese Gerade enthilt, zweitens zweimal von jeder Ausartung 6, 
welche ihre Ebene durch diese Gerade schickt, und drittens einmal von 
jeder Ausartung ¢, deren eine Hauptebene diese Gerade enthilt. Be- 
zeichnet man also fiir das ¢ definirende Gebilde mit « die Bedingung, 
dass eine der beiden Hauptebenen durch eine Gerade geht, so ist: 


ey = 2+ 2m'?o+ ue. 
5b) ey. Bezeichnet man bei ¢ mit uw’ die Bedingung, dass einer 


der beiden Hauptpunkte in einer Geraden liegt, so erhilt man aus 5 a) 
durch dualistische Uebertragung: 


oy=—2e2+2rxtwe. 


Nun ist aber bei ¢ das Symbol «+ w’ durch die Grundbedingungen 
m, , r ausdriickbar. Denn nach dem vorigen § (II., 1) und 2)) ist: 
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ye =we+t2ne 


und ~ 


yesue + 2me, 


wo m, und m, bedeuten, dass die Hauptgerade in einer Ebene liegen 
resp. durch einen Punkt gehen soll; ferner ist: 


NeE + Me = Ne. 
Wir erhalten also: 
uetwe=—mne+rne — 2n?e. 


Dieses Resultat konnte auch aus des Verfassers Formeln im II. - 
Abschnitt seiner Beitr. gewonnen werden [p. 33, F. 9) a) und 10) a) 
fiir a = 2] (vergl. den unten folgenden Beweis von Hurwitz). 

Addirt man nun die fiir wy’ und gy oben angegebenen Formeln, 
und benutzt dann die eben abgeleitete Formel fiir we + w’e, so er- 
hilt man: 


uy + oy = 2x + 2mo + 2r?x% + (mn+rn—2n?)Je. 
Die Substitution der fiir y, y’, « gefundenen Moduln, und die 


Einfiihrung der Charakteristiken fiir die Ausartungssymbole, macht diese 
Gleichung zu einer bestiitigenden Identitat. 


6) a) wy. Der Punkt von w wird in die Ebene von y gelegt. 
Dann wird wy erstens einmal von jeder Fliche erfiillt, welche die Ge- 
rade von y und die Verbindungsgerade des Punktes von w mit dem 
Punkte von y enthilt, zweitens zweimal von jeder Ausartung 6, deren 
Kegelschnittebene die Ebene von y ist, und deren Kegelschnitt die 
Gerade von y beriihrt, drittens von jeder Ausartung ¢, deren eine 
Hauptebene die Ebene von y ist, wihrend ein Hauptpunkt auf der Ge- 
raden von y liegt (§ 11., II, 6). Bezeichnet man also bei ¢ mit v die 
Bedingung, dass eine Hauptebene gegeben ist, und ein Hauptpunkt auf 
einer in dieser Ebene gegebenen Geraden liegt, sowie mit v’ die reciproke 
Bedingung, so hat man: 


wy = 2+ 2om'r + ev 

oy = 2+ 2umr- ev. 
Nun ist aber nach § 11., I, Nr. 6, 

ey =evtev’t4-e-jfnt. 


Bei Benutzung dieser Gleichung erhilt man also durch Addition 
der beiden reciproken Formeln fiir wy und ey: 


uy + oy = 22 + 2om'r + 2umr + &(y—2n'). 
Nach Einsetzung der Moduln fiir y und fiir die Ausartungssymbole 
erhalt man aus dieser Gleichung fiir z folgenden elementaren Modul: 


und reciprok: 


Mathematische Annalen. X. 23 
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a= (— 2v°+ 9vt n+ 9v' o— 12 vu? — 16 we — 123924 10 2 n? 
+10? u? 0+ 10v?u o?+ 10r? 9? —4vu'— 2vu*o—2vuQ* 

—4yvo"'). 
Dieser Modul fiir z ist von dem in § 10. abgeleiteten verschieden. 
Beide Moduln hiingen zusammen durch die zwischen den fiinffachen 


Charakteristiken bestehenden Relationen, welche in § 15. besprochen 
werden. 































Wie ich schon oben (§ 10.) in einer Anmerkung erwiihnt habe, 
ist der elementare Modul der Hauptbedingung x, eine Gerade zu ent- 
halten, zuerst von Hurwitz durch Induction aufgefunden. Derselbe 
hat mir nun spiiter auch einen hiibschen Beweis geliefert, den ich mit 
seiner Erlaubniss in meiner Terminologie hier veréffentliche. 


Hurwitz’s Beweis fiir seinen Modul. 


Es liegt nahe, den Modul der Bedingung 2 mit Hiilfe des Princips 
der speciellen Lage dadurch abzuleiten, dass man den 3 Punkten der 
Bedingung «* die besondere Lage von drei in einer Geraden g hefind- 
lichen Punkten ertheilt. Dann wird die Bedingung w* in drei Fallen 

~ — erfiillt: 

erstens, einmal, wenn die J’, die Gerade g enthiilt, 

zweitens, viermal, wenn der Kegelschnitt der Ausartung 6 seine 

Ebene durch g schickt, 

drittens, einmal, wenn bei der Ausartung ¢ eine der beiden Haupt- 

ebenen durch g geht. 


Die Multiplicitiit 4 im zweiten Falle erklirt sich daraus, dass fiir 
die Ausartung 6 die Ebene ihres Kegelschnitts 2fach, 4fach, 8fach zu 
wihlen ist, wenn zu ihrer Bestimmung als doppeltes Punktfeld von o, 
eine resp. einfache, zweifache, dreifache Bedingung gegeben ist. 

Bezeichnet man daher bei ¢ die Bedingung, dass eine Hauptebene 
eine gegebene Gerade enthiilt, mit «, und die reciproke Bedingung mit «’, 
so erhiilt man: 


ue = 2 + 4om? + eu, 
e=—2+4xer? + ew. 


und reeiprok: 


Hieraus folgt: 
u® + 9° = 2a + 46m? + 4xer? + e(ut+w). 


Nun ist, wenn bei « die Bedingung, dass die Hauptgerade durch 
einen gegebenen Punkt geht, mit , und die reciproke Bedingung mit 
n, bezeichnet wird, nach den allgemeinen Formeln in Schubert's 
» Beitr. z. abz. Geom.“ [II. Abschn. p. 33, F. 9) a). und 10) a)} (vergl. 
oben § 12. bei 5) b)): 
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eu = (mn—2n,)é, 
ew = (rn —2n,)é, 
also auch: 
-e(u--w’) = e(mn+rn—2n,—2n,) = e(mn+rn—2n?). 
Substituirt man dies in die Formel fiir u* 4- 9*, so kommt: 

w® + 0? = 2a + 46m? + 4x7? + e(mn+rn—2n’). 


Da nun bei 6 2m—u, bei x 2r—@, bei ¢ m—w, 2n—v, 
r =o zu setzen ist, und bekanntlich 


6 = 2u — »v, “x=—=20—», é=2yvy—u—o 
ist, so erhalt man schliesslich fiir 2 den folgenden elementaren Modul: 


a= }(v'+rug—ui—o*) + F(vw?+ve?—v?u—v°Q). 


§ 13. 
Ein allgemeines Eliminationsverfahren in der Charakteristikentheorie. 


Wir werden in den beiden folgenden Paragraphen ein Verfahren 
anwenden, welches dem in Clebsch-Lindemann’s Werke (I. Bd. 
I. Thl. p. 403) fiir den Kegelschnitt in fester Ebene angewandten Ver- 
fahren analog ist. Da dieses Verfahren von der Natur des vorliegen- 
den Gebildes und der ihm auferlegten Bedingungen ganz unabhingig 
ist, so erdrtern wir die mit dem Verfahren zusammenhiingenden, fast 
selbstverstiindlichen Wahrheiten vom allgemeinsten Standpunkte aus. 

Wir setzen voraus, dass durch die « einem Gebilde mit der Con- 
stantenzahl c auferlegten a-fachen Bedingufigen: 


My) Ay, Ag, °° °* Ae 


jede beliebige andere a-fache Bedingung A in jedem beliebigen a-stufigen 
Systeme ausgedriickt werden kann; und zwar wird dies immer vermit- 
telst einer ganzen linearen Function geschehen miissen (vergl. fiir meine 
Terminologie die hier in § 1. gegebenen Grundregeln). Dann lisst sich 
zunichst einsehen, dass iiberhaupt nie mehr als « a-fache Bedingungen 
von einander unabhingig sein kinnen. 

Wihlt man niimtich «’ (> «) a-fache Bedingungen ganz beliebig 
aus, so kann man, der Voraussetzung gemiiss, jede dieser Bedingungen 
durch a, @, +++ @q ausdriicken. Eliminirt man also die « Bedingungen 
@,, @,*+* Gq aus den so entstandenen « Gleichungen, so bekommt 
man «—a Gleichungen zwischen den @’ beliebig ausgewihlten Be- 
dingungen. Daraus folgt aber unsere Behauptung. Ist also fiir ein 
(ebilde eine gewisse Gruppe von « a-fachen Charakteristiken bekannt, 
so kann man auch jeder Gruppe von « von einander unabhiingigen 
Bedingungen die Rolle von Charakteristiken zuweisen. Die Zahl a 
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moége dann die a-fache oder a-stufige Charakteristikenzahl des Gebildes 
heissen. Man kennt bis jetzt die simmtlichen Charakteristikenzahlen nur 
bei dem Punkte, der Ebene, dem Strahle und dem Kegelschnitt in fester 
Ebene (vergl. Beitr. § 30.). Beim Punkt und der Ebene ist die einfache 
und die zweifache Charakteristikenzahl gleichl. Beim Strahl ist die ein- 
fache und die dreifache Charakteristikenzahl gleich 1, die zweifache 
gleich 2. Beim Kegelschnitt ist die einfache und die vierfache Cha- 
rakteristikenzahl gleich 2, die zweifache und die dreifache gleich 3 
(Cremona, C. R. Bd. 59, p. 776, Clebsch-Lindemann p. 404). 
Es lisst sich nun zeigen, dass bei jedem Gebilde mit der Constan- 

tenzahl c die a-fache wnd die (ec—a)-fache Charakteristikenzahl gleich 
sein miissen. Sei naimlich @ die a-fache Charakteristikenzahl. Dann 
ist jede beliebige a-fache Bedingung A durch « willkiirlich ausgewihlte 

Bedingungen 
. ‘ G,, Ag, **** Ae 
darstellbar. Es geschehe dies durch die Function 

A =p, +4, + P.+ A, +°++* Pa Ge, 
wo die p,, ~, +--+ Pa Coefficienten sind, welche von der Natur der 
Bedingung A abhiingen werden. Das a-stufige System, welches man 
sich bei der eben angegebenen Gleichung hinzuzudenken hat, kann man 
sich durch jede beliebige (ec — a)-fache Bedingung erzeugt vorstellen. 
Mit andern Worten, die Gleichung kann mit jeder (c—a)-fachen Be- 
dingung symbolisch multiplicirt werden. Wir thun dies mit den 6 
willkiirlich gewihlten (c—a)-fachen Bedingungen 
by, by, +++ bp. 


Dann erhalten wir 6 Gleichungen, in denen auf den rechten Seiten 
die « mal 6 c-fachen Bedingungssymbole 
a,b,, dab, +--+ dabg 
vorkommen. Fir jedes setze man nun die zugehérige Anzahl ein, 
niimlich fiir 
‘ ab; 

immer die Zahl der Gebilde, welche die a-fache Bedingung a; und 
die (c—a)-fache Bedingung }, erfiillen. Dann ergeben sich f Glei- 
chungen, aus denen die « Coefficienten p,, p,, --- po eliminirt wer- 
den kénnen. Nach dieser Elimination erhiilt man 6—a« Gleichungen 
zwischen den £ beliebig gewiihlten (c—a)-fachen Bedingungen ),, 
b,, - + + bs, welche sich auf das durch die Bedingung A definirte 
(e—a)-stufige System, also auf ein ganz beliebiges (c—a)-stufiges 
System beziehen. Damit ist naehgewiesen, dass nie mehr als « (c—a)- 
fache Bedingungen von einander unabhiingig sein kinnen, dass also die 
(e—a)-fache Charakteristikenzahl nicht grésser als die a-fache sein 
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kann. Ebenso lisst sich natiirlich zeigen, dass die a-fache nicht grosser 
als die (ec—a)-fache Charakteristikenzahl ist. Daraus folgt, dass beide 
Charakteristikenzahlen gleich sind. 

Aus diesem Beweise erhellt zugleich, wie man durch gewohnliche 
Eliminationen die « Coefficienten p,, p,, +--+ Pa, welche in den Modul: 
A =p, +a, + y+ G, + +++ Pa Ge 
einer a-fachen Bedingung A eintreten, durch die a Zahlen ausdriicken 
kann, welche angeben, wieviel Gebilde A und ausserdem « beliebig 
gewihlte (c—a)-fache Bedingungen erfiillen, vorausgesetzt, dass man 
die « mal @ Zahlen kennt, welche angeben, wieviel Gebilde jede dieser 
« beliebig gewihlten (c—a)-fachen Bedingungen, und zugleich jede 

der « in den Modul von A aufgenommenen Bedingungen erfiillen. 

Man kann den eben bewiesenen Satz auch so aussprechen: , Bei 
jedem Gebilde mit der Constantenzahl c ist zur Bestimmung der Zahl 
der gemeinsamen Elemente eines a-stufigen und eines (c—a)-stufigen 
Systems aus jedem Systeme eine gleiche Zahl von Bedingungen erfor- 
derlich. “ 


§ 14. 


Die Relationen zwischen den Charakteristiken des Kegelschnitts im 
Raume. 


Wir haben in § 11. zwischen den 10 dreifachen Charakteristiken 

des Kegelschnitts 

nm®, nr, nr, 7, mn®, mnr, mr?, mn, mr, ms 
mehrere Male eine Relation gewonnen, welche lautete: 
R= 2n'—3n?r + 3nr? —273—6mn? + 4mnr+12m'?n—8m?r = 0. 

Wir schliessen an diese Formel, welche, wie schon oben gesagt 
ist, die Verallgemeinerung der Formel 11 auf p. 406 des Clebsch- 
Lindemann’schen Werkes ist, eine Erérterung tiber die Relationen 
zwischen den a-fachen Charakteristikenzahlen iiberhaupt. 

Zuniichst ist leicht einzusehen, dass zwischen jenen 10 dreifachen 
Charakteristiken ausser RO nicht noch eine zweite Relation S=0O 
-bestehen kann. Hitte SO nimlich von m freie Glieder, welche mit 
den von m freien Gliedern der Relation RO nicht iibereinstimmten, so 
wiirde man daraus durch symbolische Multiplication mit m*, d. h. fiir den 
Kegelschnitt in fester Ebene, noch eine zweite von der bekannten ver- 
schiedene Relation gewinnen kénnen. Dass aber zwischen den drei- 
fachen Charakteristiken des Kegelschnitts in fester Ebene nur die eine 
Relation besteht, ist bekannt. Stimmten ferner die von m freien Glie- 
der der etwaigen zweiten Relation SO mit den von m freien Gliedern 
in R=0 iberein, so wiirde man durch Subtraction der beiden Formeln 
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R=0O und S =O eine Relation gewinnen, welche keine von m freien 
Glieder besiisse, welche also durch symbolische Multiplication mit m? 
eine Relation zwischen den zweifachen Charakteristiken bei fester Ebene 
ergeben wiirde. Dass eine solche nicht existirt, ist durch Cremona’s, 
Halphen’s und Lindemann’s Untersuchungen bekannt. Daher ist 
auch der dritte denkbare Fall nicht méglich, dass die etwaige zweite 
Relation S = 0 keine von m freien Glieder besiisse. R = 0 ist also 
die einzige Relation zwischen den dreifachen Charakteristiken. Aus diesem 
Beweise geht zugleich hervor, dass zwischen den zweifachen und zwischen 
den einfachen Charakteristiken Keine Relation bestehen kann. 

Es fragt sich nun, wieviel Relationen zwischen den 14 vierfachen 
Charakteristiken : 
n', nr, n?r?, nr, r', mn’, mn?r, mnr®, mr, mn®, menr, mr, 

mn, mr 
bestehen. “uniichst ergeben sich aus R = 0 durch symbolische Multi- 
plication mit m, n, r drei solche Relationen, welche sich leicht als 
von einander unabhingig erkennen lassen. Es muss jedoch noch eine 
vierte von diesen dreien unabhiingige Relation bestehen. Denn beim 
Kegelschnitt in fester Ebene giebt es zwischen den vierfachen Charak- 
teristiken nicht bloss die beiden Relationen, welche aus der Relation 
zwischen den dreifachen Charakteristiken durch symbolische Multipli- 
cation mit » und r hervorgehen, sondern noch eine andere von diesen 
unabhingige Relation. Dort kann man eine solche andere Relation 
durch Benutzung des Umstandes erhalten, dass der in ein Punktepaar 
ausgeartete Kegelschnitt die Bedingung, durch drei in der Ebene ge- 
gebene Punkte zu gehen, nicht zu erfiillen vermag, oder auch dadurch, 
dass der in ein Geradenpaar ausgeartete Kegelschnitt die Bedingung, 
drei in der Ebene gegebene Gerade zu beriihren, nicht befriedigen kann. 
Ein analoges Verfahren schlagen wir jetzt ein, um auch fiir den Kegel- 
schnitt im Raume 2 Relationen abzuleiten, deren jede von den drei 
Relationen 
mR=0, nR=0, rR=0 


unabhiingig ist. Man bezeichne mit d den Kegelschnitt, dessen siimmt- 
liche Punkte auf zwei Geraden liegen, und dessen siimmtliche Tangen- 
ten die doppelt zu rechnenden Strahlen durch den Schnittpunkt dieser 
beiden Geraden sind, ferner mit ¢ den Kegelschnitt, dessen siimmt- 
liche Punkte die doppelt zu rechnenden Punkte einer Geraden sind, 
und dessen siimmtliche Tangenten die Strahlen zweier Strahlbiischel 


sind, deren Scheitel auf jener Geraden liegen. Dann verlangt unsere 


Terminologie, dass wir mit 0 resp. « auch die Zahl der in einem ein- 
stufigen Systeme von Kegelschnitten betindlichen Ausartungen 0 resp. é 
bezeichnen, und mit dz resp. ez die Zahl derjenigen Ausartungen 0 
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resp. €¢ eines: Systems, welche die Bedingung z erfiillen. Also giebt 
das Chasles’sche Correspondenzprincip im Strahlbiischel und im Ebe- 
nenbiischel die beiden Formeln: 


2n=r+2m-+e, 
2r =n+o. 





Ist ferner p der Punkt der Ausartung 0, e ihre Ebene, so besteht 
zwischen den Grundbedingungen von p und e die aus meinen Beitr. 
(§ 9., ILI.) bekannte allgemeine Formel: 

p—pe+pe?—e’=—0. 

Wird 0 nun als Kegelschnitt betrachtet, so ist r= 2p, m=—e 
zu setzen. Daher ergiebt jene allgemeine Formel fiir den Kegelschnitt 
die Relation: 

0 (Lr—fr?m+ drm —m*) = 0, 
oder: 
(2r —n) 4r—frem+trm?—m’) = 0, 
woraus man die folgende Relation zwischen den vierfachen Charakteri- 
stiken des Kegelschnitts im Raume erhiilt: 


T=2r'- ne +2mnr?—4mr?—4m?nr+8nir? +8 mi n— 16m r—0. 
Wenden wir jetzt das analoge Verfahren bei der Ausartung ¢ an, 


deren Gerade g und deren Ebene ¢ heissen mége, so haben wir von 
den allgemeinen Formeln diejenige zu benutzen, welche sich aus 


Jp — eg +e =O (Beitr. § 9., IL.) 
durch symbolische Multiplication mit g ergiebt, also: 
tg — eg? + e'g=0. 
Setzen wir also fiir den Kegelschnitt ¢ 2g =n, e=m, so kommt: 


é (gn —4fn?m+4nm?) = 0, 
oder : 
(2n—r—2m) (qn —4n?m+4nm?) = 0, 
woraus man die folgende Relation zwischen den vierfachen Charakteristi- 
‘ ken des Kegelschnitts im Kaume erhiilt: 


T’— 2n'— nv r— 10mn + 4mn? xr + 24m? n? — Sn? nr—l6min = 0. 


Wir haben jetzt im Ganzen 5 Relationen vierter Dimension gewonnen, 
niimilich : 
mR=0, nR=0, rR=0, T=0, T’=0. 


Dass aber beim Keyelschnitt im Rawme nur 4 von einander unab- 
hiingige Relationen vierter Dimension bestehen kénnen, folgt, ahnlich 
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wie oben, daraus, dass erstens fiir den Kegelschnitt in fester Ebene 
nur 3 solche Relationen existiren, und dass zweitens nur Kine Relation 
vierter Dimension mdglich ist, deren simmtliche Glieder den Factor 
m enthalten, weil nur die Eine Relation dritter Dimension bestehen 
konnte. Es muss also zwischen den abgeleiteten 5 Relationen eine 
Abhéngigkeit stattfinden. In der That ist: 


Run+ Rr—2Rm+T—T’=0. 


Demgemiiss miissen auch die Relationen, welchen wir in § 11., 
Nr. 6, begegnet sind, von den eben angegebenen Relationen abhdngen. 
Es ist leicht, diese Abhingigkeit zu constatiren. 

Die voranstehenden Betrachtungen iiber die Relationen zwischen 
den aus m, n, r zusammengesetzten Bedingungen, und eine in § 13. 
gegebene Definition berechtigen jetzt zu dem Ausspruch des folgenden 
Satzes : 


Wenn iiberhaupt beim Kegelschnitt im Raume jede Bedingung durch 
die Charakteristiken m,n, r ausgedriickt werden kann, so hat dieses 
Gebilde: 

1) die einfache Charakteristikenzahl 3, 
2) die zweifache 6, 

3) die dreifache 10 -—1=—9, 

4) die vierfache 14 — 4= 10- 


Wenden wir jetzt den im vorigen Paragraphen erliiuterten allge- 
meinen Satz auf den Kegelschnitt im Raume an, so erhalten wir weiter: 
Dieses Gebilde hat: 

5) die fiinffache Charakteristikenzahl 9 = 18 — 9, 
6) die sechsfache 6 = 22 — 16, 
7) die siebenfache 3 = 26 — 23. 

Die 9, 16, 23 von einander unabhiingigen Relationen zwischen 
den bez. 18 fiinffachen, 22 sechsfachen, 26 siebenfachen Charakteristiken 
wiirden durch das Eliminationsverfahren von § 13. leicht hergestellt 
werden kénnen. 


§ 15. 


Die Relationen zwischen den Charakteristiken der Fliche zweiter 
Ordnung. 


Wir sind in § 10. zwei Relationen zwischen den vierfachen Charakte- 
ristiken der F, begegnet. Diese Relationen kénnen auch sehr leicht 
aus der zwischen den dreifachen Charakteristiken des Kegelschnitts 
bestehenden, in § 14. besprochenen Relation RO gewonnen werden. 
Da namlich fiir die F,: 
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6=2u—v; 
2mé6 = UG; NO—V6; r6=—O6 


ist, so erhalten wir aus jener Relation zwischen den m, n, r des 
Kegelschnitts, fiir die F’, die Relation: 


(2u—v) (2v° -3v? 9+ 3ve?—20'—3uv?+2uve+3u?v—2y’*0)=0 
oder: 


U = — 2v'+ 78 u+3ve—Iv?w— 8 nq—3v?o?+6ru>+6vp7¢@ 
+6vuo’ + 2v9* — 4u%o — 4u9® = 0. 


Da die F, sich selbst reciprok ist, diese Relation aber nicht, so 


erhalten wir aus ihr durch dualistische Uebertragung eine neue Relation, 
nimlich: 


U' = — 2v'+3r54+7r%9—3v?u?—8r? wo — 9v?29?+2yu3+6vy7 
+6vug’ + Gro — 4u%o — 4ug? = 0. 


Die Berechnung von — 4(U+ U’) und von 4(U—U’) giebt zwei 
sich selbst reciproke Relationen, nimlich: 


— $(U4+ U’) = V= 2v'— 5 vy u—5v5 0+ Gy? w?+8r?we+ 6? ¢? 
—4vu>—6vy?o—6rvug?—4ve' +40 
+4u 9° = 0; 
4(U—U'’) = W=2 vu — 2v°9 — 3 v2? w?+3r*? eo? +2vu>— 2ve'=0. 


Diese Relationen V = 0 und W = 0 sind dieselben, die wir schon 
in § 10. angetroffen, und dort mit 8) und 9) bezeichnet haben. 

Bezieht man die Relationen V0 und W=0 auf die ausgeartete 
Fléche 6, so erhilt man, nach Einfiihrung der Symbole m, n, r fir 
u, v, @, Relationen fiir den Kegelschnitt, welche die in § 14. be- 
sprochenen Relationen bestéitigen. 


Wir beweisen nun, dass zwischen den dreifachen Charakteristiken 
der F', keine Relation bestehen kann. Bestiinde nimlich eine solche 
S=0, so wiirde dieselbe, auf 6 angewandt, die einzige Relation zwischen 
den dreifachen Charakteristiken des Kegelschnitts RO geben miissen, 
‘S=0 wiirde also, in uw, v, @ ausgedriickt, heissen miissen, wie folgt: 


2v3 — 3v°u — 3v°9 + 3vu? + 3vQ* + 2vu9 — 2u*o — 29° = 0. 


Da die F, aber ein sich selbst reciprokes Gebilde ist, so wiirde 
diese Relation, dualistisch tibersetzt, eine zweite Relation nach sich 
ziehen, welche von ihr verschieden ist. Diese wiirde, auf 6 angewandt, 
eine von R=0 verschiedene Relation zwischen den dreifachen Charakte- 
ristiken des Kegelschnitts geben. Wir wissen aber, dass eine solche 
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nicht existirt. Also besteht zwischen den dreifachen Charakteristiken der 
F, keine Relation. 

In tihnlicher Weise, wenn auch vielleicht etwas umstindlicher, 
kann man finden, dass zwischen den vierfachen Charakteristiken ausser 
den beiden Relationen V=0O und W=0 keine dritte von diesen un- 
abhingige existiren kann. 

Damit gewinnen wir denn den Satz: 

Wenn iiberhaupt bei der quadratischen Fiche jede Bedingung durch 
die Charakteristiken w, vy o ausgedriickt werden kann, so hat dieses 
Gebilde: 

1) die einfache Charakteristikenzahl 3, 
2) die zweifache 6, 

3) die dreifache 10, 

4) die vierfache 15 — 2 = 13. 

Wenden wir jetzt den in § 13. erliiuterten allgemeinen Satz auf 
die F’, an, so erhalten wir weiter: Dieses Gebilde hat: 

5) die fiinffache Charakteristikenzahl 13 = 21 — 8, 
6) die sechsfache 10 = 28 — 18, 

7) die siebenfache 6 = 36 — 30, 

8) die achtfache 3 = 45 — 42. 

Die 8, 18, 30, 42 von einander unabhingigen Relationen, welche 
hiernach zwischen den bez. 21 fiinffachen, 28 sechsfachen, 36 sieben- 
fachen, 45 achtfachen Charakteristiken der J’, bestehen miissen, kénnte 
man jetzt durch das Eliminationsverfahren des § 13. ohne sachliche 
Schwierigkeit herstellen. Doch wiirde dieser Weg etwas langweilig sein. 
Wir wollen desshalb die 8 Relationen zwischen den fiinffachen, und 
die 18 zwischen den sechsfachen Charakteristiken auf einem anderen, 
etwas interessanteren Wege aufsuchen. Wir erhalten nimlich zuniichst 
durch symbolische Multiplication der beiden Relationen V =O und 
W = 0 mit uw, v und 9g sechs Relationen fiinfter Dimension. Beachten 
wir ferner, dass die Ausartung 6 die Bedingung uw‘ nicht zu erfiillen 
vermag, weil durch 4 gegebene Punkte keine Ebene gelegt werden 
kann, so erhalten wir ou‘ = 0, oder: 

(2u—v) ut =0 
und reciprok: 
(2e—v)e'=0. 


Es fragt sich nun, ob die so gewonnenen 8 Relationen von ein- 
ander unabhiingig sind. Um dies zu untersuchen, bilden wir die Glei- 
chung: 
a-eV4+B-vV+y-0V4+0-uW+evW+b-0W+y-(2p>—u!r) 

+ - (29°—e'v) = 0, 
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wo die a, B, y, 9, &€, &, 4, & unbestimmte Coefficienten sind, und setzen 
den Coefficienten jeder der entstehenden 21 fiinffachen Charakteristiken 
gleich Null. Dann ergiebt sich, dass die 21 so gebildeten Gleichungen 
sich in keinem andern Falle mit einander vertragen, als wenn jeder 
der 8 Coefficienten Null ist. Folglich sind jene 8 Relationen von ein- 
ander unabhdngig. — 

Fiir die sechsfachen Charakteristiken erhilt man zuniichst 18 Re- 
lationen dadurch, dass man V=0 und W=0 mit v®, va, vo, u*, we, 0°; 
ferner 2u°— u'y =O und 29°— oe'vy=0 mit uw, v und g symbolisch 
multiplicirt. Jedoch sind diese 18 Relationen nicht von einander unab- 
héngig. Man findet nimlich durch das Verfahren, welches dem eben 
bei den fiinffachen Charakteristiken angewandten Verfahren analog ist, 
dass die 18 Relationen nur 17 von einander unabhiingige repriisentiren. 
Dieses constatiren wir in folgender Weise. 

Die beiden Relationen vierter Dimension konnten wir dadurch ge- 
winnen, dass wir den aus 2 ‘hervorgehenden Ausdruck: 


Q— 2v3— 3v°u — 3v°e + 3vu? + 2vu0 + 3ve? — 2y’o — 20° 
mit 24 — v symbolisch multiplicirten, und den erhaltenen Ausdruck, 


sowie den dualistisch entsprechenden gleich Null setzten. Die beiden 
Relationen waren also: 


(2u—v)-Y=0 und (2e— v)- Y =0, 


wo @ der zu @ reviproke Ausdruck ist. Multiplicirt man uun die 
erste Relation symbolisch mit (29 —v)-(u-+@), die zweite mit (24 —v), 
(u-+@), und subtrahirt die zweite der entstehenden Gleichungen von 
der ersten, so erhiilt man folgende Relation sechster Dimension: 


(2u—v) (2e—v)(u+e) (Y—Q’) = 9, 
QW — UY =2(us—wo+ue? — 0’) 


2(2u— v) (2e—Y) - (u+e)(u'—wo+uo?—o*) = 0, 
woraus folgt: 


und da 


ist, 


(2u—v) (2e—v) (ut—o') = 0. 


Diese selbe Relation erhilt man aber auch, wenn man die Rela- 
tion (2u—v)-u'=0 mit 29 — v, die dualistisch entsprechende mit 
2u—v symbolisch maltiplicirt, und die zweite der entstehenden Glei- 
chungen von der ersten subtrahirt. Dann kommt niimlich auch: 


(2u— v) (20o—v) (u4— og!) = 0. 
Folglich reprdsentiren jene 18 Relationen nur 17 von einander un- 
abhiingige. Da wir nun a priori wissen, dass 18 von einander unab- 
hingige Relationen zwischen den 6-fachen Charakteristiken existiren, 
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so muss noch eine achtzehnte von den 17 gefundenen Relationen unab- 
héingige Relation bestehen. In der That erhilt man eine solche, wenn 
man beachtet, dass die Ausartung « die Bedingung v° nicht zu erfiillen 
vermag, weil es keine Gerade giebt, die fiinf beliebig gegebene Gerade 
schneidet. Daraus folgt niimlich v>e = 0, oder: 


v°(2v—u—e) = 0, 


und dieses ist die gesuchte achtzehnte Reiation.. 


Hildesheim, den 29. Februar 1876. 














Ueber den Verlauf der Abel’schen Integrale bei den Curven 
vierten Grades. 


Von Feurx Kier in Minchen. 


(Mit 3 lithographirten Tafeln.) 


Die nachfolgenden Untersuchungen beschiiftigen sich mit der Auf- 
gabe, bei den allgemeinen Curven vierten Grades den Verlauf der 
Abel’schen Integrale an den Curven selbst zur unmittelbaren An- 
schauung zu bringen. Inzwischen diirfen sie nur als ein erster Versuch 
in dieser Richtung betrachtet werden; denn sie sind weder methodisch 
durchgebildet noch umfassend genug, um als abschliessende Behandlung 
des Gegenstandes zu erscheinen. Immerhin hoffe ich, einen brauch- 
baren Anfang zu machen, iihnlich, wie ich dies friiher (diese Anna- 
len VI, p. 560) hinsichtlich des elliptischen Integrals bei den Curven 
dritten Grades versuchte — ein Versuch, auf welchem dann Hr. Har- 
nack weiter gearbeitet hat (ib. IX, p, 1, 218). Hier wie dort bildet 
das hauptsiichliche Hiilfsmittel die neue Art Riemann’scher Fléchen, 
welche ich damals einfiihrte (obgleich man dieselben Dinge minder be- 
quem auch bei der gew. Riemann’schen Fliche wiirde tiberlegen 
kénnen). Ich verwende sodann, bei dieser ersten Darstellung, in aus- 
giebiger Weise das Princip, complicirte Verhiiltnisse aus einfachen durch 
Grenziibergang entstehen zu lassen und so der Discussion zugdnglich zu 
machen. Indem ich von einem Ellipsenpaare als specieller Curve vier- 
ten Grades ausgehe, erhilt der Stoff eine Gruppirung und Begrenzung, 
die man vielfach als zufillig erkennen wird; auch wird man finden, 
dass die Darstellung an manchen Orten nur skizzenhaft ist. Was mir 
werthvoll scheint, ist die Zendenz der Betrachtungen und die Art der 
Resultate; ich gebe der Hoffnung Raum, spiiter dieselben Dinge syste- 
matischer und vollstindiger, vielleicht unter Ausdehnung auf Curven 
ne» Grades, noch einmal vortragen zu kénnen. 


§ 1. 
Graphische Reprisentation algebraischer Integrale. 
Den Verlauf einer Function von x + iy 
f (e-+iy) = P+ iQ 
kann man in der Art passend zur Anschauung bringen, dass man in 
der « + iy-Ebene die Curvensysteme 
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P=C, Q@=C 


zeichnet. Ist f insbesondere das Integral einer algebraischen Function, 
und substituirt man fiir die «+ iy-Ebene die zugehérige (gewdhn- 
liche) Riemann’sche Fliche, so wird dieselbe, allgemein zu reden, 
von jedem der beiden Curvensysteme einfach iiberdeckt sein, und in 
jedem Punkte wird sich die hindurchgehende Curve P mit der hin- 
durehgehenden Curve Q rechtwinklig kreuzen. Eine Ausnahme machen 
nur die Verschwindungspunkte des Differentials und die Unendlichkeits- 
punkte. Durch einen Verschwindungspunkt (den wir in der Folge 
immer als einfach voraussetzen wollen) gehen zwei zu einander recht- 
winklige Curven P und ebenso zwei zu einander rechtwinklige Curven 
Q; wechselseitig schliessen diese Curven Winkel von 45° ein. — Von 
Unendlichkeitspunkten mégen auch nur die einfachsten in Betracht 
gezogen werden, in denen das Integral unendlich wird wie ¢- log z 
fir ¢=0. Noch fiigen wir die Beschriinkung hinzu, dass ¢ eine reelle 
Constante sein soll. Dann wird der betr. Punkt von den Curven P in 
immer enger werdenden Kreisen umgeben, wiihrend in allen Kichtungen 
Curven @Q durch ihn hindurchgehen. 


Neben diesen Siitzen, die als bekannt gelten kénnen, und einigen 
anderen, die sich weiterhin an den einzelnen Figuren von selbst er- 
geben, werde ich noch den folgenden gebrauchen: 

Ist eine Curve P oder Q geschlossen, so sind es die néichstfolgenden 
auch. 


Um ihn zu beweisen, scheint es am einfachsten, das Bild einer strd- 
menden Fliissigkeit 2a verwerthen, und desshalb stelle ich ihn hier voran, 
da diese andersartige Vorstellung spiiter den allgemeinen Gedanken- 
gang zu sehr unterbrechen wiirde. Es sei die Riemann’sche Fiche 
mit einer iiberall gleich hohen Schicht einer homogenen Fiiissigkeit 
iiberdeckt und diese bewege sich in der Art, dass P das Geschwindig- 
keitspotential ist. Dann sind bekanntlich die Curven @ = C die Stré- 
mungseurven und die Strémung ist, geometrisch zu reden, stationédr. 
In jedem Punkte wird ebensoviel Fliissigkeit abgegeben als aufgenom- 
men, nur die Unendlichkeitspunkte repriisentiren Quellen von einer 
gewissen, positiven oder negativen, Ergiebigkeit. (Vertauscht man die 
Buchstaben P und Q, so repriisentiren die Unendlichkeitspunkte, fiir 
die dann gedachte Fliissigkeitsbewegung, nicht mehr Quellen, sondern 
Wirbelpunkte.) Auf Grund dieser Vorstellung ergiebt sich unser Satz 
sofort. Man betrachte die Fliissigkeit, welche in dem Canale strémt, 
der von zwei Curven Q = C und 9 = C-+ dC eingeschlossen wird. 
Die Geschwindigkeit der Fliissigkeit und also die Breite des Canals 
ist eine eindeutige Function der Stelle in der Riemann’schen Fliche; 
liuft also das eine Ufer des Canals in sich zuriick, so das andere 








St 
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auch, w. z. b. Bei diesem Beweise ist vorausgesetzt, dass der Canal 
rear Unendlichkeitspunkt und keinen Verschwindungspunkt des Dif- 
ferentials einschliesst; in den Fallen wire auch der Satz nicht ohne 
Weiteres richtig. 

Statt der gew6hnlichen Riemann’schen Fliche wollen wir jetzt 
eine von der ,neuen Art“ voraussetzen. Fiir sie werden die iiber die 
Curvensysteme P, Q aufgestellten Siitze im Wesentlichen auch gelten, 
d. h. soweit sie blosse Lagenverhiiltnisse betreffen. Unsere Flichen 
sind Aggregate ebener Blatter und miissen also an den Randcurven, 
in welchen zwei verschiedene Bliitter zusammenhiingen, mit unendlich 
grosser Kriimmung gedacht werden. Inzwischen ist es vortheilhaft, 
sich die betr. Flichen als stetig gekriimmte, im Raume gelegene Fli- 
chen vorzustellen, von welchen die betr. ebene Figur nur eine per- 
spectivische Zeichnung giebt, bei der sich an den Randcurven Ver- 
kiirzungen einstellen. Diese riiumlichen Flaichen werden von den Cur- 
ven P, Q in der Art je einfach tiberdeckt, dass sich die beiden Curven- 
schaaren iiberall, freilich nicht rechtwinklig, aber unter endlichem 
Winkel durchschneiden (vergl. indess diese Annalen IX, p. 31 Note). 
In den Verschwindungspunkten des Differentials werden sich zwei 
Curven P und zwei Curven Q kreuzen; die Curven P werden die Cur- 
ven @ von einander trennen. In den Unendlichkeitspunkten werden 
die Curven Q nach wie vor von allen Seiten zusammenlaufen, und die 
Curven P werden diese Punkte mit immer enger werdenden Ovalen 
umgeben. Dass auf geschlossene Curven P, Q zuniichst weitere ge- 


schlossene folgen, bleibt richtig, u. s. f. 


§ 2. 
Das Logarithmus-Integral beim Kegelschnitt. 
Es seien w,, #, Us die homogenen Coordinaten der geraden Linie, 
{ (uw) = 0 sei die Gleichung eines als Classencurve aufgefassten Kegel- 


schnitts. Dann sind die einfachsten Integrale, welche lings desselben 
erstreckt werden kénnen, in der Form enthalten: 


| Cy Uy Au, | 
Co Uz Aly | 


| Cy Us Aus | -f cu du| ; 
(<x ty + 91+ 3s) (aa 7c + es # +i ef) Uy, Bef; 


Wird der Punkt w= 0 als nicht dem Kegelsehnitte angehorig 
vorausgesetzt, so besitzt das Integral zwei einfache Unendlichkeits- 
stellen, entsprechend den beiden Tangenten, die man von dem Punkte 
an den Kegelschnitt legen kann; dagegen giebt es keine Verschwin- 
dungspunkte des Differentials. 








368 F. Kiem. 


Es soll nun f= 0 als Ellipse gezeichnet sein, uw —.0 sei ein 
reeller Punkt ausserhalb derselben. Dann mag eine solche Coordinaten- 
bestimmung U,, U,, U, eingefiihrt werden, dass 


U, a Beriihrungspunkte der beiden von u_ = 0 ausgehenden 
U,=0 Tangenten, 
U,=0 den Punkt u. = 0 selbst vorstellt. 
So wird bei geeigneter Bestimmung der Factoren der Kegelschnitt die 
Gleichung erhalten : 
F= U,U, — U,? =0, 
wihrend das Integral die Form: 


"|euau| 
U,-26,F, ~* 


angenommen hat. Setzt man C,; = 0, C,=—0, so bekommt man: 


U,dU,—U,dU, _ ['U,dU,—U,aU, _ U; ‘ 
f —2U¢ 7 20,0,  —tso, +4, 


wo die Integrationsconstante K weiterhin gleich Null gesetzt wer- 
den soll. 
Die Werthe, welche das auf diese Weise gewonnene Integral 


jlog 7: — P+ iQ 
2 
bei seiner Ausbreitung iiber die zur Ellipse gehirige, das Innere der- 
selben doppelt iiberdeckende Riemann’sche Fliche annimmt, insbeson- 
dere die Curvensysteme P=C, Q = C, sollen jetzt untersucht werden. 
Zu dem Zwecke setze ich die Coordinaten U,, U, einer complexen 
Tangente des Kegelschnittes gleich: 
U, = 1, 
U, = @ (cos pm + i sin 9); 
dann wird, vermége der Kegelschnittgleichung: 
U, = oe (cos 2g + isin 2Q). 
Der reelle Punkt, welcher dieser complexen Tangente angehdrt und 
der sie, als Punkt der Riemann’schen Fliiche gedacht, repriisentirt, 
wird den beiden Gleichungen geniigen: 
ge? cos 2p-2, +2, +0: cosg,- x, =—0, 
e’? sin 2p-2,+-+e0-sng-2,=—0. 
Hieraus ergiebt sich: 
Ly 2 Ly: XL, = 1: e?: — 2e cos 
_ Vin 
Q —— Ve, ? 


und 


Us 


Va, Vay 





cos p = — } - 








d 
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Andererseits aber ist unser Integral: 


U : : 
4 log (Gt) = P+ iQ = log ¢ + ig, 
sodass also: 


P=lge, Q—g. 
Die Curven P=C, Q=C geniigen daher auch Gleichungen der 


Form @ = C, » = C oder =e, a= C. 

Die Curven P=C werden also vorgestellt durch Stiicke von geraden 
Linien, die, verliingert gedacht, durch den Punkt U, hindurchgehen. 
Die Curven Q = C bilden Bestandtheile von Kegelschnitten, welche die 
gegebene Ellipse in den Punkten U,, U, beriihren. 


Diese Verhiltnisse sind auf der beistehenden Figur erliutert: 


Fig 1. 





Man hat die geraden Linien P= C aufzufassen als Curven, die 
sowohl auf der Vorderseite als auf der Riickseite des elliptischen Doppel- 
blattes verlaufen. Denkt man sich das letztere raumlich, als Ellipsoid, 
so umgeben diese Curven die beiden Unendlichkeitsstellen U,—0, 
U,=0 mit immer enger werdenden Ovalen. Ich nenne diese Curven, 
sowie auch spiter iihnlich gelegene Curven bei complicirteren Flichen, 
Meridiancurven. — Die Curven Q=C liegen entweder ganz auf der 
Vorderseite oder ganz auf der Riickseite der Fliche und ziehen sich 
von einer Unendlichkeitsstelle zur anderen hin. Zu ihnen gehéren 
namentlich auch die beiden Segmente, in welche die gegebene Ellipse 
durch die beiden Unendlichkeitspunkte zerlegt wird, sowie die gerad- 
linige Strecke, welche diese Punkte verbindet. Langs des einen Seg- 
mentes finden sich die reellen Werthe des Integrals, oder allgemein 
diejenigen, deren imaginiirer Bestandtheil ein ganzzahliges Multiplum 
von -+ 2iz betriigt. Die Punkte des anderen Segmentes erhalten Argu- 
mente mit dem imaginiren Bestandtheile iz, resp. unter k eine ganze 
Zahl verstanden ix (+ 2k-+-1). Endlich, lings der geradlinigen Strecke 
sind solehe Werthe vertheilt, welche, modulo 2iz, den imaginiren Be- 





ot 3i : : i‘ 
standtheil a oder = aufweisen. Die ersteren mégen der betr. 


Strecke beigelegt werden, sofern sie auf der Vorderseite der Riemann’- 


‘schen Flache gedacht wird, dann finden die anderen ihre Repriisen- 
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tation an den entsprechenden Stellen der Riickseite. Durchliuft man 
eine Meridiancurve, am Segmente der reellen Argumente beginnend, 
iiber die Vorderseite der Fliche hin und dann iiber die Riickseite zum 
Ausgangspunkte zuriick, so wichst nach dieser Festsetzung das Integral 
um +2iz. Die Periode tritt also positiv zu, wenn man den negati- * 
ven Unendlichkeitspunkt in einem Sinne umkreist, der fiir einen aussen 
stehenden Beobachter mit dem Sinne des Zeigers einer Uhr iiberein- 
stimmt. Diese, iibrigens willkiirlich aufgestellte, Regel soll weiterhin 
immer festgehalten werden. — Noch mag hervorgehoben werden, dass 
die Curven Q@=C, abgesehen von der eben besprochenen geradlinigen 
Strecke , die gegebene Ellipse in den Unendlichkeitsstellen alle beriihren. 
Dies hat in der That zur Folge, wie es nach § 1. sein soll, dass, bei 
der riiumlich gedachten Fliche, die Curven @ = C durch die Unend- 
lichkeitspunkte von allen Seiten hindurchlaufen. 

Die hiermit vorgetragenen, auf den einzelnen Kegelschnitt beziig- 
lichen Entwickelungen, die wir als Einleitung zum lolgenden hier voran- 
gestellt haben, sind, von allgemeinerem Gesichtspunkte aus, bereits von 
Hrn. Harnack (diese Annalen Bd. 1X, p. 407) gegeben worden. Sie 
erscheinen bei ihm als ein besonderer Fall umfassenderer Sitze, die 
sich auf das iiberall endliche elliptische Integral bei Curven dritten 
Grades beziehen. Die Art und Weise, vermége deren er von der all- 
gemeinen Curve dritter Classe hinabsteigt zu der besonderen Curve, die 
aus einem Kegelschnitte und einem Punkte besteht, ist durchaus analog 
der weiterhin von uns eingehaltenen Methode, von einem Kegelschnitt- 
paare zur allgemeinen Curve vierter Classe aufzusteigen. Es wiirde zu 
weit fiihren, diese Analogie weiterhin fortwihrend hervortreten zu lassen; 
ich beschriinke mich also auf das hier gegebene Citat. 


§ 3. ‘ 
Integrale beim Kegelschnittpaare. 
Es mégen jetzt zwei Ellipsen gegeben sein, die congruent, con- 


centrisch und unter 90 Grad gegen einander gekreuzt sind. Ihre Glei- 
chungen seien, in rechtwinkeligen Liniencoordinaten: 


és y=0, 1=0, 
wo 


y= au? + bv? — w?, 
y= bu? + a®v? — w?. 
So soll die Vereinigung beider: 
gro oe -2) 
als Curve vierter Classe betrachtet werden, und bei ihr mégen wir 
einige derjenigen Integrale studiren, die bei der allgemeinen Curve 














, 
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vierter Classe (die keine Doppeltangente hat) als Integrale erster Gat- 
tung bezeichnet werden, Dieselben haben die Gestalt: 


|cudu|-u, 
rx a 


(statt u,, wu, us, ist dann bez. w, v, w zu schreiben). Sie enthalten 
drei wesentliche Constante, die Coefficienten « des Zihlers; der Punkt 
Ua =O soll der Nullpunkt des Integrals genannt werden. 


Diese Integrale haben, ausgedehnt tiber die Riemann’sche Flache 
der Curve » = » xy = 0 (die Fliiche besteht aus den beiden elliptischen 
Doppelblittern ~ und y), im Allgemeinen acht (einfache) Unendlich- 
keitsstellen, die 8 Beriihrungspunkte der vier, » und x gemeinsamen 
Tangenten; ihr Differential ferner hat, im Allgemeinen, vier einfache 
Verschwindungspunkte, diejenigen, welche die vier Tangenten repri- 
sentiren, die man von dem Nullpunkte @ an das Ellipsenpaar legen 
kann. Man kann diese Verschwindungspunkte dazu benutzen, um vier * 
der Unendlichkeitsstellen zu zerstéren; man hat zu dem Zwecke den 
Nullpunkt @ nur in einen der 6 Kreuzungspunkte der 4 gemeinsamen 
Tangenten von ~ und x zu legen. Das Integral hat daun nur noch 4 
und also auf dem einzelnen elliptischen Doppelblatte nur noch 2 Un- 
endlichkeitspunkte, reducirt sich also, nach bekannten Siitzen , fiir jede 
der beiden Ellipsen auf einen Logarithmus. 


Von den genannten sechs Kreuzungspunkten der vier gemeinsamen 
Tangenten wollen wir die vier im Endlichen gelegenen als Nullpunkte 
von Integralen benutzen. Die Gleichungen dieser Punkte sind: 


+VY@+R-utw=0, +yYe@+?-v+w=0. 


Dementsprechend sei gesetzt: 


a} — f-Lesdel ch YeED och wt ; 





J, ZC;9; 
Js\ _ ( \ewdu|- (+ VFR v +0) 


Zugleich werde folgende Bezeichnung eingefiihrt. Die beiden 
Ellipsen werden durch die Berithrungspunkte der gemeinsamen Tan- 
genten je -in vier Segmente zerlegt. Wir bezeichnen dieselben als 
S,, S,, S,, S, in der Art, dass das Segment S, dem Nullpunkte des 
Integrals J, abgewandt liegt (Fig. 2.). 

Die gemeinsamen T'angenten selbst sollen ¢,,, ¢,,, fog, t4 genannt 
werden: ¢;,, wenn sie in einem Punkte beriihren, der das Segment S; 
von dem Segmente S; trennt. — 

Die schon genannte Reduction der (an der einzelnen Ellipse hin- 
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erstreckten) Integrale J auf Logarithmen mag jetzt an dem Beispiele 
des Integrals J, und der Ellipse y durchgefiihrt werden. 


Vermige » = 0 ist mp; = x - Wi; andererseits: 
y= bu? + atv? — w? = *-* . {(a?+b?) or w?\ m 


Daher nimmt das Integral J,, indem sich die lineare Function des 
Ziihlers gegen den Nenner forthebt, folgende Gestalt an: 


le u du | 
| ¢ ov dv 
_ —# | ce” w dw | e 
_—— 


ze —— Ow , » OW\ 
on | Gate) Bek 





Um dasselbe weiter zu vereinfachen, fiihre man ein neues Coor- 
dinatensystem ein, dessen Ecken sind: die beiden Beriihrungspunkte 


Fig. 2. 





der beiden nicht durch den Nullpunkt von J, gehenden gemeinsamen 
Tangenten mit » und der Kreuzungspunkt dieser Tangenten, der Null- 
punkt von J,. Dementsprechend setze man: 

U= au + bv — Ya? + b?- w, 

V= au — bv —yae+b?-w, 

W=Vethu— - — w 
(Substitutionsdeterminante = — 2b‘). Durch dieselbe Substitution, ver- 
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modge deren hier U, V, W aus wu, v, w entstehen, mégen aus den 
Constanten ¢, c’, c” neue Constanten C, C’, C” hervorgehen. So ist: 


C UadU . a) 
C’ V dV |=—2b'!| ¢ vw dv}. 
C” W dW rea 


Andererseits findet man: 
UV—@W*?=¥ = — BP (aw? +U?v?— ww) = — ?-y 
und also: 
Y ov yw ad Ow 
C- ou +O $y +0" 5 rm — (ce cf +? oy 
Daher wird: 
I—-—u!_ [leva 
1 2@—B) | W-2C¥,’ 


oder, indem wir C= 0, C’ = 0 setzen: 


J-_1 __ [(uav—vav 
ee’ 4 (a? — b?) at W2 


p> nis ae 
eit ets “UV 


=; CE - log (>) + K, 
welches die gewiinschte Reduction ist. Die Integrationsconstante K 
werden wir weiterhin, wie friiher, gleich Null setzen. 
Es wird fiir das Folgende vortheilhaft sein, Integrale zu haben, 
die mit dem im vorigen Paragraphen betrachteten auch im Zahlenfactor 
iibereinstimmen. Wir werden also als Normalintegral definiren: 


I, = — 2(a?—b*) J, = —2(@ Wy f Lend VED ute, 








Langs der Ellipse y erstreckt, ist dasselbe, wie wir der grésseren 
Anschaulichkeit wegen noch einmal hersetzen: 
[ut ie —Tet ee 2. 

— bty — Vai + -w 

Langs der Ellipse y= 0 erstreckt, hat es den Werth, der sich 

durch Vertauschung der Buchstaben a, b und Zeichenwechsel ergiebt: 


= — og {ete VET 


= + { log 











av — Va? + b- 
Entsprechend definiren wir drei weitere Normalintegrale: 
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1, —— 2(0— 09 f \endel VEER ot 0) ; 


1, 
I, 

Dabei hat man: 
dI,+dI,+ dI,+ dI,=0, 


und alsé, unter x die obere Grenze verstanden: 


+u+i4+R=0. 





} = — 2 (Ua f Lend Ger ste) . 


§ 4. 
Vertheilung der Parameterwerthe. 


Die Werthe, welche das einzelne Integral J, bei Hinerstreckung 
iiber die Riemann’schen Flichen der Ellipsen y, y annimmt, ergeben 
sich einfach nach Anleitung des § 2. Die untere Grenze des Integrals 
ist dabei, dem Umstande entsprechend, dass die Integrationsconstante 
K unterdriickt wurde, sowohl auf y als auf x in den Mittelpunkt des- 
jenigen Segmentes S, zu verlegen, welcher mit J, den Index gemein 
hat. So ergiebt sich z. B. folgende Figur fiir J,, in der nur ange- 
geben ist, wie gross der imaginiare Bestandtheil von J, (modulo 2iz) 
fiir die verschiedenen Segmente S ist, und in welchen Punkten J, 
positiv, in welchen es negativ un- 


endlich wird (Fig. 3). 


a In der folgenden Tabelle ist 
‘ das Verhalten der vier Integrale 
in dieser Beziehung zusammenge- 
stellt. Die mit S; iiberschriebenen 
Colonnen geben den imaginiren 
Bestandtheil der. betr. Integral- 
werthe, modulo 2iz. In den Co- 
lonnen ¢;, finden sich diejenigen 
Vorzeichen angegeben, welche die 
Integrale, fiir welche die Beriih- 
rungspunkte von ¢;, Unendlich- 
keitspunkte sind, in diesen Unend- 
lichkeitspunkten annehmen. Das 
obere Vorzeichen bezieht sich auf 
den Beriihrungspunkt mit y, das untere, nothwendig entgegengesetzte, 
auf den Beriihrungspunkt mit x. 


Fig. 3. 
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a By | Be S; S, | ts tis toy tog 
I, | 0 | ix | tw | ix | + | + 
I, _L, | ix, ix | in | ix | ‘te: ae ~ 8" 
fe oa im | ia | O | tz = ra 
y | a2 in a ix x | ix 8) | + x 








[Man findet fiir die oben unbestimmt gelassene Constante: 
Te + Tf + Tf + If = ix (mod 2iz).} 


Betrachten wir jetzt die verschiedenen Meridiancurven, welche man 
auf dem elliptischen Doppelblatte y oder auch auf y ziehen kann. Die- 
selben ordnen sich, sofern man die 4 Beriihrungspunkte der Tangenten 
t;, als uniiberschreitbar betrachtet, in 6 Classen ein, je nach den beiden 
Segmenten der umgrenzenden Ellipse, welche sie tiberschreiten. Heissen 
die letzteren S; und S;, so soll die Meridiancurve };, genannt werden. 
Diesen b;, legen wir, vermége einer willkiirlichen Festsetzung, je einen 
positiven Sinn bei, wie dies in der beistehenden Zeichnung (in der die 
Pfeile sich auf die Vorderseite beziehen sollen) Fig. 4. 


fiir die Elli hehen ist (Fig. 4): Me. 
iir ‘2 ipse y gesche yeies (Fig. 4) i |e 
Die betr. Festsetzung fiir das Doppelblatt L u | 


% werde iihnlich, aber gerade umgekehrt ge- | 
troffen. ES 


Fiihrt man dann an den verschiedenen },;, die Integrale I in po- 
sitiver Richtung vorbei, so ergeben sich Periodicitétsmoduln 0 oder 
+ 2iz, wie sie in der folgenden Tabelle vereinigt sind. Diese Tabelle 
gilt gleichmiissig fiir ~ und x, insofern zusammengehérige Unendlich- 
keitspunkte bei » und x entgegengesetzte Vorzeichen der bez. unend- 
* lich werdenden Integrale aufweisen: 
































cea ee oo eo 
a ae tae Qin | —2ix +2ix|- 0 0 
“I, |—2ia| 0 |+2ix| 0 |+2ix| 0 
I, (+ Qin +2ix| 0 0 0 |+2ix 
Ei :.@ 0 | 0 |—2in|—2in|—2ia 


Diese Tabelle bestiitigt die folgenden, auch unmittelbar aus der 
Figur ersichtlichen Relationen zwischen den 0j,: 


Dye ~ Dis 7. Dos ce salh ta Di + boy, 
Dey — bis + Dig — bos + Boy. 
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§ 5. 
Ableitung von Curven vierter Ordnung aus dem Ellipsenpaare. 
; Eintheilung der Curven vierter Ordnung. 


Bei den nun folgenden Erérterungen mag zuniichst von Ordnungs- 
Curven die Rede sein; man fasst die bei ihnen auftretenden Vorkomm- 
nisse leichter auf und kann sie priignanter bezeichbnen. Dem Studium 
der Integrale legen wir immer die Classencurven zu Grunde; wir haben 
daher spiter die jetzt abzuleitenden Resultate von den Ordnungscurven 
auf sie zu tibertragen. 

Es sei also jetzt ein Ellipsenpaar in Punktcoordinaten gegeben: 


vy=0, 4=0, 


v= ata? + Vy? — 1, 
%=—V2e+ay —1. 

So wird man aus ihm durch den bekannten Process der Auflésung 
der Doppelpunkte im Ganzen sechs verschiedene Curven vierter Ord- 
nung der Art nach erzeugen. Fiinf derselben, deren Betrachtung wei- 
terhin ausreicht, sind auf Tafel I. schematisch dargestellt. Ich be- 
zeichne a, c, e, d bez. als vier-, drei-, zwei-, eintheilige Curve, b als 
Giirteleurve (vergl. Zeuthen: Sur les formes différentes des courbes 
du quatriéme ordre, diese Annalen Bd. VII). Dass diese Curventypen 
existiren und in der That aus dem Ellipsenpaare abgeleitet werden 
kénnen, geht aus den sonst bekannten Untersuchungen hervor. Indess 
will ich hier ausdriicklich bez. Gleichungen zusammenstellen, damit zu 
einer am Beispiele zu leistenden, rechnerischen Durchfiihrung der weiter- 
hin anzustellenden Betrachtungen alle Elemente gegeben seien. 

Es sei ¢ eine sehr kleine Constante. Dann wird die Gleichung 

gy =Vvi—2=0, 

da die betr. Curve mit dem Ellipsenpaare keinen reellen Punkt gemein 
haben kann, je nachdem « negativ oder positiv ist, eine viertheilige 
Curve oder eine Giirtelcurve darstellen. 

Um ferner eine dreitheilige Curve oder eine eintheilige zu gewinnen, 
schlage man um den auszuzeichnenden Durchschnittspunkt von y’, 7’ 


einen kleinen Kreis, der, unter @ eine kleine Grosse verstanden, die 
Gleichung haben wird: 


PG g Bi ome 2 Rayne 1 ; 2 ‘at 2 ves 
(*— yarn) + (°— yar") -°-9 
und betrachte die Curven: 


wo 


g =x — eV =—0. 
Fiir negatives ¢ kommt die dreitheilige, fiir positives die eintheilige 
Curve. 























Ueber Abel’sche Integrale. 377 


Eine zweitheilige Curve endlich ist, unabhingig von dem Vor- 
zeichen, welches man ¢ ertheilen mag, durch 

p= v7 —ey=0 
vorgestellt. 

Die so erzeugten Curven vierter Ordnung reprisentiren fiinf von 
den sechs Arten, in welche man die Curven vierter Ordnung ohne 
Doppelpunkt nach der Zahl und Lage der bei ihnen vorhandenen Ziige 
eintheilen kann, Die sechste Art, die wir hier nicht erhielten und die 
desshalb auch weiterhin ausgeschlossen bleiben mag, ist die imagindre 
Curve, d. h. diejenige,. die keine reellen Ziige enthalt, (Auch ihre Glei- 
chung denke ich mir weiterhin, wenn gelegentlich von derselben die 
Rede ist, mit reellen Coéfficienten.) : 

Eine wesentliche Eigenschaft dieser Eintheilung der Curven vierter 
Ordnung in sechs Arten ist in dem folgenden Satze ausgesprochen, 
der weiterhin eine fundamentale Bedeutung fiir die Tragweite unserer 
Untersuchungen gewinnt: 

Von jeder allgemeinen*) Curve vierter Ordnung kann man zu jeder 
anderen, die derselben Art angehért, durch allmihliche reelle Aenderung 
der Constanten iibergehen, ohne dass bei dem Uebergangsprocesse Curven 
mit Doppelpunkt oder gar allgemeine Curven, die einer anderen Art 
angehoren, iiberschritten zu werden brauchten. 

Ein directer Beweis dieses Satzes hat keine Schwierigkeit, aber er 
ist weitliufig. Es soll hier von einem solchen Beweise um so mehr 
Abstand genommen werden, als die bei ihm néthig werdenden Be- 
trachtungen mit denjenigen, die im gegenwirtigen Aufsatze zu ent- 
wickeln sind, wenig Beziehungspunkte haben. Dagegen sei angedeutet, 
dass man ihn vermége kurzer Zwischenbetrachtungen fiihren kann, 
wenn man auf friihere Untersuchungen von Zeuthen und mir zuriick- 
greift. Ich habe (diese Annalen Bd. VI, p. 562) gezeigt, dass ein ihn- 
licher Satz gilt fiir die fiinf Arten, welche man nach Schlafli bei 
den allgemeinen Flaichen dritter Ordnung zu unterscheiden hat. Es 
hat dann Zeuthen bewiesen (ibid. Bd. VII, p. 428), dass die Arten der 
Curven vierter Ordnung den fiinf Flachenarten in sehr einfacher Weise 
entsprechen. Projicirt man die F’, von einem ihrer Punkte aus stereo- 
graphisch auf eine Ebene, so ‘tritt als scheinbare Umhiillung bei den 
Arten I, II, III, IV von Schlifli eine viertheilige, drei-, zwei-, ein- 
theilige Curve vierter Ordnung auf. Die Art V ergiebt, bei analoger 
Construction, je nachdem man den Projectionspunkt auf ihrem unpaaren 
oder paaren Theile annimmt, die Giirteleurve und die imaginare Curve. 
Umgekehrt kann auch jede Curve vierter Ordnung aus der entspre- 


*) Als ,allgemein“ sind hier die Ordnungscurven ohne Doppelpunkt, spiter 
die Classencurven ohne Doppeltangente der Kiirze wegen bezeichnet, 
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chenden Flichenart in der angegebenen Weise gewonnen werden. 
Hierin liegt der von uns gewiinschte Beweis. Um ihn vdllig zu fihren, 
hat man nur noch die Medificationen zu untersuchen, welche die schein- 
bare Umhiillungscurve erfahrt, wenn der Projectionspunkt auf der fest 
gedachten Fliche beliebig verschoben wird. Aber auch Dieses hat 
Zeuthen ausgefiihrt (Etudes des propriétés de situation des surfaces 
cubiques; diese Annalen Bd. VIII). 

Als irrelevant wird bei der hier festgehaltenen Eintheilung der C, 
eine Aenderung der Curve betrachtet, die Zeuthen in seiner Discussion 
der gestaltlichen Verhiiltnisse der Curven vierter Ordnung (I. c.) aus- 
fiihrlich untersuchte und deren Analogon bei Curven n'* Ordnung ich 
zum Gegenstande einer neuerlichen Mittheilung machte (diese Annalen 
Bd. X, p. 199). Es kann eintreten, dass zwei Wendungen der Curve, 
die reell waren, zusammenriicken und imaginir werden, oder umge- 
kehrt, dass zwei neue reelle Wendungen entstehen, indem zwei ima- 
gindre sich vorab in einen reellen Punkt vereinigen. Gleichzeitig 
wechselt dann eine der vier reellen Doppeltangenten erster Art, welche 
die Curve besitzt, ihre Bedeutung fiir die Curve. Hatte die Doppel- 
tangente reelle Beriihrungspunkte, so wird sie isolirt; war sie isolirt, 
so erhalt sie reelle Beriihrungspunkte. 


Indem wir jetzt die nunmehr fir Ordnungscurven gewonnenen 
Resultate auf Classencurven tibertragen, beginnen wir mit einer Er- 
lauterung des letzterwihnten Vorkommnisses und seiner Bedeutung fiir 
die betr. Riemann’sche Fliche. 


§ 6. 
Uebertragung auf Classencurven. 


Der Aenderungsprocess der Classencurve, welcher hier zuniichst 
in Betracht kommt, ist bekanntlich der folgende: Eine Curve, welche 
zwei reelle Spitzen und in deren Nihe einen Selbstiiberkreuzungspunkt 
besitzt, verliert die Spitzen dadurch, dass sie zusammenriicken und 
imaginiir werden; der Selbstiiberkreuzungspunkt geht dabei in einen 
isolirten Doppelpunkt tiber: 


Fig. 5. 


ans 
fo : 
Vi one 


Man denke sich jetzt die zugehérige Riemann’sche Fliache con- 
struirt, unter der Voraussetzung, dass man es mit einer Curve vierter 











» eed | Ae oa, Ain an_— 
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Classe zu thun hat. So werden, im ersten Falle, die verschiedenen 
angrenzenden Theile der Ebene mit einer Anzahl von Blattern itiber- 
deckt sein, die in der Figur 6 
angegeben ist. Denn die Zahl 
der Blatter wiichst jedesmal um 
zwei Kinheiteén, sobald man 
von der convexen Seite eines 
Curvenzuges auf die concave 
hiniibertritt; sie kann ferner 
nie negativ und in unserem 
Falle nie grésser als 4 werden. 

Diese Anzahlen kénnen sich nun bei dem in Rede stehenden 
Uebergange fiir Stellen, die nicht in unmittelbarer Nihe der modifi- 
cirten Singularitit liegen, nicht indern. Es muss auch jeder Weg auf 
der Riemann’schen Fliche, der nicht an die singulire Stelle hinan- 
tritt, nach der Umianderung seinen Charakter behalten haben. Dies 
wird dadurch méglich, dass der betr. Doppelpunkt in dem Augenblicke, 
in welchem er isolirt wird, zu einem Doppelverzweigungspunkte der Rie- 
mann’schen Fliche sich umgestaltet. 

Unter einem Doppelverzweigungspunkte verstehe ich dabei einen 
solchen Punkt der Ebene, in welchem sich gleichzeitig zwei Paare von 
Blittern der Riemann’schen Flaiche verzweigen. Andere Verzwei- 
gungspunkte kénnen bei einer Curve, deren Gleichung nur reelle Coéf- 
ficienten besitzt, nicht auftreten. Denn die Blatter der betr. Rie- 
mann’schen Filiche gehéren paarweise zusammen (immer diejenigen 
beiden, welche conjugirt imaginiire Tangenten reprisentiren), und ein 
Vorkommniss, welches sich in dem einen Blatte einstellt, muss auch 
in dem zugehdrigen Blatte entsprechend stattfinden (wegen aller dieser 
Verhiiltnisse vergl. die nachfolgende Mittheilung: Ueber eine neue Art 
der Riemann’schen Flichen, Il.). Zu einer solchen Verzweigung in 
einem isolirten Doppelpunkte ist aber desshalb Anlass gegeben, weil 
die vier imaginiiren Tangenten, die man von unmittelbar benachbarten 
Punkten der Ebene an die Curve legen kann, fiir ihn paarweise zu- 
sammenfallen und also in ihm zweimal zwei Blitter der Riemann’- 
schen Fliche einen Punkt gemein haben. Dass aber in ihm eine 
Verzweigung entstehen muss, erweisen die umstehenden Zeichnungen 
(Fig. 7 und 8). 

In der ersten der beiden Figuren ist die Fliche angedeutet, welche 
za der Curve mit reellen Spitzen gehdrt; ihren Blittern ist, aus Sym- 
metriegriinden, eine solche Anordnung gegeben, dass sie sich in einer vom 
Selbstiiberkreuzungspunkte ausgehenden Curve durchdringen. Ausser- 
dem ist auf der Fliche eine Curve gezogen, welche die singuliren 
Punkte mit weiter Schleife umgiebt. Wiirde nun der isolirte Doppel- 


Fig. 6. 
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punkt zu keiner Verzweigung Anlass geben und also bei der modifi- 
cirten Flache keine Durchdringung der Blatter stattfinden, so wiirde 


Fig. 7. Fig. 8. 





eben dieser Weg seinen Charakter iindern, was nach dem Obigen un- 
mdglich ist. Man hat sich also die Vorstellung zu bilden, welche durch 
die zweite der vorstehenden Figuren zur Anschauung gebracht werden 
soll. Von dem isolirten Doppelpunkte gehen zwei gleichlaufende Ver- 
zweigungsschnitte aus, von denen der eine die beiden oberen, der 
andere (in der Figur nicht sichtbare) die beiden unteren Blatter ver- 
bindet. Zugleich ist deutlich, wie die zweite Figur aus der ersten durch 
continuirliche Aenderung entsteht. — 


Die hiermit erliuterte Umgestaltung der Riemann’schen Flache 
(die natiirlich in dem hier geschilderten Sinne sowohl als im umge- 
kehrten vor sich gehen kann) ist nun, wie leicht zu zeigen, die ein- 
zige, die tiberhaupt auftritt, wenn man die Constanten der allgemeinen 
Curve vierter Classe iibrigens beliebig doch nur so weit aindert, dass 
keine Curve mit Doppeltangente erreicht wird. 

Anders ausgedriickt: Betrachtet man die betr. Umgestaltung der 
Riemann’schen Fliche als irrelevant, so haben alle allgemeinen Curven 


vierter Classe, die zu’ derselben Art gehiren, identische Riemann’sche 
Fliichen. 


Dieser Satz gestattet, dieselben Schnitte, welche wir weiterhin an 
den Riemann’schen Flichen besonders ausgewiihlter Classencurven 
ausfiihren werden, an den Riemann’schen Flichen aller Classencurven 
derselben Art anzubringen und dadurch die Schliisse, welche wir fiir 
die speciellen Curven ableiten, auf alle Curven derselben Art zu iiber- 
tragen. So sind denn auch die Siitze der § 14., 15., obgleich zuniichst 
nur fiir die besonderen Curven bewiesen, sofort fiir alle viertheiligen, 
dreitheiligen etc. Curven ausgesprochen. Aber es mag geniigen, diese 
Tragweite der genannten Sitze hier behauptet und das Princip des Be- 
weises genannt zu haben; die unmittelbare Anschaulichkeit der weiteren 
Betrachtungen, die ich gern festhalten méchte, schien mir eine Be- 
schrankung auf concrete Curvenformen durchaus zu verlangen. 








f~~} 
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§ 7. 
Classencurven, die sich an das Ellipsenpaar anschliessen. 


Diese besonderen Curven, auf welche sich weiterhin die Unter- 
suchung beschriinken soll, sind diejenigen, welche sich unmittelbar 
aus dem Ellipsenpaare y, x ableiten lassen, und den Curven vierter 
Ordnung, welche wir in § 5. gewonnen haben, dualistisch entgegen- 
stehen. Die betr. Figuren sind auf Tafel II, II] zusammengestellt. 
Die, zugehérigen Gleichungen erhilt man unmittelbar aus der in § 5. 
angegebenen, indem man x und y durch ~ und ~, y und 7 durch die 
friiheren ~ und x ersetzt. 

Was die Gestalt dieser Curven angeht, so kann man sie etwa in 
folgender Weise festhalten. Bei jeder Curve finden sich Stiicke, die 
aus den Segmenteri S,, S,, S,, S, der Ellipse ~, und solche, die aus 
den Segmenten der Ellipse x entstanden sind. Diese sind unter ein- 
ander verbunden durch Curvenziige, welche bez. aus den gemeinsamen 
Tangenten der beiden Ellipsen ¢,,, ¢,,, t)3, t4 hervorgehen, indem 
man, bei der einzelnen Tangente, entweder das durch das Unendliche 
hindurch sich erstreckende Segment in zwei Ziige spaltet oder das im 
Endlichen befindliche (wihrend man das andere Segment verschwinden 
lasst). Die Benennungen §;, ¢;, sollen dementsprechend weiterhin zur 
Bezeichnung der verschiedenen Stiicke, die man bei der einzelnen 
Classencurve unterscheiden kann, gebraucht werden. 

Um von den zugehérigen Riemann’schen Flichen eine. méglichst 
anschauliche Vorsteilung zu geben, habe ich auf Tafel 1V eine ausge- 
fiihrte Zeichnung beigegeben (deren Anfertigung ich Herrn Schleier- 
macher verdanke). Dieselbe stellt eine viertheilige Curve vor, welche 
so gewihlt ist, dass ihre 28 Doppelpunkte alle ins Endliche fallen. 
Die Figur ist folgendermassen entworfen worden. Wir haben zuerst, 


unter Benutzung gew. rechtwinkliger Coordinaten, eine Zeichnung der 
Curve 


(9u? +40? —w?) (4u? +90? — w*) + x wt = 
ausgefiihrt, indem die Coordinaten der hauptsich- ha 
lichen Punkte berechnet wurden. Sodann ergab 
sich die Zeichnung der Tafel IV durch geeignete 
Centralprojection. 

Auf jeder einzelnen der Riemann’schen 
lichen, welche zu den Curven der Tafel II, Lil 
gehéren, wird man jetzt Meridiancurven con- 
struiren kénnen, die den b;, entsprechen, welche 
sich auf dem Doppelblatte » befanden, oder auch 
den b;,, die sich auf x bezogen. Die b;, von yw tibertragen sich z. B. 
folgendermassen auf die Riemann’sche Fliche der Giirtelcurve (Fig. 9). 
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Die linearen Relationen zwischen den b;,, wie sie oben angegeben 
wurden, bleiben dabei erhalten. 

Nun behaupte ich: 

Die Meridiancurven b;,, welche von der Ellipse w herstammen, sind 
mit den bez. gleichbenannten Meridiancurven b;,, die von der Ellipse x 
heriibergenommen werden kinnen, auf der neuen Riemann’schen Fliche 
dquivalent. 

In der That, die Meridiancurven 

Dis, Diy, D3, boy, 
welche von w, und die gleichbenannten, welche von x herstammen, 
gehen, auch dem Sinne nach, in einander iiber, wenn man sie einfach 
lings derjenigen ,,Biinder* der Riemann’schen Fliche verschiebt, die 
durch Spaltung der Tangenten 

bis big, bag, toy 
entstanden sind. Die Aequivalenz der zweierlei 

Dio, dy, 

ergiebt sich dann daraus, dass sich dieselben durch die anderen b;, ver- 
mdge derselben Gleichungen linear ausdriicken. 

Es wird daher gestattet sein, im Folgenden schlechthin von Meridian- 
curven b;, zu reden, die auf unseren Riemann’schen Flaichen verlaufen; 
auch der Sinn, der bei ihnen als positiv gelten soll, ist durch die 
friihere Verabredung gegeben. 


§ 8. 
Construction der Normalintegrale. 


Die Art und Weise, vermége deren Riemann seine Normalinte- 
grale erster Gattung gewinnt, mag fiir unseren Fall folgendermassen 
ausgesprochen werden: 

Man ziehe auf der Fliche drei (p) Riickkehrschnitte, deren gleich- 
zeitiges Bestehen noch kein Zerfallen der Fliche herbeifiihrt. Dann 
bestimme man drei Integrale so, dass sie, an diesen Riickkehrschnitten 
in bestimmtem Sinne entlang geleitet, die Perioden ergeben: 


2ix O O 
0 2ix O 
O O Qin. 


Sie kinnen als Normalintegrale genommen werden. 

Nun aber zeigt sich, dass man auf vier verschiedene Weisen unter 
den sechs Meridiancurven 0,,; drei solehe heraussuchen kann, die als un- 
abhingige Riickkehrschnitte benutzt werden kénnen. Es sind das 
jedesmal diejenigen 6,,, welche einen Index gemein haben. In der 
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That, man zerschneide die zu einer beliebigen unserer Curven gehorige 
Flaiche lings solcher b,,, b,,, b3,, die von der Ellipse » herstammen. 
So zerfillt die Fliche noch nicht. Das elliptische Doppelblatt », an 
sich genommen, wire freilich in vier Stiicke zerfallen, aber jedes dieser 
Stiicke ist jetzt, vermége der , Binder“ ¢;,, an das unzerschnittene 
Doppelblatt x befestigt. 

Wir werden, dementsprechend, jetzt drei Normalintegrale aufsuchen: 


Nir Sey Sg, welche, an b,,, b,,, b,, in positivem Sinne vorbeigeleitet, 
die Perioden ergeben: 

















Si | + 2ia 0 0 
3. 0 + 2ix | 90 
3, | 0 0 |+42ix 





Dabei dringt sich von selbst der Satz auf: Wenn man aus der Classen- 
curve riickwdrts wieder das Ellipsenpaar wy, x entstehen liisst, so gehen 
die jetat gesuchten Normalintegrale eben in die friiher von uns betrachteten 
(auch schon als Normalintegrale bezeichneten) I,, I,, I, tiber. Denn 


: : Bis’ . ES aga 
letztere verhielten sich an b,,, b,,, b,,, wie wir es jetzt von %,, 3., 95 
fordern. 


Wenn wir also setzen: 


o | cudu | 
dk = J — (axu + bv + CW) ? 
= Ci Qi 


(wo @ die linke Seite der Gleichung der Curve 4. Classe bedeutet), so 
folgt: So lange p nicht sehr von w - x verschieden ist, kinnen die unter 
den Integralzeichen stehenden Ausdriicke 

au + hv + Gw (k=—1, 2,3) 
in erster Anniherung gleich gesetzt werden den bei I, , I,, I, vorkommen- 
den linearen Functionen, d. h. bez. 


—2(a—0)(+ Ve FP -u4w), 
— 2(a—b*) (— Va? ++ 0?-u+w), 
— 2(b? —a®) (+Ya?+b?-v +). 
Bezeichnen wir wieder den Punkt, dessen Gleichung ist 
anu + byv 4- CW = 0 
als Nullpunkt des betr. Integrals, so kénnen wir auch sagen: Die 
Nullpunkte der gesuchten Normalintegrale liegen bez. in der Niihe der 
Nullpunkte der friiher betrachteten Normalintegrale. 
Ehe wir ‘diese Beziehung weiter verfolgen, werden wir, der Sym- 
metrie wegen, neben %,, %., ; noch ein dem J, eiitsprechendes %, 
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einfiihren. Die im Zihler des zugehérigen Differentials auftretende 
lineare Function wird nahezu gleich gesetzt werden kénnen: 


— 2(b°—a*) (—Va? + 0?-v+-w), 
man wird die Relation haben: 
dS; +43. + 43; + dy, = 0 
und das Verhalten der J, an den verschiedenen Meridiancurven );, 
wird durch die friiher fiir die J, entworfene Tabelle gegeben sein: 


bis | bis | bi» | Dis | boy bs 

3 | «0 "| Bix | — im |+2iz| 0 | 0 

3 |—2ix| 0 |+4+2iz| 0 |+42ix| 0 
$s | + 2ia |+2ix| 0 | 0 | 0 | +2in 
% | 9 | 0 | 0 |—ix|—2in|—2ix 


| 
| 
| 




















§ 9. 
Die Normalintegrale sind reell. Umkehrprobleme mit reellen Lisungen. 


Wir zeigen jetzt zuniichst: die Normalintegrale X sind reell, d. h. 
ihre Differentiale enthalten nur reelle Coefficienten und weichen also 
von den Differentialen der J nur um reelle Correctionsglieder ab. In 
der That, man kann sich die 3 folgendermassen bestimmt denken. Es 
seien j,, jo» Js irgend drei unabhiingige, reelle Integrale erster Gattung. 
Leitet man ein solches Integral lings einer Meridiancurve b;, entlang, 
so erhilt man immer eine rein imagindre Periode. Die Meridiancurve 
iiberdeckt niimlich zweimal denselben Weg, einmal auf der Vorderseite, 
das andere Mal mit umgekehrtem Sinne auf der Riickseite der Fliche 
verlaufend. Wird nun das eine Mal beim Hinintegriren der Betrag 
a + Bi gewonnen, so liefert der Riickgang, weil er die conjugirt ima- 
giniiren Werthe aber im umgekehrten Sinne iiberschreitet, — a + Bi, 
und der Werth der ganzen Periode ist 281, w. z. b. Dementsprechend 
mégen die Perioden, welche die j, bei Hinleitung lings b,,, b.,, b,, 
erhalten, 16:1, ¢Bi2, Bes genannt sein. Sei jetzt z. B. das gesuchte J, 

= Hj, + Oj, + Mjs- 
So wird man, aus den Periodenwerthen, die §, an b,,, b.,, ba, auf- 
weisen soll, folgende Gleichungen zur Bestimmung der « erhalten: 


By, + & By, + a3 83, = 2, 

1 Bip + By. + 38s, = 0, 

ty Bys + &_Bo3 + &3By3 = 0. 
Dies aber sind reelle Gleichungen; sie geben reelle Werthe der a und 
also ein reelles Normalintegral %,. 
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Ein reelles Integral, an einem reellen Curvenzuge vorbeigeleitet, 
ergiebt offenbar einen reellen Betrag. Wir kénnen daher folgenden 
Satz aussprechen: 

Betrachtet man als untere Grenze der Normalintegrale %; reelle 
Punkte der Curve vierter Classe, so erhalten alle reellen Punkte derselben 
Integralwerthe, die, modulo 2ix, den imaginiiren Bestandtheil 0 oder 
ix besitzen. 

Jeder reelle Punkt ist niimlich von dem dann vorhandenen An- 
fangspunkte der Integration zu erreichen, indem man Stiicke von reellen 
Curvenziigen und ev. Stiicke von Meridiancurven },, durchliiuft. Die 
letzteren sind aber insoweit ihrer Grésse nach bestimmt, als sie immer 
von einem reellen Curvenzuge bis zu einem zweiten reellen Zuge hin- 
leiten; sie sind, sozusagen, halbe Meridiancurven. Da aber das Durch- 
laufen der ganzen Meridiancurve fiir das Normalintegral die Periode 
0 oder +-2%z liefert, so ergiebt, wie aus dem analogen eben ausgefiihrten 
Beweise erhellt, die halbe Meridiancurve einen Betrag, dessen imagi- 
niirer Theil 0 oder + iz betriigt. Hierin liegt der Beweis des neuen 
Satzes. 

An ihn kénnen wir sofort eine sehr einfache Untersuchung kniipfen 
iiber die Realitiitsverhiltnisse des Jacobi’schen Umkehrproblems, eine 
Untersuchung, die fiir die weiterhin abzuleitenden Resultate (§ 14.) von 
wesentlicher Bedeutung ist. Die unteren Grenzen der Integrale seien 
wieder in reelle Punkte der Curve gelegt. Dann sollen drei Punkte 
x, y, 2 der Riemann’schen Fliiche gesucht werden, so dass 


\«@ Ny VS 

i + Si + AY = v%, ? 
Vz ay Ge ...'.. 
Se + i rg == Ug) 
ae ay as 

rSg + ads + 3 —" Vs » 


wo die v gegebene Gréssen sind. Es werde ausserdem angenommen, 
was fiir das Folgende ausreicht, dass dies Problem nicht zu den unbe- 
stimmten gehért. So behaupte ich: das Punktetripel x, y, 2 wird dann 
und nur dann reell sein, wenn die imaginiiren Bestandtheile der v, 
. modulo 2ix, Null oder ix betragen. Als reell ist dabei ein Tripel be- 
zeichnet, wenn entweder alle Elemente desselben reell sind, oder nur 
eines, aber die beiden anderen conjugirt imaginir. 

Der Beweis ist einfach dieser. Es sei x4, =a,;+if;. So betrachten 
wir ein zweites Umkehrproblem, fiir welches die gegebenen Gréssen 
vp=a,—ifB,. Die Lésung desselben wird durch ein Tripel vorgestellt 
sein, welcher zu dem urspriinglichen gesuchten Tripel conjugirt ima- 
ginir ist. Sind nun die B, Null oder a (modulo 22), so stimmen 
die v, und v% (modulo 2iz) iiberein. Die beiden conjugirten Tripel 
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miissen daher, wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit des Umkehr- 
problems, identisch sein, d. h. das gesuchte Tripel ist reell. 
Allgemeiner, es werde eine Gruppe von » Punkten gesucht, so dass 


ee os ee Se ye" =»,, 
man soll diese Punkte unter ev. Zuhiilfenahme fester Punkte durch ein 
Curvensystem aus der Curve vierten Grades ausschneiden. Dieses Curven- 
system wird dann und nur dann reell sein, d. h. eine Gleichung besitzen, 
in der, abgesehen von den unbestimmt bleibenden Parametern, nur reelle 
Coefficienten vorkommen, wenn die imagindren Bestandtheile der v, (mo- 
dulo 2ix) Null oder ix sind. 


§ 10. 
Der Verlauf der Normalintegrale. 


Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen, im Sinne der in § 1. 
auseinandergesetzten Methode den Verlauf der Normalintegrale %; auf 
den zugehérigen Riemann’schen Fliichen durch schematische Zeichnung 
zur vollen Anschauung zu bringen und riickwiirts aus der Zeichnung 
die charakteristischen Periodicitiitseigenschaften dieser Integrale wieder 
abzuleiten. Inzwischen soll das nur fiir die viertheilige Curve und 
fiir die Giirteleurve hier durchgefiihrt werden. Bei der symmetrischen 
Gestalt, welche diese beiglen Curven besitzen, haben \,, S., S3, Sq alle 
dieselbe Beziehung zur eee es geniigt, eines derselben zu repriisen- 
tiren, und wir wollen %\, zu diesem Zwecke auswiihlen. 

Betrachten wir vorab das Ellipsenpaar ~- yz und das zugehdrige 
Integral J,. Indem wir dasselbe gleich P+ 7¢@ setzen und nun, auf 
jedem der beiden elliptischen Doppelblitter, die Curven P=C, V=C 
nach Anleitung des § 2. zeichnen, erhalten wir folgende Figuren, bei 
denen wir, der grésseren Uebersichtlichkeit wegen, die Ellipsen y und 
neben einander gezeichnet haben (Fig. 10). 

Diese Zeichnungen geben einen ersten Anhalt zur Construction 
der entsprechenden Curvensysteme bei den allgemeinen Curven. Die- 
jenigen Partieen der gezeichneten Curvensysteme, welche nicht unmittel- 
bar an die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten ¢;, hinanreichen, 
werden sich wesentlich unverandert auf den allgemeinen Fliichen wieder 
finden. 

Man hat ferner folgende Anhaltspunkte. Bei den allgemeinen 
Curven ist das Integral %, ein iiberall endliches geworden, Unendlich- 
keitspunkte treten also in den bez. Curvensystemen P=C, Q=C 
nicht auf. Dagegen weist jetzt das Differential d‘\, vier Verschwin- 
dungspunkte auf, entsprechend den vier Tangenten, die man vom 
Nullpunkte des Integrals an die Curve legen kann. (Dieser Nullpunkt 
ist, wie oben angegeben, nahezu durch 
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Ve+e-ot+w=—0 


vorgestellt). — Ferner ist deutlich, dass die reellen Ziige der Curve 
selbst zu den Curven @ = C gehiren. Andererseits miissen die Curven 


Fig. 10, 


ais 
/ 








P= C, wenn sie iiberhaupt zweimal einen reellen Curvenzug treffen, 
Meridiancurven sein. Denn denselben Verlauf, den sie, etwa auf der 
oberen Seite der Fliiche, zwischen den genannten Schnittpunkten nehmen, 
werden sie riickwiirts, auf der anderen Seite der Fliiche, ebenfalls ein- 
schlagen miissen. Es folgt hieraus schon, dass diese Curven P=C ge- 
schlossene Curven sein miissen; dass iiberhaupt die Curven P=C und 
(Q=C in den von uns zu betrachtenden Fiillen geschlossen sind, ergiebt 
der in § 1. entwickelte bez. Satz und eine niihere Betrachtung der bei 
den einzelnen Figuren hervortretenden Lagenbeziehungen. 


$11. 
S 
Besondere Betrachtung der viertheiligen Curve und der Giirtelcurve. 
Bei der viertheiligen Curve liegt der Nullpunkt 
° Ve +R-vtw=0 
an einer Stelle, an der sich zwei ,,Bander“, ¢,, und ¢,,, tiberkreuzen. 
Die vier Tangenten, welche von ihm ausgehen, sind imaginiir und also 
vorgestellt durch die vier an dieser Stelle iiber einander befindlichen 


Punkte der Riemann’schen Fliiche. Sie sind die Verschwindungspunkte 
des Differentials und also Veriistelungspunkte der Curvensysteme P und Q. 


25* 
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Der Verlauf dieser Curvensysteme ist durch die voraufgeschickten 
Bemerkungen schematisch durchaus bestimmt; man erhiilt die folgenden 
Zeichnungen, in der die eigentlich einander iiberkreuzenden beiden 
Haupttheile der betr. Fliche neben einander gezeichnet sind. 

Fig. lla. 


Fig. 11b. 





Fig. 12a. 


Fig. 12b. 





Dass die Curven Q = C geschlossen sind, ergiebt sich aus dem 
betr. Satze des § 1., weil jede von ihnen mit einem der vier reellen 
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Ziige der eigentlichen Curve einen Canal einschliesst, in welchem sich 
kein Verschwindungspunkt des Differentials befindet. Die Curven P=C 
sind alle Meridiancurven, und als solche geschlossen. 

Aus diesen Zeichnungen bestiitigt man das Verhalten des Integrals 
S,; an den b;,. Man kann },,, 0,4, b93, bo, eine solche Lage geben, 
dass sie geradezu mit Curven PC zusammenfallen, Zu dem Zwecke 
muss man b,, und b,, bez. durch die beiden Verschwindungspunkte der 
Binder ¢,, und ¢,, hindurchgehen lassen. MHierdurch ist deutlich, 
wesshalb sie eine Periode Null ergeben, wiihrend b,, und b,, eine nicht 
verschwindende Periode liefern: die Beitriige, welche die beiden Hilften, 
in die b,, oder b,, durch die betr. beiden Verschwindungspunkte zer- 
legt werden, fiir den Integralwerth ergeben, compensiren sich gegen- 
seitig. Dagegen ergeben b,, und b,,, insofern sie Curven P=C sind, 
eine rein imaginiire, und, da sie gegen die Figur symmetrisch liegen, 
eine gleich grosse Periode. Dass dieselbe gleich 2i” ist, kann die 
Figur nicht zeigen; denn die Curven P, Q blieben ungeindert, wenn 
man statt 3, ¢-S, setzte (wo ¢ eine beliebige, reelle Constante). 
Aus den zwischen den b;, bestehenden Relationen: 

Dip = by; — dys i 
Dyy = Dys + Oyy = dag + Day 

folgt endlich, dass ein Hinfiihren des Integrals lings b,, Null und 
lings b,, denselben Periodenwerth, wie bei b,,, b,, ergeben muss. 

Die entsprechenden Verhiiltnisse gestalten sich bei der Giirtelcurve 
etwas anders, insofern bei ihr die vier Tangenten, die man vom Null- 
punkte des Integrals aus an die Curve legen kann, reell ausfallen und 
die sie repriisentirenden Punkte daher den reellen Curvenziigen angehoren. 
In Folge dessen erscheinen die Veristelungen, welche die Curven P, 
Q in diesen Punkten, wie immer in den Verschwindungspunkten des 
Differentials, aufweisen, in der Zeichnung perspectivisch verkiirzt. Man 
erhilt die folgenden Figuren, die inzwischen hier nicht eingehender er- 
liutert werden sollen: 


Fig. 13a. 


Fig, 13b. 
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§ 12. 
Vervolistindigung des Querschnittsystems. 


Die drei bei Einfiihrung der Normalintegrale %,, 3, 3, benutzten 
Meridianschnitte b,,, b,,, b,, sollen jetzt durch drei weitere Schnitte 
A,, A,, Ay; zu einem ,,kanonischen™ Querschnittsysteme vervollstandigt 
werden. A; werde so gezogen, dass es von einem Punkte von b;4 aus- 
laufend zu demselben Punkte, von der anderen Seite kommend, zuriick- 
kehrt, ohne dabei die anderen },4 oder etwa schon construirte andere 
A wu iiberschreiten. Indem wir dann an den a; die Integrale 9; hin- 
leiten, erhalten wir Perioden a;, (es wird bekanntlich a;,—a,;), die mit 
den auf die b;, bez. Perioden zusammen ein volles Periodensystem bilden. 
Unsere Aufmerksamkeit soll besonders auf den imagindren Theil der ai 
gerichtet werden; wir werden finden, dass derselbe, modulo 2i 2, gleich 0 
oder iz ausfillt, je nach der Art der zu Grunde gelegten Curve. 

In den weiterhin mitzutheilenden Tabellen nehmen wir neben \,, 
%2, 33 aus Symmetriegriinden auch 3, auf; analog fiihren wir neben 
A,, A,, A; noch eine Curve A, ein, deren Definition sich naturgemiiss 
ergiebt. Man hat, fiir die so erweiterte Tabelle, auch noch a;, = a,; und 
iiberdies, wegen der zwischen den § bestehenden Relation: Ya;, = 0 
(i—1, 2, 3, 4). 

Fiir die Construction der Curven A,, A,, A,, A, stelle ich nun 
folgende Regeln auf. Die Ellipsen y, xy waren je in vier Segmente 
S,, S,, S,, S, zerfillt worden; wir wollen, um etwa A, zu erhalten, 
die beiden Segmente S, zusammen mit den beiden Tangenten ¢,,, ¢,;, 
welche sie begrenzen, ins Auge fassen: 

Fig. M4. 


oN Ab 





Man hat dann, hinsichtlich der Art, in welcher ¢,,, ¢,, beim Uebergange 
zur allgemeinen Classencurve benutzt sind, drei Fille zu unterscheiden: 
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1) Bei beiden Tangenten sollen die durch das Unendliche hindurch- 
gehenden Segmente in reelle Curvenziige gespalten sein. Dann 
hat man also die Figur: 

In diesem Falle 

bilden die beiden Seg- Fig. 15. 

mente S, zusammen 
mit den unmittelbar 
angrenzenden Curven- 
stiicken , di¢ aus ¢,,, ¢,5 
entstanden sind, einen 
geschlossenen Zug (der 
dann ein reeller Zug 





. . ‘ / 

der Curve ist). Dieser SAN 
\ F 

Zug soll als A, genom- fo \/ i, 
men werden.  Leitet pitts ’ ie _, 

, f \ me 
man ein reelles Inte- t / ie 

23 e \ I3 


gral an thm entlang , so 
erhdilt man eine reelle 
Periode. 


2) Von den beiden begrenzenden Tangenten wird die eine, wie 
im Falle 1), die andere im wmgekehrten Sinne benutzt, so 
dass also bet ihr das im Endlichen gelegene Segment in reelle 
Curvenziige gespalten wird: 

Dann bekommt man 
einen zusammenhingen- 
den Zug, wenn man die 
beiden Segmente S, mit 
den angrenzenden Cur- 
venstiicken zusammen- 
fiigt, welche von den ‘T'an- 
genten ¢,,, ¢,, herriihren, 
und dann die auf der Vor- 
der- oder Riickseite ver- 
. laufende Hiilfte einer Meri- 
diancurve b,, hinzunimmt. 
Dies sei jetzt der Quer- 
schnitt A,. Er besteht aus 
Stiicken der reellen Curvenziige und aus einer halben Meridiancurve. 
Leitet man an ihm ein reelles Integral entlang, so giebts, allgemein zu 


Fig. 16. 





reden, cine complexe Periode, deren imaginérer Theil gleich ¢ - Fr ist, 
wenn iB,, die Periode ist, welche das Integral bei Durchlaufung der 
ganzen Meridiancurve b,, gewinnt. 
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3) Bei beiden begrenzenden Tangenten wird das im Endlichen 
befindliche Segment benutet : 


Fig. 17. 


bi . 025 
a 


te 





i ca , ee ree 
é “ wv, 
cad S, 7 


Dann muss man zwei halbe Meridiancurven, te und ny , zu Hiilfe 
nehmen, um mit den beiden S, und den aus ¢,,, ¢,, entstandenen Curven- 
stiicken zusammen einen geschlossenen Zug zu bilden, der dann als A, 
gelten soll. Die Periode, welche ein reelles Integral erhilt, wenn man das- 


selbe an ihm entlang leitet, hat den imagindren Bestandtheil i( Bist Bas ). 


§ 13. 
Die Perioden a;;. 


Wenn wir in dieser Weise an der auf Tafel II, II] gezeichneten 
Curven resp. den zugehdérigen Fliichen die Querschnitte A,, A,, A,, A, 
ausfiihren und an ihnen 3,, Q., 33, 9, entlang leiten, erhalten wir 
Werthe der a;,, deren imaginiire Bestandtheile in den folgenden Tabellen 
zusammengestellt sind auf Grund der Tabelle des § 8., die das Ver- 
halten der § an den bj, angab. 

I. Viertheilige Curve. Alle a;, sind reell. 

ll. Dreitheilige Curve. Die imaginiiren Bestandtheile der a,;, sind: 

A, | A, mit — bes | A, A, mit + bes 


gy | 0 0 0 0 
[0] —i [0 | +i 
% | 9 | 0 0 0 
ee : wa 14 — is 


Ill. Zweitheilige Curve. 





| j 
° l . e ) 
| A, mit — ‘ A, mit — ee | A; A, mit + “athe 
3 | .—& | 0 | o | + ix 
Se | 0 | —tx | O | + in 
. | - | _ i 


0 0 





rs 2 | 
% | +ix | +ixn | 0.) —2in 
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IV. Hintheilige Curve. 


Aymit — Onto (A, mit — "| Amit + bot? ‘Amit + 
‘7 SRE Se eee ae a 
Se porhe | in in ar gE AL 
Ss eae eas — ix + 2in | 0 
3, | 4+ in | 0 e od 





V. Giirtelcurve. 


A, mit a | A, mit => | Aymit+ 2st Os A,mit- “tO 





3: | 0 | 0 | ix | + ix 
3. 0 | 6 om] -—-ix | +i 
a eS ee +2in- | ” gals 
S| fix | bin 0 | —Qix 
§ 14. 
Beriihrungscurven. 


Die aufgestellten Tabellen gestatten, in sehr einfacher Weise zu 
discutiren, wie viele unter gewissen Beriihrungscurven der Curve vierten 
Grades reell sind, und mit der Darlegung dieser Verhiltnisse mag die 
gegenwirtige Arbeit abschliessen. Ich betrachte die einfacheren der- 
jenigen Probleme, welche bei Clebsch (Crelle’s Journal LXIII. Ueber 
die Anwendung der A bel’schen Functionen in der Geometrie) behandelt 
sind, nimlich nur diejenigen, bei denen nicht, wie beim Probleme der 
Doppeltangenten, eine Unterscheidung gerader und ungerader Charakte- 
ristiken nothwendig ist. Clebsch findet, resp. bestitigt die (sonst 
bekannten) Resultate, dass es bei Curven vierten Grades giebt: 

a) 63 Systeme viermal beriihrender Kegelschnitte, 

b) 64 Systeme sechsmal beriihrender Curven dritter Ordnung. 
c) 728 Systeme viermal osculirender C,, 

d) 4096 dreimal hyperosculirende C,. 

Ich werde angeben, wie viele dieser Systeme resp. einzelner Curven 
reell sind. 

Dabei sei es gestattet, des kiirzeren Ausdrucks halber wieder von 
Ordnungs-Curven statt von Classen-Curven zu reden. Von den vier 
Integralen %, benutzen wir nur die drei %,, 3, $3. bre unteren 
Grenzen verlegen wir in drei tibrigens beliebige, reelle Punkte der 











394 F. Kure. 


Curve vierter Ordnung. Sind dann die Schnittpunkte der Curve vierter 


Ordnung mit einer Curve m'*" Ordnung 2,, 2, +--+ - Zim, 30 hat man 
nach dem Abel’schen- Theoreme: 

~*1 ~ 2 74m ’ q 9 : 

Sk +3; fevceses » — m-C,, (k=1, 2, 3), 


wo die Constanten C, von der Wahl der unteren Grenzen abhiingen, und 
das Congruenzzeichen andeuten soll, dass die Gleichung nur modulo 
der Perioden stattzufinden hat. 

So behaupte ich zuniichst: Die Constanten C, kinnen bei der von 
uns getroffenen Verabredung reell genommen werden. Wenn niimlich 
die schneidende Curve m'** Ordnung reell ist, so werden von den 4m 
Schnittpunkten die imaginiiren paarweise conjugirt auftreten und von 
den reellen auf jedem Zuge der Curve vierter Ordnung eine gerade 
Anzahl sich vorfinden. Denn diese Ziige haben sog. paaren Charakter. 
Die Integralsummen aber, die, von reeller unterer Grenze beginnend, 
zu conjugirt imaginiren oberen Grenzen hingeleitet werden, sind, mo- 
dulo der Perioden, reell. Ebenso die Integralsummen, die, von reeller 
unterer Grenze beginnend, zu einer paaren Anzahl reeller Punkte des- 
selben Curvenzuges hingeleitet werden. Denn das einzelne solche Inte- 
gral ist entweder an sich reell oder hat den imaginiiren Bestandtheil 
ix; eine paare Anzahl derselben giebt also eine Summe, die modulo 2iz 
congruent mit einer reellen Zahl ist. Hierin liegt der Beweis. 

Die Beriihrungsprobleme, die oben genannt wurden, verlangen nun 
alle, solche Beriihrungspunkte zu bestimmen, welche, abgesehen von 
reellen Multiplis der C,, als Integralsummen r'° Theile von Perioden 
ergeben: r ist dabei in den beiden ersten Fallen gleich 2, im dritten 
gleich 3, im vierten gleich 4 zu setzen. Nach dem allgemeinen Satze, 
der in § 8. hinsichtlich der Realitiit der Lisung des Jacobi’schen 
Umkehrproblems aufgestellt wurde, ergiebt sich daher: 

Diejenigen Lisungen der Beriihrungsprobleme sind reell und nur 
diejenigen, deren zugehdriger r‘ Periodentheil, modulo 2ia, den ima- 
gindiren Bestandtheil 0 oder ix aufweist. 


§ 15. 

Anzah) der reellen Berithrungscurven. 
Die Perioden, welche die 3, bei Integration lings der Querschnitte 
b,,, b.,, by, erhalten, sollen einen Augenblick £i;, Boi, Bs, genannt 
werden. Dann ist das allgemeinste Periodensystem, unter m,, m,, ms, 

dir Ye» Ys ganze Zahlen verstanden, vorgestellt durch: 

m, Biz + m, Box + ms Bs + Gy Giz + GoGee + Ys Ase- 

Die verschiedenartigen r" Periodentheile erhilt man alle, wenn man 
die m, q auf die Zahlwerthe 0, 1---+(r—1) einschriinkt und dann 
durch r dividirt. 








a 
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Der imaginire Bestandtheil, den die allgemeine Periode enthiilt, 
nimmt nun auf Grund der friiheren Tabellen bei den einzelnen Curven- 
arten folgenden Werth an: 


I. Viertheilige Curve. 





4, | 2m,enr 
~ 4 . e 
No | 2m,ix 


mont 
3 | 2 mtx 


oy 


« 
Il. Dreitheilige Curve. 
\, ) 2m,ia 
32 | Q@m,—q)ix 
Ss | 2m, ix 
Ill. Zweitheilige Curve. 
Si | (2m, —q,)ix 


Je | (2m,—q,)ix 
Js | 2msia 


IV. Eintheilige Curve. 


M1 | (2m, —qy)¢a 


Je (2m, +g, — qy)t% 


» 
x 


Ss | (2m3— d— G2. — 243) t 





V. Giirtelcurve. 


x 


vi (2m, —qs)im 





So | (2m,—q,)ta 


Ss | (2m; — Gi — G2 +2 G3)t 





Jetzt lasse man die m, g alle Werthe von 0 bis (r7—1) annehmen, 
und sehe nach, fiir wie viel Werthsysteme von den r* iiberhaupt vor- 
handenen die imaginiiren Bestandtheile ganzzahlige Multipla von riz 
werden. Se findet man folgende Tabelle: 











| 1 |u| mjwivde 
v—2| 6 | 32 | 16 | 8 | 16 | 64 
v=3| ot | ov | a7 | a7 | a7 | 729 
vad 5 | We 188 | Gees 4006 
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Die Zahlen der Tabelle geben dann zugleich an, wie viele der ver- 
schiedenartigen r'* Periodentheile zu Umkehrproblemen mit reellen 
Lisungen Anlass geben. Aber unter ihnen ist im Falle a) und im 
Falle c) noch eine uneigentliche Lésung auszuscheiden. Denn setzt 
man alle m und q gleich Null, so erhilt man in den genannten Fiillen 
statt. eines Systems viermal beriihrender Kegelschnitte bez. viermal os- 
culirender Curven dritter Ordnung die doppelt- bez. dreimal geziihlten 
geraden Linien der Ebene. Dementsprechend gewinut man folgende 
Satze: 

Von den 63 Systemen viermal beriihrender Kegelschnitte sind in den 
Fiillen 1, Ul, Ill, 1V, V bez. reell: 

63, 31, 15, 7, 15. 

Fiir die 64 Systeme sechsmal beriihrender Curven dritter Ordnung 

werden diese Zahlen: 
64, 32, 16, 8, 16. 

Unter den 728 Systemen viermal osculirender Curven dritter Ordnung 

sind immer und nur 
26 

reel. 

Endlich finden sich unter den 4096 dreimal hyperosculirenden Curven 
dritter Ordnung in den verschiedenen Fiillen: 

512, 256, 128, 64, 128 

reelle. 


Von diesen Resultaten kann man das erste, nach einer Bemerkung, 
die Herr Zeuthen gemacht hat*), indirect bestiitigen. Es wurde bereits 
oben des Zusammenhangs gedacht, der zwischen der Theorie der Curven 
vierter Ordnung und der Theorie der Fliichen dritter Ordnung besteht. 
Von den Doppeltangenten der C, wird dabei eine ausgezeichnet; sie ent- 
spricht dem auf der JF’, angenommenen Projectionspunkte. Die anderen 
Doppeltangenten sind die Bilder der 27 auf der F’, verlaufenden geraden 
Linien. Nun hat Herr Zeuthen bemerkt (Tidsskrift etc. Bd. 3, p. 191), 
dass die aus den 27 Linien zu bildenden 36 Doppelsechsen sich projiciren 
als die Aggregate der Linienpaare, welche in denjenigen 36 Systemen 
viermal beriihrender Kegelschnitte vorkommen, die die ausgezeichnete 
Doppeltangente nicht als Theileurve enthalten. Andererseits findet 
sich in Cremona’s ,,Preliminari di una teoria delle superficie“ ange- 
geben, wie viele der 36 Doppelsechs bei den von Schlifli unterschie- 
denen Arten der F, reell sind; es sind bez: 


36, 16, 8, 4, 12. 
*) Vgl. auch eine Arbeit von Hrn. Crone in der Tidsskrift for Mathematik, 
Nov. 1875. 
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Aus ihnen ergiebt sich nun z. B. die von uns fiir die Giirteleurve V 
angegebene Zahl 15 folgendermassen. Die 12 reellen Doppelsechse der 
entsprechenden Fiche enthalten, wie Cremona angiebt, keine reelle 
gerade Linie; ihnen entsprechen also 12 reelle Kegelschnittsysteme bei 
der C,, welche keine der reellen Doppeltangenten als Theilcurve ent- 
halten. Aber es giebt bei dieser C, vier reelle Doppeltangenten; ihre Be- 
riihrungspunkte liegen auf einem Kegelschnitte (verg]. Zeuthen Bd. VII, 
p. 412). Indem man eine beliebige derselben mit einer zweiten zusam- 
men als Beriihrungskegelschnitt auffasst, erhilt man in bekannter Weise 
ein neues, reelles System von Beriihrungskegelschnitten, welches dann 
aber die beiden zuniichst nicht benutzten reellen Doppeltangenten eben- 
falls als ein Linienpaar enthalten wird. Die Zahl der zu den 12 Systemen 


zutretenden ist also noch 3, in Uebereinstimmung mit dem oben ange- 
gebenen Resultate. 


Noch michte ich bei dieser Gelegenheit eine Bemerkung zufiigen 
tiber eine Arbeit von J. Grassmann (Zur Theorie der Wendepunkte, 
besonders der Curven vierter Ordnung, Berlin 1875, Inauguraldisser- 
tation). Der Verf. untersucht, zumal fiir die Curven vierter Ordnung, 
die Frage, ob sich zwischen den Wendepunkten analoge Beziehungen 
entdecken lassen, wie sie z. B. fiir die Beriihrungspunkte der Doppel- 
tangenten der C, oder fiir die Wendepunkte der C, gelten. Aber sein 
Hauptresultat, welches, fiir die C, ausgesprochen, behauptet, dass jeder 
Kegelschnitt, der durch fiinf Wendepunkte geht, deren noch drei wei- 
tere enthilt, ist im Allgemeinen nicht richtig. Ich iiberzeugte mich 
davon zunichst, indem ich die Zeichnungen von Curven vierter Ord- 
nung durchsah, die Beer in seinen Tabulae curvarum quarti ordinis ete. 
(Bonn 1852) zusammengestellt hat. Bei diesen Curven liegen immer 
vier Wendepunkte im Unendlichen, und es kommen Beispiele vor (z. B. 
Tafel VII, 1), bei denen vier im Endlichen liegende reelle Wendepunkte 
auftreten, die (auch wenn man der Ungenauigkeit der Zeichnung Rech- 
nung tragen will) unmdglich auf einer zweiten Geraden liegen kénnen, 
wie es J. Grassmann’s Satz in diesem Falle verlangen wiirde. Es 
ist die immer so missliche Anwendung complicirter Schnittpunktsysteme 
gewesen, die den Verf. zu dem Fehlschlusse verfiihrte; wie er mir mit- 
‘theilt, ist das System der 45 Punkte (p. 11 der Arbeit), aus welchem 
der Schluss auf die Lage der weiteren Wendepunkte gemacht wird, 


von der besonderen Art, die iiberhaupt keinen Schluss auf weitere 
Punkte zuliisst. 


Miinchen, im April 1876. 





Ueber eine neue Art von Riemann’schen Flachen. 


(Zweite Mittheilung.) 


Von Fenix Kiem in Miinchen. 


Der nachstehende Aufsatz giebt eine Fortsetzung der unter gleichem 
Titel im .7'" Bande dieser Annalen (p. 558—566) erschienenen Arbeit. 
Nachdem ich damals die betr. Flichen iiberhaupt definirt und an ein- 
fachen Beispielen erliutert habe, discutire ich jetzt allgemein, fiir Curven 
beliebigen Grades mit einfachen Singularitiiten, die Verzweigung und 
den Zusammenhang dieser Flaichen. Eine erste bez. Notiz verdffent- 
lichte ich bereits in den Erlanger Berichten, Mai 1874. Der Fort- 
schritt, den meine jetzige Darstellung aufweist, beruht wesentlich auf 
dem Satze, den ich neuerdings in der Note: ,, Veber eine neue Relation 
zwischen den Singularititen einer algebraischen Curve“ mittheilte (p. 199 
ff. dieses Bandes). Aber nicht nur auf diesen Satz, sondern auch auf 
die dort im Einzelnen befolgte Entwickelung werde ich mich wieder- 
holt beziehen; ich werde daher diese Note weiterhin einfach mit den 
Worten ,,Ueber Singularititen“ citiren oder auch nur eine bez. Seiten- 
zahl angeben. Andererseits werde ich verschiedentlich Bezug nehmen 
auf zwei andere, dem gleichen Ideenkreise angehdrige Arbeiten, in die 
ich bereits einige hier néthig werdende Beweise eingeflochten habe, 
um bei der jetzigen Darstellung mich kiirzer fassen zu kiénnen. Ks ist 
dies zuniichst der unmittelbar vorstehende Aufsatz: Ueber den Verlauj 
der Abel’schen Integrale bei den Curven vierten Grades; er mag nament- 
lich auch die Richtung bezeichnen, in welcher ich die hier vorzu- 
tragenden Untersuchungen weiter zu fiihren denke. Es ist andererseits 
die im 9" Bande dieser Annalen p. 476—482 gegebene Notiz: Ueber 
den Zusammenhang der Flichen. Die Auffassung, welche ich schon 
bei einer friiheren Gelegenheit (diese Annalen VII, p. 549 —557) zur 
Sprache brachte, — der zufolge man bei Zusammenhangsbetrachtungen 
nicht von der Fliiche schlechthin sondern von der Flichenscite zu sprechen 
hat —, wird in der genannten Notiz consequenter durchgebildet. Dies 
veranlasst mich, weiterhin einige derjenigen Festsetzungen, die ich in 
meinem ersten Aufsatze iiber die neue Art der Riemann’schen Flichen 
aus Zweckmissigkeitsgriinden traf, etwas zu modificiren. 
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§ 1. 
Anordnung der Blatter. Bedeutung der reellen Wendetangenten und 
der isolirten Doppeltangenten. 


In der zuletzt genannten Notiz ,,Ueber den Zusammenhang der 
Flichen“ habe ich (p. 479, 80) auf die enge Beziehung aufmerksam 
gemacht, welche zwischen der neuen Riemann’schen Fliiche und 
der v. Staudt’schen Imaginirtheorie besteht, und habe entwickelt, 
dass man dementsprechend die Bliitter der Fliche mit Indicatricen iiber- 
decken kénne, die einen bestimmten Sinn besitzen. Durch ihn sollte 
dort in derselben Weise eine Unterscheidung zwischen den beiden Seiten 
einer Fliiche erméglicht werden, wie dies gewdhnlich durch Angabe 
des Sinnes der Flaichen- Normale geschieht. Hier, wo die principiellen 
Fragen, die ich damals behandelte, zuriicktreten, will ich mich der ge- 
wohnlich gebrauchten, bequemeren Anschauung bedienen. Man errichte 
etwa die Normale immer nach derjenigen Seite, von der aus die betr, 
Indicatrix in der Richtung des Zeigers einer Uhr durchlaufen erscheint, 
und bezeichne dann diejenigen Blatter der Fliche, deren Normale auf 
den Beschauer zugerichtet ist, als obere, die anderen als wntere. 

Es wird im Folgenden, wenn nicht ausdriicklich (§ 6.) das Gegen- 
theil bemerkt wird, die Gleichung der zu untersuchenden Curve mit 
reellen Coefficienten gedacht. Dann ordnen sich die Blittter der Rie- 
mann’schéen Fliche in der Weise zu zwei zusammen, dass die Punkte 
des einen Blattes die conjugirt imaginiiren Werthe derjenigen repriisen- 
tiren, welche im anderen Blatte ihre Darstellung finden. Da der Sinn 
der oben genannten Indicatricen zwischen den conjugirt imaginiiren 
Vorkommnissen scheidet, so ist also von zwei zusammengehiorigen Blittern 
das eine ein oberes, das andere ein unteres. An jeder Stelle ist die 
Ebene von einer paaren Anzahl (die auch Null sein kann) von Blittern | 
iiberdeckt; die halbe Zahl dieser Bliitter gehért zu den oberen, die 
andere Hilfte zu den unteren, und jedes obere Blatt entspricht einem 
bestimmten unteren. 

Um von einem oberen Blatte in ein unteres zu gelangen, giebt es 
zwei Méglichkeiten. Kntweder, man geht (sofern es Blitter giebt, die 
sich durch das Unendliche erstrecken) durch das Unendliche hindurch, 
wobei sich der Sinn der Flichennormale von selbst umkehrt — oder 
man tiberschreitet einen reellen Zug der Curve, resp. eine reelle Wende- 
tangente oder eine isolirte Doppeltangente derselben, wobei man vom 
oberen Blatte ausgehend in das unmittelbar unter ihm befindliche, zu- 
gehdrige untere Blatt gelangt. Es wird zweckmiissig sein, hier diese 
beiden letzten Vorkomumisse etwas zu erliutern, da die betr. Ausein- 
andersetzungen meines ersten Aufzatzes, wie schon in der Kinleitung 
angedeutet, nicht ganz zutreffend sind. 
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Auf p. 562 des ersten Aufsatzes wurde eine Curve dritter Classe mit 
isolirter Doppeltangente betrachtet (Fig. II ebenda). Dieselbe erscheint 
als eine Uebergangsform zwischen der allgemeinen, eintheiligen und 
der allgemeinen, zweitheiligen Curve (Fig. III, 1); die Doppeltangente 
geht doppeltzihlend aus einem Zuge der letztgenannten Curve hervor, 
der die Gestalt einer sehr steilen Hyperbel hat; beim Uebergange zu 
III kommt die Doppeltangente einfach in Wegfall. Die Modification, 
welche die bez. Riemann’sche Fliche bei diesem Uebergange erleidet, 
kann man folgendermassen beschreiben: Von der Flaiche II ausgehend 
erhilt man die Flaiche III der eintheiligen Curve, indem man die ‘beiden 
an die Doppeltangente hinanreichenden oberen Halbblitter mit einander 
vereinigt, und ebenso die beiden (zugehérigen) unteren Halbblitter; da- 
gegen erhilt man die Fliche der zweitheiligen Curve, indem man jedes 
der beiden an die Doppeltangente sich hinanziehenden oberen Halb- 
blitter an das zugehérige untere Halbblatt anheftet. — Dieser doppelten 
Méglichkeit giebt man nur einen einseitigen Ausdruck, wenn man sich 
die Doppeltangente als eine Selbstberiihrungsgerade der Fiche denkt, 
wie ich damals wollte (p. 563); es ist besser, man stellt sich die Fliche 
liings der Doppeltangente zerschnitten vor, wo man dann die beiden 
Riinder je nach Bediirfniss vereinigen kann. Unter einem Rande der 
betr. Fliche wird dabei verstanden die Berandung eines oberen Halb- 
blattes zusammen mit der Berandung des gegeniiberliegenden unteren; 
denn sie hingen im Unendlichen zusammen. Wenn spiiter (§ 4.) davon 
die Rede ist, dass, bei der gewdhnlichen Riemann’schen Fiche, der 
hier in Rede stehenden Doppeltangente ein Paar von undamentalpunkten 
entspricht, so hat man sich das so vorzustellen; dass der Umgebung 
des einen Fundamentalpunktes der eine der hier definirten Rinder, der 
Umgebung des anderen Fundamentalpunktes der andere Rand zuge- 
ordnet ist (vergl. Bd. VII, p. 554—557). — Diese Erliiuterung, die 
sich zuniichst auf den Fall der Curven dritter Classe bezog, sol] selbst- 
verstiindlich allgemeine Bedeutung haben, ebenso wie die Bemerkung, 
die hier betr. die reellen Wendetangenten zu machen ist. Hinsichtlich 
der letzteren werde niimlich festgesetzt, dass sie einfach in derselben 
Weise vorgestellt werden sollen, wie die reellen Ziige der Curve (Bd. 
X, p. 367). Die friihere Festsetzung (Bd. VII, p. 563), der zufolge die 
Wendetangente als eine Riickkehrkante gedacht werden sollte, war dess- 
halb ungeeignet, weil man, auf dem oberen Blatte aufwiirtsstehend, 
durch Ueberschreitung der Wendetangente abwiirtsstehend in das untere 
Blatt gelangen muss. 

Da bei einer Curve mit reellen Coefficienten die imaginiiren Vor- 
kommnisse immer paarweise, als conjugirt imaginire, auftreten, so 
werden sich bei unseren Fliichen alle Besonderheiten, die sich in einem 
oberen Blatte einstellen, an derselben Stelle des zugehérigen unteren 
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Blattes wiederholen. Insbesondere, wenn zwei obere-Blatter sich in 
einem Punkte verzweigen, wo dann, irgendwie gestaltet, von diesem 
Punkte ein Verzweigungsschnitt ausliuft, so verzweigen sich die zu- 
gehérigen unteren Blatter an derselben Stelle und man kann dem betr. 
Verzweigungsschnitte eben die Gestalt des anderen geben. Kine solche 
Stelle werde ich weiterhin einen Doppelverzweigungspunkt nennen (vergl. 
Bd. X. p. 379). Andere Verzweigungspunkte, als diese, giebt es nicht. 
Denn sollte ein oberes und ein unteres Blatt durch einen Verzweigungs- 
punkt verbunden sein, so wiirde von ihm aus eine doppeltzihlende, 
sich selbst conjugirte, d. h. reelle Tangente an die Curve gehen. 
Das geschieht aber nur bei denjenigen Punkten, welche den reellen 
Curvenziigen oder den reellen Wendetangenten oder den isolirten 
Doppeltangenten angehéren; und deren Bedeutung fiir die Riemann’- 
sche Fliche ist bereits untersucht. — Es wird also auch nie ein oberes 
und ein unteres Blatt durch einen Verzweigungsschnitt verbunden sein, 
und, zerschneidet man die Flaiche lings der reellen Curvenziige , der 
reellen Wendetangenten und (wenn es noch nicht geschehen) lings der 
isolirten Doppeltangenten, so hiingen die oberen Blitter der Flache 
entweder iiberhaupt nicht mehr mit den unteren Blittern zusammen 
oder nur noch méglicherweise im Unendlichen. 


§ 2. 
Verzweigungspunkte. 


Nach der eben gegebenen Erliuterung kann unsere Fliche nur an 
solchen Stellen Verzweigungspunkte aufweisen, an welchen zwei obere 
Blatter und zugleich zwei untere Blatter einen Punkt gemein haben. 
Das Letztere geschieht, wenn sich von dem betr. (reellen) Punkte der 
Ebene zwei conjugirt imaginiire doppeltzihlende Tangenten an die 
gegebene Curve legen lassen. Wir werden hier diese Vérkommnisse 
aufzihlen unter der auch spiter immer festgehaltenen (und dann nicht 
ausdriicklich hervorgehobenen) Voraussetzung, dass die geg: Curve nur 
einfache Singularitiiten besitze. Zur Bezeichnung der letzteren verwende 
ich hier und iiberhaupt im Folgenden dieselben Buchstaben, die ich in 
‘der Note ,Ueber Singularitiiten“ p. 206, 207 gebrauchte. Die hier 
zunichst in Betracht kommenden Punkte sind die folgenden: 

1) die d@’ isolirten Doppelpunkte der Curve, 
2) die $w” reellen Punkte, von denen zwei conjugirt imaginire 
Wendetangenten ausgehen, 
3) die $¢” reellen Punkte, in denen sich zwei conjugirt imaginire 
. Doppeltangenten kreuzen. 

Ich behaupte nur: Die Punkte 1), 2) liefern in der That Doppel- 

verzweigungspunkte, nicht aber die Punkte 3). Mit diesem Satze und der 


Mathematische Annalen, X. : 26 








402 F. Krem. 


auf die reellen Wendetangenten und isolirten Doppeltangenten bez. 
Discussion* des vorigen § ist der Einfluss, den die Singularitiiten der 
Curve auf die Gestalt der zugehérigen Riemann’schen Fliche haben, 
erschépfend angegeben, denn die Bedeutung der reellen nicht isolirten 
Doppelpunkte, der reellen Spitzen und der nicht isolirten reellen Doppel- 
tangenten ist zu einfach, als dass sie noch besonders erliutert werden 
miissen (vergl. etwa die Figuren Bd. VII. p. 563, 64 oder die dem 
vorstehenden Aufsatze beigegebenen Tafeln); und die imaginiiren Doppel- 
punkte, resp. die imaginiiren Spitzen, welche die Curve besitzen mag, 
treten bei unserer Riemann’schen Fiche itiberhaupt nicht in unmittel- 
bare Evidenz. 

Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, benutze ich, wie in 
der Note ,Ueber Singularitiiten“, die Methode, seine Richtigkeit an 
geeigneten Beispielen zu demonstriren; einen Beweis, den man viel- 
leicht explicite wiinschen mag, dass die jedesmaligen Beispiele hinling- 
lich allgemein sind, unterdriicke ich der Kiirze wegen. 

Dass ein isolirter reeller Doppelpunkt Doppelverzweigungspunkt ist, 
wurde, fiir Curven vierter Classe, Bd. X. p. 380 gezeigt und ist damit 
allgemein bewiesen. : 

Die Nothwendigkeit, den reellen Punkt conjugirt imagindrer Wende- 
tangenten als Doppelverzweigungspunkt zu denken, wird sich im folgen- 
den § bei Untersuchung der Curven dritter Ordnung ergeben, deren 
Fliiche, ohne eine solche Annahme, aus getrennten Stiicken bestehen 
wiirde, was der Irreducibilitit widerstreitet. 


Endlich, um zu sehen, dass der reelle Punkt conjugirt imagindrer 
Doppeltangenten keine Verzweigung herbeifiihrt, betrachte man die 
Curve vierter Classe, welche aus zwei sich schneidenden Kreisen gebildet 
wird. Diese reducibele Curve hat eine Riemann’sche Fliche, die aus 
den beiden bez. kreisférmigen Doppelblittern gebildet wird. Aber die 
Curve hat vier Doppeltangenten und unter ihnen zwei imaginire. Der 
reelle Punkt derselben ist der sog. innere Aehnlichkeitspunkt der beiden 
Kreise. Von einer in ihm stattfindenden Verzweigung kann selbst- 
verstindlich keine Rede sein. 


Wir werden jetzt diese Verhiiltnisse an dem Beispiele der Curven 
dritter Ordnung ausfiihrlich discutiren. Dieselben sind, wenn sie keinen 
vielfachen Punkt haben, von der sechsten Classe und haben dann sechs 
imaginiire Wendungen; wir werden daher bei ihnen drei Doppelver- 
zweigungspunkte und ev. sechs iibereinander liegende Blitter haben, 
so dass eine schon ziemlich betriichtliche Anzahl von Elementen zu 
combiniren ist. Indem wir die Modificationen verfolgen, welche die 
zugehorige Fliche erfihrt, wenn die Curve einen singuliiren Punkt 
erhailt oder verliert, erhalten wir nebenbei eine bemerkénswerthe Ver- 
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anschaulichung der Pliicker’schen Formeln, sofern dieselben aussagen, 

dass ein Doppelpunkt sechs, eine Spitze acht Wendungen absorbirt. 
Noch in einer anderen Richtung scheinen die folgenden Figuren 
bemerkenswerth. Man hat sich seither bei der Wendepunktsgleichung 
der Curven dritter Ordnung und ihnlichen Problemen wesentlich mit 
der Aufstellung der Resolventen beschiiftigt. Aber man kann die 
Frage in einem anderen Sinne stellen, indem man verlangt, die ein- 
. fachsten Naherungsmethoden anzugeben, welche bei numerischer Auflisung 
solcher Gleichungen am raschesten zum Ziele fiihren. Die nachfolgenden 
Figuren geben fiir die Wendepunktsgleichung der Curven dritter Ord- 
nung in diesem Sinne insofern eine Anleitung, als sie diejenigen Bezirke 
der Ebene kennen lehren, in welchen man die reellen Punkte der 
Wendetangenten zu suchen hat, was mit einer Separation der Wurzeln 
etwa auf gleicher Stufe steht. Das Wendepunktsproblem, wie es hier 
vorliegt, ist freilich noch zu einfach, um den Vorzug einer solchen 
Behandlung bei praktischen Fiillen gegeniiber der directen Auflésungs- 
methode wesentlich hervortreten zu lassen. Anders wird es aber z. B. 
schon bei Curven vierter Ordnung, wenn es sich um numerische Be- 
stimmung der Doppeltangenten oder Wendetangenten handelt. 


§ 3. 
Die Riemann’schen Flaichen der Curven dritter Ordnung. 

Bereits in Bd. VII. p. 564 (Fig. I] der oberen Reihe) wurde die 
za einer Curve dritter Ordnung mit Spitze gehdrige Fliche gezeichnet. 
Da wir weiterhin (§ 4.) noch auf diejenige Partie der Fliche, welche 
in der Nahe des reellen Fig. 1. 
Wendepunktes sich er- ° x - 
streckt, zu reden kom- Base 2. Sein 
men, so wird es hier ge- = 
stattet sein,den Wende- , ? 
punkt unendlich weit zu ® 


projiciren und dadurch die Figur 1 zu einer symmetrischen zu gestalten. 
Nun soll aus der Curve mit Spitze eine Curve mit nicht isolir- 
tem Doppelpunkte ent- 





Fig. 2. 

stehen. Zu dem Zwecke 2 

haben wir die Spitze 

durch eine (zuniichst $ , 

kleine) Schleife zu er- <2 

setzen. Die Classe der = vd i ee 





Curve wiichst bei die- 
sem Uebergange um R 


eine Einheit, und die Anzahl der Blatter der Riemann’schen Flache 
ist dementsprechend die in Fig, 2 angegebene: 
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Enthielte nun das Innere der Schleife keinen Verzweigungspunkt, 
so kinnten diese Bliitter kein zusammenhiingendes Ganze bilden. Ein 
isolirter Doppelpunkt ist aber nicht vorhanden, es miissen sich also ~ 
imaginire Wendungen gebildet haben — was die genannte Bestiitigung 
der Pliicker’schen Formeln ist — und sie miissen eine Verzweigung 
veranlassen — was den von uns fiir die betr. Behauptung in Aussicht 
gestellten Beweis ausmacht. Die Pliicker’schen Formeln ‘zeigen, dass 
die nun auftretenden imaginiren Wendungen nur in der Zahl 2 vor- 
handen sind, wir erhalten also nur eimen Doppelverzweigungspunkt. 
Wir wollen die beiden von ihm ausgehenden Verzweigungsschnitte in 
den Doppelpunkt auslaufen lassen (oder vielmehr die beiden Schnitte, 
die bez. die Durchdringung der beiden oberen und der beiden unteren 
Blitter vorstellen [und also in der Zeichnung coincidiren] im Doppel- 
punkte sich vereinigen lassen). So entsteht folgende Figur: 


Fig. 3. 


























Bliitter zwischen den beiden sich ins Unendliche erstreckenden Blattern 
gelegen; dementsprechend wurde die Schleife schwicher ausgezogen, 
als die tibrigen Contouren und der Verzweigungsschnitt. 

Von der Curve mit Doppelpunkt gehen wir, indem wir den Doppel- 
punkt in dem einen oder anderen Sinne auflésen, zu eintheiligen oder 
zweitheiligen Curven dritter Ordnung iiber, die dann von der sechsten 
Classe sind. — Die entstehende eintheilige Curve gehiért, wie beiliufig 
bemerkt sei, zu den sogenannten Viereckscurven, d. h. sie verlaiuft in 
den Vierecken der Figur, die durch die drei reellen Wendetangenten 
und die gerade Linie, welche die drei reellen Wendepunkte enthiit, 
gebildet wird (Mébius. Ueber die Grundformen der Linien dritter 
Ordnung. Abhandl. der Sachs. Akad. 1849. p. 80). Weiterhin leiten 
wir aus der zweitheiligen Curve, indem wir das Oval verschwinden lassen, 
eintheilige Dreieckscurven ab. Ihre Riemann’sche Filiiche scheint auf 
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den ersten Blick von der Flache der Viereckscurven sehr verschieden ; 
dieselben gehen aber, wie noch gezeigt wird, continuirlich in einander iiber, 
sobald man den Uebergangsfall ins Auge fasst, in welchem sich die drei 
reellen Wendetangenten in einem Punkte kreuzen. Desshalb werden bei 
der allgemeinen Betrachtung (§ 5.) derartige Vorkommnisse (dass Curven 
iiberschritten werden, welche statt dreier Doppelpunkte, die durch Ueber- 
kreuzung von Curvenzweigen oder auch von reellen Wendetangenten 
entstehen, einen dreifachen Punkt besitzen) nicht weiter discutirt. 

So wie wir bei der zuletzt gezeichneten Curve dritter Ordnung den 
Doppelpunkt auflésen, bilden sich nach Pliicker’s Angabe (Ueber Sin- 
gularitiiten p. 202) zwei reelle Wendungen und vier, imaginire, also 
bei unseren Fliichen zwei neue Doppelverzweigungspunkte. Dass die- 
selben in der beistehenden Figur 

Fig. 4. 


richtig angegeben sind (wir haben in diesen Figuren zugleich die betr. 
Blatteranzahlen notirt), ergiebt sich, da die Lage des schon vorhandenen 
Doppelverzweigungspunktes schon bekannt ist, aus Symmetriegriinden. 
Man sieht das deutlicher bei den Figuren, die sich ergeben, wenn man 
die drei reellen Wendepunkte unendlich weit projicirt: 


Fig. 5, 
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und, indem wir sie zu Grunde legen, erhalten wir die folgenden Rie- 
mann’schen Flachen: 


Fig. 6. 








Die hyperbelartigen Ziige der ersten Figur, das Oval der zweiten 
und Stiicke der bei ihr auftretenden Verzweigungsschnitte, so wie beide 
Mal bestimmte Segmente der Wendetangenten sind schwiicher ausge- 
zogen, da die von ihnen begrenzten Blitter durch vorgelagerte Bliitter 
verdeckt sind. Die Verzweigungsschnitte erstrecken sich in der ersten 
Figur durch das Unendliche hindurch; bei der zweiten Figur schneiden 
sie sich in einem Punkte. Es ist wohl kaum néthig, zu bemerken, 
dass die Lage der Verzweigungsschnitte noch mannigfach abgeindert 
werden kann. — 

Aus der zweitheiligen Curve mag jetzt eine Curve mit isolirtem 
Punkte entstehen, indem wir das Oval in einen Punkt zusammenziehen. 
Dann hat man folgende Figur: : 

Man sieht, dass der Doppelpunkt, 
wie es die Pliicker’schen Formeln ver- 
langen, sechs Wendungen absorbirt hat. 
Der Doppelpunkt ist ein einfacher Dop- 
pelverzweigungspunkt; die drei in der 
Figur von ihm ausgehenden Verzwei- 
gungsschnitte lassen sich durch einen 
ersetzen (vergl. auch die etwas anders 
angeordnete Figur Bd. VII. p. 566). 

Indem wir endlich das zum Doppel- - 
punkte gewordene Oval vollends ver- 
schwinden lassen, entsteht die eintheilige Dreieckscurve. Um die betr. 
Flache aus der zuletzt betrachteten zu erhalten, mache man folgende 
Ueberlegung. Indem der Doppelpunkt verschwindet, steigt die Classe 
der Curve um zwei Einheiten. Es lassen sich also von jedem Punkte 
der Ebene zwei Tangenten mehr an die Curve legen, als vorher. Aber 
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fiir keinen Punkt sind dieselben reell. Es ist also die ganze Ebene 
mit einem neuen Doppelblatte zu iiberdecken, dessen obere resp. untere 
Halfte man sich vor der Vorderfliiche resp. hinter der: Riickfliche der 
bisherigen Figur ausgebreitet denken mag. Dasselbe hingt dadurch 
mit den iibrigen Blittern zusammen, dass sich der isolirte Doppelpunkt 


wieder in drei Doppelverzweigungspunkte Fig. 8. 
aufgelést hat, wie die nebenstehende Figur \ J 
aufweist. 


In ihr sind diejenigen Contouren, 
welche fiir den Beobachter durch zwei 
Blatter verdeckt erscheinen, nur punktirt; 


vor die schwach ausgezogenen Contouren nee of tS" 
lee: 





ist nur je ein Blatt vorgelagert.. a F 
Von der so erhaltenen Zeichnung } 
geht man nun zu der eintheiligen Vierecks- 4 


curve zuriick, indem man eine Curve betrachtet, bei der sich die drei 
reellen Wendetangenten in einem Punkte admasiden: 

Dreht man diese Figur um 60 Grad, so tiber- 
sieht man, dass dieselbe von der oben fiir die 
Viereckscurve gegebenen wenig verschieden ist. 
Man hat nur die drei Asymptoten der letzteren 
so zu verschieben, dass sie durch einen Punkt 
gehen, und die Verzweigungspunkte durch das 
Unendliche durch auf den Mittelpunkt der Figur 
zuriicken zu lassen. 

Hiermit sind alle Arten der Curven dritter Ordnung besprochen. 





§ 4. 
Der Zusammenhang unserer Flachen. 


Wenn der Zusammenhang, den unsere Flichen besitzen, bestimmt 
werden soll, bedarf es vor allen Dingen einer Erérterung iiber die Ge- 
stalt der Fliche in der Nihe eines reellen Wendepunktes. Denn Flichen 
mit singuliren Punkten sind von den gewohnlichen Zusammenhangsunter- 


‘suchungen ausygeschlossen, und man muss, wenn bei ihnen dennoch 


von einer Zusammenhangszahl gesprochen werden soll, eine besondere 
Festsetzung treffen. Eine Curve mit Wendetangente ist, als Classen- 
curve aufgefasst, Uebergangsfall zwischen einer Curve, welche eine iso- 
lirte, und einer Curve, welche eine nicht isolirte reelle Doppeltangente 
besitzt (Fig. 10). 

Der Zusammenhang der Fliche sinkt, wenn wir von der ersten Figur 
zur letzten fortschreiten, um zwei Kinheiten; es scheint daher natur- 
gemiiss, der in der Mitte befindlichen Figur die mittlere Zahl beizulegen. 
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Allgemein: Es sei eine Classencurve mit w’ reellen Wendetangenten 
gegeben. So lasse man dieselben durch kleine Aenderung der Constan- 
ten in Doppeltangenten iibergehen. Von denselben mogen w,’ nicht 


1 


Ul 
He 





isolirt, w,’ isolirt sein (w,'-+-w,’=w’)*). Sodann bestimme man den 
Zusammenhang der Riemann’schen Fliche, die zu der modificirten 
Curve gehért, und addire w,’— w,'. Die dann erhaltene Zahl soll der 
Zusammenhang der urspriinglichen Flache genannt werden. 

Bestimmen wir jetzt den Zusammenhang der ,,modificirten“ Fliche, 
die im Ganzen ¢’-+ w,' isolirte Doppeltangenten enthilt. Zu dem 
Zwecke vergleichen wir sie mit der gewdhnlichen Riemann’schen 
Fliche, die sich ergiebt, wenn man, vermége der Gleichung der Classen- 
curve, eine der beiden Linien-Coordinaten als Function der anderen 
betrachtet und die complexen Werthe der letzteren iiber die x + iy- 
Ebene ausbreitet. Auf diese gewéhnliche Riemann’sche Flache ist 
unsere im Allgemeinen eindeutig abgebildet. Eine Ausnahme verur- 
sachen nur die isolirten reellen Doppeltangenten, die ihrer ganzen Er- 
streckung nach auf unserer Fliche liegen, wihrend ihnen auf der gew. 
Fliche je ein Punktepaar entspricht. Da nun die gewohnliche Rie- 
mann’sche Flaiche den Zusammenhang 2p aufweist, so erhalt unsere 
»modificirte* Fliche, nach einem schon im § 1. besprochenen, Bd. VII, 
p. 554 aufgestellten Satze**), den Zusammenhang: 


2p + 2w,' + 2", 
und also unsere urspriingliche Flache den Zusammenhang: 
Z=2p + w, + w+ 20 = 2p+wuw'+ 2t’. 

Zu eben dieser Formel wiirde man gefiihrt, wenn man, ohne sich 
auf eine nahere Untersuchung der reellen Wendepunkte und ihres Ein- 
flusses auf den Zusammenhang einzulassen, einfach von dem Umstande 
ausginge, dass den nach ihrer ganzen Erstreckung auf unseren Flachen 


*) Vielleicht giebt es Fille, in denen eine solche Modification nicht méglich 
ist, ohne dass gleichzeitig andere Doppeltangenten verschwinden etc. In solchen 
Fallen reicht der Wortlaut des Textes nicht mehr aus; es wird aber leicht sein, 
die Darstellung des Textes dennoch zu verwerthen. 

**) Derselbe lautet: Sind zwei Flachen im Allgemeinen eindeutig auf einander 
bezogen, doch so, dass die eine w, die andere » Fundamentalpunkte trigt, so ist 
der Zusammenhang der ersten, vermehrt um uw, gleich dem Zusammenhang der 
zweiten, vermehrt um ». 
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liegenden reellen Wendetangenten auf der gewdhnlichen Riemann’- 
schen Fliche nur je ein Punkt entspricht, und dann den eben citirten 
Satz anwendete. Ein solches Verfahren wire natiirlich nicht gerecht- 
fertigt, da der betr. Satz an der angefiihrten Stelle nur unter Voraus- 
setzungen bewiesen ist, die hier nicht zutreffen (die Existenz singulirer 
Punkte blieb ausgeschlossen). Vielmehr hat man in der Ueberein- 
stimmung nur eine Bestiitigung dafiir zu erblicken, dass die oben ge- 
troffene, die Wendepunkte betr. Festsetzung naturgemiiss ist. 

Wir werden nun in den folgenden beiden § versuchen, die jetzt 
fiir Z gewonnene Forme] direct, ohne auf die gewéhnliche Riemann’- 
sche Flaiche zuriickzugehen, aus der Gestalt der Curven n'* Classe zu 
beweisen. Mir scheint diese Aufgabe besonders desshalb interessant, 
weil sie zeigt, dass wir die jedenfalls sehr mannigfaltigen Gestalten dieser 
Curven doch schon mit Hiilfe der jetzt bekannten Sitze bis zu einem 
gewissen Grade beherrschen. 

Inzwischen werde hier ein instructives Beispiel vorausgeschickt, in 
welchem sich die directe Abzihlung unmittelbar gestaltet. 

Es sei die Classe k der Curve und die Ordnung n derselben eine 
gerade Zahi: 

k=2x, n=2v. 

Dann kann die Curve — und das soll hier vorausgesetzt werden 
— médglicherweise ohne jeden reellen Zug sein. Auf dem von uns 
festgehaltenen Staudpunkte der Allgemeinheit sind von den Singulari- 
titen-Anzahlen w’, ¢, 7, d in diesem Falle gleich Null zu setzen, 
wihrend ¢”, d’, t”, a” beliebige Werthe haben, die unter einander und 
mit v und x nur durch die Pliicker’schen Formeln und durch die 
Relation : 

ytt’=x+d" 
verbunden sind (in welche in diesem Falle die allgemeine 
nt+w+t+2t=k+r+4+2d 
iibergeht), 

Betrachten wir jetzt die zugehérige Riemann’sche Fliche. Die- 
selbe tiberdeckt die ganze Ebene mit x unbegrenzten Doppelblattern, 
die durch d” + 4w” Doppelverzweigungspunkte mit einander verbunden 
‘sind. Waren diese Verzweigungspunkte nicht vorhanden, so kame als 
Zusammenhangszahl — 2(x—1). Denn jedes die ganze Ebene iiber- 
deckende Doppelblatt hat (wie die als Doppelfliiche betrachtete Ebene 
selbst) den Zusammenhang Null, und fiir die Trennung der x Bestand- 
theile von einander hat man (x—1) mal (— 2) in Anrechnung zu bringen. 
Diese Zahl — 2(%—1) wird dann durch jeden Verzweigungspunkt um 
eine Kinheit, durch jeden Doppelverzweigungspunkt also um zwei Kin- 
heiten erhéht. Somit kommt 


= — 2(x—1) + 2a" + w’. 
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und 


also 


Dies aber ist in der That gleich 2p-+w'+2t”, wie sich folgender- 
massen ergiebt. Zuniichst ‘ist 


k—1-k—2 
alin eer ceeenemes 


Dann aber giebt die Pliicker’sche Formel 


Aus ihr folgt: 
und dieses setzt die angegebene Relation: 


unmittelbar in die gewiinschte Gestalt um: 


Die directe Begriindung der Formel 


aus der Gestalt der Curve soll jetzt in folgender Weise gefiihrt werden. 
Wir zeigen zuniichst, dass man fiir jede Classe / Beispiele angeben 
kann, in denen die Formel richtig ist. Wir zeigen sodann, dass sie 
richtig bleibt, wenn man von der im Beispiele benutzten Curve zu 
einer beliebigen anderen Curve derselben Classe iibergeht. 

Die Wahl des anfanglichen Beispiels kaun natiirlich auf sehr mannig- 
faltige Weise geschehen; man kénnte z. B. fiir ein gerades k die zuletzt 
betrachteten Curven wiihlen, welche keinen reellen Zug enthalten*). 
Da ich aber weiterhin verschiedene Siitze brauche, die ich in dem Auf- 
satze ,tiber Singularititen“ zusammengestellt habe, so ziehe ich es vor, 
mich tiberhaupt genau an diesen Aufsatz anzuschliessen. Es sind nur 
die Betrachtungen, die dort fiir Ordnungscurven angestellt wurden, hier 
durchgingig dualistisch auf Classencurven zu iibertragen. 

Beginnen wir damit, die dort zu Grunde gelegten Beispiele (p. 204, 
205) nach dualistischer Uebertragung fiir die hier vorliegende Frage- 
stellung zu verwerthen. 

Ist k gerade = 2x, so nehme man (p. 204) x Ellipsen, deren jede 
mit jeder anderen vier reelle Tangenten gemein hat, und construire 


*) In meiner ersten bez. Note (Erlanger Berichte 1874) hatte ich eine Curve 
benutzt, die in lauter einzelne Punkte zerfallen war. 


F, Ker. 





; — t — w = (2x—1) (x—1) —t’— fh — wv’. 


w= 0, 


2p + w' + 2t’ == 2(x—1) (2x —1) — 2t”"— 2w”. 
2v = 2% (2x—1) — 20’ — 2t”— 3w”. 
2p + w+ 2H’ = 2v — 2(2x—1) + 2H’ + w" 
yt+=—x+d’ 


2p + w’ + 2t’=— — 2(x—1) + 2d"+ ww". 
§ 5. 


Directe Bestimmung der Zusammenhangszahl. 


Z=2p+w + 20" 
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aus ihnen eine allgemeine Curve der Classe 2%, indem man bei jeder 
dieser Tangenten eins der beiden Segmente, in die sie durch ihre Be- 
riihrungspunkte zerlegt wird, in zwei reelle Curvenziige spaltet, wihrend 
man das andere Segment verschwinden liisst. (Dies ist also dasselbe 
Verfahren , welches insbesondere fiir Curven vierter Classe im vor- 
stehenden Aufsatze angewandt wurde und dort ausfihrlich erliutert ist.) 
Jede dieser Operationen, deren Anzahl 2% (x—1) ist, erhdht den Zu- 


sammenhang der urspriinglichen Riemann’schen Fliche um zwei Ein- 
heiten; derselbe wird also 


Z = — 2(x—1) + 4x (x—1) = (k—1) (k—2), 
da das Aggregat der nicht verbundenen x elliptischen Doppelblatter 
den Zusammenhang —2(x—1) aufweist und bei dem Aenderungs- 


processe keine Verzweigungen entstanden sind. — Der gefundene Werth 
von Z stimmt iiberein mit der allgemeinen Formel 


Z=2p+w+ 2, 
insofern im Beispiele iiberhaupt keine Wendungen oder Doppeltangenten 
vorhanden sind, und also: 
gua = “it —*, w=0, f=. 

Ist k dagegen ungerade, so setze man dasselbe = 2x-+ 3 und 
zeichne, analog wie p. 205, x Ellipsen und eine Curve dritter Classe. 
Das Aggregat der bez. zugehérigen Fliichen hat als Zusammenhangszahl 

2 — 2% = — 2(x—1), 
und, geht man nun zu einer allgemeinen Curve k'*t Classe iiber, indem 
die 2x(x—1) reellen Tangenten, die den Ellipsen zu zwei gemeinsam 
sind, und die 6x reellen Tangenten, welche gleichzeitig eine Ellipse 


und die Curve dritter Classe beriihren, in reelle Curvenziige spaltet, 
so kommt 


Z = — 2(x—1) + 4u(x—1) + 12% = (kK—1)(k—2), 
was wiederum stimmt. 

Von diesen Beispielen ausgehend zeigen wir nun zuniichst: Die 
Formel 

Z=2p+w' + 2t’ 
gilt fiir alle allgemeinen Classencurven, d. h. fiir solche, die keine Doppel- 
und Wendetangenten besitzen. 

Zu dem Zwecke lassen wir die einzelne in Betracht kommende 
Curve, je nachdem k gerade oder ungerade, aus dem ersten oder zweiten 
der angegebenen Beispiele nach Anleitung von p. 200, 201 entstehen. 
Dann werden, allgemein zu reden, eine Anzahl einzelner Curven tiber- 
schritten werden miissen, bei denen die Riemann’sche Flache eine - 
wesentliche Gestaltiinderung erfihrt, und es ist zu zeigen, dass trotz 
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der Aenderung die Zusammenhangszahl dieselbe geblieben ist. Die 
hier in Betracht zu ziehenden Vorkommnisse beziehen sich entweder 
darauf, dass eine Curve iiberschritten wird, bei der eine besondere Sin- 
gularitiét auftritt, oder dass bei der betr. Curve die immer vorhandene 
Singularitaét ihre Bedeutung fiir die Riemann’sche Fliche wechselt. 
Mit Riicksicht auf die oben (§ 2.) gegebene Erérterung iiber den ge- 
staltlichen Einfluss, den die Singularitiiten der Curve auf deren Rie- 
mann’sche Fliiche haben, und im Anschlusse an die Entwickelung der 
p- 201 — 203 zeigt sich, dass fiir jede der beiden Arten nur eine Mog- 
lichkeit in Betracht zu ziehen ist, nimlich bez.: 

das Auftreten einer reellen, nicht isolirten oder isolirten Doppel- 

tangente 
und der Uebergangsprocess, der dem Verschwinden einer Einbuchtung 
(Ueber Singularitaéten p. 202, 203) dualistisch entspricht und bei dem 
daher 

ein nicht isolirter Doppelpunkt zum isolirten wird. 

Der Einfluss, den diese Vorkommnisse auf die Gestalt der Rie- 
mann’schen Fliche und damit auf ihre Zusammenhangszahl haben, 
wurde aber schon in den friiheren Aufsiitzen, sowie in § 1., 2. des 
vorliegenden hinlinglich erértert. Wenn eine nicht isolirte Doppeltan- 
gente entsteht, so zieht sich ein ,Band“ der betr. Riemann’schen 
Flache in ein doppeltzihlendes Segment einer geraden Linie zusammen 
und kommt so in Wegfall; hernach aber gestaltet sich das erginzende 
Segment der betr. geraden Linie zu einem Bande um, und der Zusammen- 
hang hat auf der einen Seite 2 verloren, um auf der anderen 2 zu 
gewinnen. — Das Entstehen der isolirten Doppeltangente beeinflusst 
den Zusammenhang nach § 1. iiberhaupt nicht. Denn es ist damit 
gleichbedeutend, dass man in der betr. Riemann’schen Fliche einen 
Riickkehrschnitt ausfiihrt. Die Rander dieses Riickkehrschnittes werden 
dann spiater nur in umgekehrter Weise zusammengefiigt. — Endlich 
das zweite der angegebenen Vorkommnisse wurde p. 380 des Aufsatzes: 
»Ueber Integrale“ ausfiihrlich betrachtet; die bes. Voraussetzung, die 
dort gemacht ist: dass bloss Curven der vierten Classe zu untersuchen 
sind, beeinflusst offenbar nicht die Aligemeingiiltigkeit der dort ge- 
gebenen Entwickelung. 

Damit ist der gewiinschte Beweis bereits erbracht. Der Zusammen- 
hang bleibt bei der allgemeinen Classencurve immer 2p + w’ + 2¢”, 
oder besser, da w= 0, t’—0, er bleibt — 2p. 

Um den Beweis jetzt auf solche Curven, die Doppel- und Wende- 
tangenten haben, auszudehnen, verfahren wir wie auf p. 206. Jede solche 
Curve kann aus einer unmittelbar benachbarten allgemeinen Classencurve 
abgeleitet werden. Das Geschlecht der letzteren sei [p|. So wird die 
za untersuchende Curve ein Geschlecht haben: 
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p si [p] ee, t . Fhe ae w Ae w”, 
wo ¢’, ¢” etc. die immer fest gehaltene Bedeutung haben (p. 206). Der 
Zusammenhang der Fliche, die zu der allgemeinen Curve gehort, ist 


(Z] = 2[p], 
der Zusammenhang der zu untersuchenden Fliche soll werden 
Z=2p + w+ 2t’= 2p] — 2¢ — 2t’— w'— 2w’, 
und es ist also zu zeigen, dass: 
Z=([Z| — 2t — 2t’"— w — 2w”. 
Mit anderen Worten; es ist zu zeigen: 
Das Entstehen 
einer nicht isolirten reellen Doppeltangente , 
einer imagindren Doppeltangente , 
einer reellen Wendung, 
einer imagindren Wendung 
erniedrigt den Zusammenhang bez. um 2, 2, 1, 2 Einheiten. 

Dagegen fiihrt das Entstehen einer isolirten reellen Doppeltangente 
keine Erniedrigung herbei. 

Von diesen Siitzen kénnen diejenigen als bewiesen gelten, welche 
sich auf die reellen Doppeltangenten beziehen. Auch der Einfluss der 
reellen Wendungen ist damit gegeben, denn sie sollen, nach der im 
vorigen § getroffenen Festsetzung, die Mitte halten zwischen den iso- 
lirten und den nicht isolirten reellen Doppeltangenten. 

Was die imaginiiren Doppeltangenten und Wendetangenten betrifft, 
so zeigt der Satz 3) der p. 206: 

Der reelle Punkt zweier conjugirt imagindrer Doppeltangenten absor- 
birt zwei, und der reelle Punkt zweier conjugirt imagindrer Wendetan- 
genten absorbirt drei reelle isolirte Doppelpunkte. 

Es riicken daher in diese reellen Punkte 2, bez. 3 Doppelverzwei- 
gungspunkte der Flaiche zusammen, um (nach § 2.) sich im ersten Falle 
zu compensiren und sich im zweiten Falle auf nur einen Doppelver- 
zweigungspunkt zu reduciren. Beidemal verliert also die Flaiche zwei 
Doppelverzweigungspunkte und also sinkt der Zusammenhang um 4 

Einheiten. Das macht fiir die einzelne imaginiire Doppeltangente oder 
' Wendetangente 2 Einheiten, w. z. b. 
Und hiermit ist die geforderte allgemeine Abzihlung geleistet. 


§ 6. 
Complexe Curven. 


Es wird hier am Platze sein, noch einige Worte tiber die Riemanm- 
sche Fliche solcher Curven zu sagen, deren Gleichung complexe Coef- 
ficienten besitzt (p. 207). Eine solehe Curve, von der Ordnung n, der 
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Classe & hat auf dem hier festgehaltenen Standpunkte der Allgemeinheit 
eine Anzahl (0) reeller isolirter Punkte und eine Anzahl (r) reeller 
isolirter Tangenten. Sie besitzt sodann w” imaginiire Wendetangenten, 
¢t” imaginiire Doppeltangenten (und analog imaginiire Spitzen resp. Riick- 
kehrpunkte). | 

Man vereinige nun die complexe Curve mit der ihr conjugirten. 
So entsteht eine neue Curve, deren Gleichung reelle Coefficienten hat, 
von der Ordnung 2n, der Classe 2k, mit 2w” imaginiiren Wendetan- 
genten etc. und @ isolirten reellen Doppelpunkten, + isolirten reellen 
Doppeltangenten. Bei ihrer Riemann’schen Fliche kennen wir den 
Zusammenhang und die Verzweigung der Bliitter. Fiigen wir hinzu, 
dass zusammengehorige Blitter dieser Fliche nothwendig auf die beiden 
verschiedenen complexen Curven Bezug haben, so erhalten wir bez. 
der einzelnen complexen Curve folgenden Aufschluss: 

Die zugehirige Riemann’sche Fliiche iiberdeckt die Ebene mit k 
einfachen Blittern, und hat die t reellen isolirten Tangenten 2u einfachen 
Randcurven. 

Die Blitter sind durch 38 + w” einfache Verzweigungspunkte ver- 
bunden, entsprechend den 9. isolirten reellen Punkten und den w” reellen 
Punkten der w” imaginiren Wendetangenten. 

Der Zusammenhang der Fliche ist 

e=2p+t, 
unter p das Geschlecht verstanden. 

Was die Ableitung der letzteren Gleichung angeht, so verfahre 
man etwa folgendermassen. Die reelle Curve, welche durch Vereini- 
gung der beiden complexen entsteht, hat 2w” Wendetangenten und 
2t” +k? Doppeltangenten (in die die k* gemeinsamen Tangenten der 
beiden complexen Curven eingerechnet sind). Ihr Geschlecht ist also: 

Oe ee ee — 2 
Andererseits ist 
3 — ot — 
also 
P=2p—1. 

Der Zusammenhang der Fliche, welche zur reellen Curve gehdrt, 

muss aber nach den friiheren Abzihlungen sein: 
Z=2P-+ 2t. 

Andererseits ist, da sich diese Fliche aus zwei Bestandtheilen vom 

Zusammenhange z zusammensetzt, 
. Z=22—2. 
Hieraus folgt durch Elimination das gewiinschte Resultat: 


e=2p+rt. 
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Als Beispiele betrachte man die Riemann ’schen Fliichen, die zum 
éinzelnen complexen Punkte oder zum complexen Kegelschnitte gehéren. 

Im ersteren Falle ist k= 1, r—1, =O. Die Filiiche besteht 
aus einem einfachen Blatte, welches, die ganze Ebene iiberdeckend, von 
beiden Seiten an die reelle gerade Linie hinanreicht, welche den com- 
plexen Punkt mit seinem conjugirten verbindet, und diese Linie zur 
Randcurve hat. Wir haben eine einfach zusammenhiingende, einfach 
berandete Fiche. 

Bei complexen Kegelschnitten haben wir, nach p. 207, drei Arten 
zu unterscheiden. Ist kein reeller Punkt und also auch keine reelle 
Tangente vorhanden, so besteht die betr. Fliche aus einem nullfach zu- 
sammenhingenden, die ganze Ebene tiberdeckenden Doppelblatte. Aber 
es kénnen 2 oder 4 reelle Punkte vorhanden sein, dann finden sich 
auch 2 oder 4 reelle Tangenten. Man erhialt eine Fliiche mit 2 oder 
4 Randecurven, die -2 oder 4 Verzweigungspunkte besitzt und demnach 
doppelt oder vierfach zusammenhiingend ist. 


§ 7. 
Bedeutung der reellen Curvenziige fiir die Riemann’sche Flache. 


Zum Schluss will ich noch einige lose Bemerkungen zufiigen, die 
sich wieder auf reelle Curven beziehen und die Bedeutung erliutern, 
welche die reellen Ziige dieser Cyrven fiir die zugehérige Riemann’- 
sche Fliche haben. Es miissen diese Sitze von fundamentaler Wichtig- 
keit sein, wenn man es unternimmt, bei beliebigen reellen Curven den 
Verlauf der A bel’schen Integrale in der Weise zu untersuchen, wie ich 
es im vorstehenden Aufsatze fiir die Curven vierter Classe begonnen 
habe. Dabei will ich der Kinfachheit wegen hier die Annahme fest- 
halten, dass keine reellen Wendetangenten ‘oder reelle isolirte Doppel- 
tangenten vorhanden sind; eine Erginzung, welche auf Curven Bezug 
nimmt, bei denen diese Singularitaten auftreten, lisst sich leicht zufiigen. 

Zuniichst sage ich: Wenn eine Curve C reelle Ziige besitet und man 
zerschneidet die zugehirige Riemann’sche Fliche lings (C— 1) derselben, 
so zerfallt die Fliiche noch nicht. Denn wenn sie zerfiele, so kénnte 
das nur so geschehen, dass sich zwei zusammengehorige (complex con- 
jugirte) Bestandtheile bildeten. Dieselben werden daun aber nothwen- 
dig in dem noch unzerschnittenen, letzten Zuge zusammenhingen. 

Es folgt hieraus zunichst (natiirlich unter der Beschrinkung, die 
wir uns hier im Interesse der Einfachheit der Darstellung auferlegt haben) 
der Harnack’sche Satz (diese Annalen X, p. 190): dass eine Curve vom 
Geschlechte p nicht mehr als (p+-1) Ziige haben kann. Hiitte sie naém- 
lich (p-+-2) Ziige, so wiirde ein Zerschneiden lings (p+ 1) derselben 
noch kein Zerfallen der Fliiche herbeifiihren, wihrend man doch auf 
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einer 2py-fach zusammenhiingenden Fliche nicht mehr als p nicht zer- 
stiickende Riickkehrschnitte ziehen kann. 

Andererseits ergiebt sich fiir die Curven, deren Ziigezahl 

C>0, C<p+i1 
eine bemerkenswerthe Eintheilung in zwei Arten. 

Die Curven der ersten Art haben die Eigenschaft, dass ihre Rie- 
mann’sche Fliche, liings der C Ziige zerschnitten, zerfallt; bei den Curven 
der zweiten Art findet ein solches Zerfallen nicht statt. Die von Hrn. 
Harnack betrachteten Curven mit (y-+ 1) Ziigen mag man der ersten 
Art, die Curven, welche iiberhaupt keine reellen Ziige besitzen (§ 4.) der 
zweiten Art zurechnen. 

Ich erinnere in dieser Beziehung an die friiher betrachteten Curven 
dritter und vierter Classe. 

Die zweitheilige Curve dritter Classe gehért zur ersten, die ein- 
theilige zur zweiten Art. 

Bei den Curven vierter Classe ohne Doppeltangente gehéren zur 
ersten Art: die viertheilige und die Giirteleurve, zur zweiten Art die 
iibrigen: die drei-, zwei-, eintheilige und die imaginire. 

Die Curven derselben Art zeigen eine grosse Reihe gemeinsamer 
Eigenschaften. Z. B. kann bei den Curven der ersten Art durch all- 
miahliches Aendern der Constanten niemals eine isolirte reelle Doppel- 
tangente neu entstehen, um dann einen (C+ 1)" Curvenzug zu liefern ; 
wahrend die Curven der zweiten Art im dieser Richtung nicht beschriinkt 
sind. Die Curven der zweiten Art sind, sozusagen, noch entwickelungs- 
fahig, wihrend es die Curven der ersten Art nicht sind. Doch soll 
. hier auf diese Verhiltnisse noch nicht naiher eingegangen werden. 


Miinchen, im April 1876. 
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Preisaufgaben der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig im Mirz 1876.) 


l. Fir das Jahr 1876. 


Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier’s iiber die Bewegung 
des Merkur kann die Theorie dieses Planeten noch nicht als endgiiltig 
abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wiinscht eine aus- 
fiihrliche 

Untersuchung der die Bewegung des Merkur bestimmenden Kriifte, 
mit Riicksicht auf die von Laplace (in der Mécanique céleste), von 
Leverrier (in den Annales de |’ Observatoire und den Comptes rendus 
de l Académie des Sciences), von Hansen (in den Berichten der Kgl. 
Siichs. Gesellsch. d. W. vom 15. April 1863) und von Wilhelm Weber 
(vergl. Zéllner tiber die Natur der Kometen, p. 333) angedeuteten 
Einwirkungen. Ausser der vollstiindigen Berechnung der Stérungen ist 
eine Vergleichung mit den Beobachtungen unerliisslich, um zu zeigen, 
bis zu welchem Grade der Genauigkeit sich die eingehenden Constanten 
bestimmen lassen. Construction von Tafeln zur Ortsberechnung behilt 
sich die Gesellschaft vor zum Gegenstand einer spiiteren Preishewerbung 
zu machen. Preis 700 Mark. 


2. Fir das Jahr 1877. 


Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen wihrend 
des Zeitraumes von 1819—1848 sorgfiltig untersuchte Komet I, 1819, 
hat in seiner Bewegung Anomalieen gezeigt, welche zu ihrer Erklirung 
auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels gefiihrt haben. Da 
indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur iiber einen be- 
schrankten Theil des Zeitraums vorliegt, tiber welchen die Beobachtungen 
(seit 1786) sich erstrecken, so ist eine vollstdindige Neubearbeitung der 
Bahn des Encke’schen Kometen um so mehr wiinschenswerth, als die 
bisher untersuchten Bewegungen anderer periodischen Kometen keinen 
analogen widerstehenden Einfluss verrathen haben. Die Gesellschaft 
wiinscht eine solche vollstiiudige Neubearbeitung herbeizufiihren, und 
stellt desshalb die Aufgabe: 
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die Bewegung des Encke’schen Kometen mit Beriicksichtigung aller 
stirenden Kriifte, welche von Einfluss sein kinnen, vorliufig wenig- 
stens innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen Zeitraums 
zu untersuchen. , 
Die erginzende Bearbeitung fiir die friihere Zeit behilt sich die 
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer spiiteren Preisbewer- 
bung zu machen. Preis 700 Mark. 


3. Fiir das Jahr 1878. 


Die Entwickelung des reciproken Werthes der Entfernung r zweier 
Punkte spielt in astronomischen und physikalischen Problemen eine 
hervorragende Rolle. In der Theorie der Transformation der elliptischen 
Functionen wird die zuerst von Cauchy entdeckte Gleichung bewiesen 


léxa* 


a _ 2a _ 4nd _ 9x 
~ (1+2¢ 2? +2e fF 4+2e fF +42e fF -- ‘= 
ar 4nr* gar 162r° , 
= 1+2e @ +2e a +2e- a +2e @ see, 
in welcher mit Riicksicht auf die zu erzielende Genauigkeit die positive 
willkiirliche Constante a so gross gewihlt werden kann, dass die Ex- 


na 


ponentialgrésse e - vernachlissigt werden darf. Alsdann hat man 


4nr* gar 


S=142e@ +2 @ 42e @ 4. 


eine Reihenentwickelung von ungemein rascher Convergenz. Es steht 
zu erwarten, dass eine auf die vorstehende Formel gegriindete Ent- 
wickelung der Stérungsfunction in dem Problem der drei Kérper sich 
fiir die numerische Rechnuug als vortheilhaft erweisen werde. 

Die Gesellschaft wiinscht eine unter dem angedeuteten Gesichtspunkte 
ausgefiihrte Bearbeitung des Stirungsproblems zu erhalten. 

Indem sie dem Bearbeiter die Wahl des besonderen Falles iiber- 
lisst, in welchem die numerische Anwendbarkeit des Verfahrens gezeigt 
werden soll, setzt sie voraus, dass das gewihlte Beispiel hinlinglichen 
Umfang und Wichtigkeit besitze, um die Tragweite der vorgeschlagenen 
Methode und ihr Verhiltniss zu dew bisher angewandten hervortreten 
ga lassen. Preis 700 Mark. 


4. Fiir das Jahr 1879. 


Durch die in den Abhandlungen der Kgl. Siichs. Gesellschaft der 
Wissenschaften von W. Hankel verdftentlichten Untersuchungen ist 
nachgewiesen worden, dass die Thermoelektricitiit nicht nur auf den hemi- 
morphen Krystallen auftritt, sondern eine an allen Krystallen wahrzu- 
nehmende Eigenschaft ist, soweit deren krystallinische Structur und 
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materielle Beschaffenheit diberhaupt ein Entstehen und Anhiaufen der 
Elektricitét bis zu einer durch unsere Intrumente nachweisbaren Starke 
gestatten. Die erwihnten Abhandlungen umfassen ausser den hemi- 
morphen Krystallen des Boracites und Quarzes die symmetrisch gebilde- 
ten Krystalle des Idokrases, Apophyllits, Kalkspathes, Berylls, Topases, 
Schwerspathes, Aragonites, Gypses, Diopsids, Urthoklases, Albits und 
Periklins, und lehren nicht nur die Vertheilung der Elektricitaét auf den 
in den verschiedenen Formen vollkommen ausgebildeten, sondern auch 
auf den durch Anwachsen oder sonstige Hindernisse in ihrer Entwicke- 
lung gehemmten Individuen, sowie auf den“urch Bruch oder Anschlagen 
der Durchginge kiinstlich erzeugten Begrenzungsflichen kennen. Es 
scheinen nun unter allen zwischen der Wirme und der Elektricitit 
beobachteten Beziehungen die thermoelektrischen Erscheinungen am ge- 
eignetsten, eine naihere Kenntniss des Zusammenhanges zwischen den 
genannten beiden Agentien zu erméglichen, und es wird daher von 
der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft fiir das Jahr 1879 als 
Preisaufgabe gestellt: 
Auf streng physikalische Versuche gestiiteter Nachweis der Ent- 
stehung der auf Krystallen bei steigender und sinkender Tempera- 
tur hervortretenden Elektricitét (Thermoelektricitaét, Pyroelektrici- 
tit, Krystallelektricitit) wnd der durch Bildungsh isse oder 
diussere Verletzungen derselben in der normalen Vertheilung ent- 
stehenden Aenderungen. 
Preis 700 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besondern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzdsischer 
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet 
sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit triigt, inwendig den 
Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Kinsendung 
endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres und die Zusendung 
ist an den Secretiir der Gesellschaft (fiir das Jahr 1876 Geh. Hofrath 
Prof. Dr. Hankel) zu richten. Die Resultate der Priifung der ein- 
’ gegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im Marz 
oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Kigenthum der Ge- 
sellschaft. 
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Zur Construction eines aquianharmonischen Systems. 


Von H. Scurirer in Breslau. 


* 
1. Wenn mau auf einem geraden Triger L drei beliebige Punkte 
abe annimmt und eine cyclische Vertauschung derselben bc a bildet, 
so lassen sich die beiden Reihen projectivisch setzen: 


abcAbea, 

indem diese drei Paare entsprechender Elemente: a und b, b und ¢, 
e und a gerade zur Bestimmung der projectivischen Beziehung aus- 
reichen. 
' Sind ii, die Doppelelemente dieser beiden aufeinanderliegenden 
projectivischen Punktreihen, so nennt man abcii, ein System von fiinf 
diquianharmonischen Elementen, und zwar abe die drei cyclisch-ver- 
tauschbaren, ii, die Doppelelemente des Systems*); denn es zeigt sich, 
dass auch die noch iibrige dritte cyclische Vertauschung cab, mit einer 
der beiden andern projectivisch gesetzt, zu denselben Doppelelementen 
fiihrt. Aus der Projectivitiit der beiden Reihen: 

abeti, A beat, 
lesen wir niimlich auch ab: 

cabii, A abcii,. 

Um die Doppelelemente ii, zu ermitteln, ziehen wir aus der Gleich- 

heit der Doppelverhiltnisse: 

(abit,) = (beii,) 
die Folgerung: 

(bai,i) = (beti,) 
und erkennen hieraus, dass es ein hyperbolisches Punktsystem giebt, 
von welchem } ein Asymptotenpunkt, c und a ein Paar, 7 und i, ein 
zweites Paar conjugirter Puukte sind. Der andere Asymptotenpunkt 6 
dieses hyperbolisc lien Punktsystems ist der vierte harmonische, zu b 


zugeordnete Punkt, wiihrend @ und ¢ das andere Paar zugeordneter 
Punkte sind, d. h. 


(acbp) = —1, 


*) Wir verweisen hinsichtlich der Bezeichnung und Ausdrucksweise durch- 
gehends auf: Jacob Steiner’s Vorlesungen iiber synthetische Geometrie, 
Il. Theil: ,,Die Theorie der Kegelschnitte, gestiitzt auf projectivische Eigenschaf- 
ten“, zweite Auflage, Leipzig 1876. 
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und das gesuchte Paar ii; muss bf harmonisch trennen. In derselben 
Weise kénnen wir die vierten harmonischen Punkte @ und y ermitteln: 
(beaa) = —1, 
(abcy) = — 1; 

dann miissen 77, alle drei Paare aa, b8, cy harmonisch trennen, oder 
mit andern Worten: ii,.sind die Doppelpunkte eines Punktsystems, 
von welchem aa, 08, cy drei Paare conjugirter Punkte sind. Dieses 
Punktsystem ist elliptisch und die Doppelpunkte ii, sind daher con- 
jugirt-imaginir, sobald abe als reelle Punkte angenommen werden. 
Das durch die reell construirten Punktpaare aa, bB, cy bestimmte 
Punktsystem (Involution) vertritt aber die imaginiiren Doppelelemente 7i, . 

Wenn wir die angegebene Construction der Punkte « B y wirklich 
ausfiihren, so liisst sich dieselbe so modificiren, dass sie auch noch 
bestehen bleibt, sobald von den angenommenen Punkten a bc nur 
einer, a, reell ist, die beiden andern, b und ¢, conjugirt-imaginir sind, « 
d. h. durch ein gegebenes elliptisches Punktsystem vertreten werden. 
In diesem Falle zeigt es sich, dass ii, reelle Punkte werden und es 
ergiebt sich die Construction derselben. Auch umgekehrt miissen, wenn 
ii, und a reell angenommen werden, die beiden cyclisch-vertauschbaren 
Elemente b und ¢ conjugirt-imaginiir sein, und es liisst sich das sie 
vertretende elliptische Punktsystem reell construiren. Die méglichst 
einfache wirkliche Ausfiihrung dieser Constructionen ist der Zweck 
nachfolgender Zeilen; sie sind iiberall da von Nutzen, wo ein aqui- 
anharmonisches System auftritt, z. B. bei den Wendepunkten der all- 


gemeinen Curve dritter Ordnung. 


2. Gehen wir von der Annahme dreier reeller Punkte abe auf 


dem geraden Traiger Z aus und construiren zuerst den vierten harmo- 
nischen Punkt a, so dass 

(bean) = — 1 
wird; zu diesem Behufe ziehen wir durch a einen beliebigen Strahl, 
nehmen auf demselben zwei Punkte S und P beliebig an und bestim- 
men die Schnittpunkte: 


(Sb, Pc) =b, (Sc, Pb)=c, 


‘ dann ist der Schnittpunkt: 


(bc, L) =a (Fig. 1.). 
Bezeichnen wir noch die Verbindungslinie: 
(bc) = 2 
(PS, U) =a; 
es lisst sich alsdann der vierte harmonische Punkt 6 so construiren, 


dass wir auf dem durch b gehenden Strahle die beiden Punkte P und 
¢ wihlen,’ die Schnittpunkte aufsuchen : 


und den Schnittpunkt: 
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Fig. 1. 








(Pa, ce) =S; (Pe, ca)—b, 
und den Schnittpunkt: 





(Sb,, L) = 86 
erhalten; ebenso lasst sich der vierte harmonische Punkt y dadurch 
construiren, dass wir auf dem durch ¢ gehenden Strahle die beiden 
Punkte P und 6 wihlen, die Schnittpunkte aufsuchen: 
(Pa, b6b)=S; (Pb, ba)—¢, 

und den Schnittpunkt: 

} (Sq, L) = v 
erhalten. Aus dieser Construction folgt, dass sowohl 

Pbcu, 


> 
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als auch 
Pcbb, 
je vier harmonische Punkte sind und hieraus ergiebt sich einerseits 
die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse : 
(Pbcc,) = (Pcbb,), 
woraus wir schliessen, dass die drei Punkte: 
b, Gy @ 
auf einer Geraden liegen, und andererseits die Projectivitit der Strahl- 
biischel : 
e(Pbcc,) A b(Pebb,), 
woraus wir schliessen, dass die drei Punkte: 
PS und der Schnittpunkt (bb,, cc,) = A 
auf einer Geraden liegen. ; 
Dieser Punkt A ist fiir unsere Construction von besonderer Bedeutung. 
Die vier harmonischen Strahlen, welche von A nach den vier Punkten: 
Pig ¢ 
hingehen, treffen niimlich den Traiger LZ in den vier harmonischen 
Punkten: 


abcy, 

und die vier Strahlen, welche von A nach den vier Punkten: 
Pc b, b 

hingehen, treffen den Triiger Z in den vier harmonischen Punkten: 
achbB; 


folglich bestimmen die beiden Strahlenpaare: 
Ab, Ab; Ac, Ac 
dasjenige Strahlsystem, dessen Asymptoten die gesuchten Doppelpunkte 
ii, auf dem Trager J ausschneiden. 
Diesem Strahlsysteme gehért auch das Strahlenpaar: 
Aa, Aa 
an, weil bb, cc und Pa die drei Paar Gegenecken eines vollstandigen 
Vierseits sind, welche, mit dem Punkte A verbunden, bekanntlich drei 
Strahlenpaare eines Strahlsystems liefern. 
Zugleich bemerken wir, dass die vier Strahlen, welche von ¢ mae 
den vier harmonischen Peakten: 


bPcy . 
hingehen, die Gerade PS in vier neuen harmonischen Punkten treffen, also 
(aPSA)=—1 


ist, wodurch der Punkt 4 unabhiingig von b und ¢ bestimmt wird; 
ferner sind wegen der Eigenschaft des vollstindigen Vierecks PSbe 
die vier Punkte PS aq ebenfalls harmonisch gelegen, d. h. 
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(PSaa)=—1 

und die Gerade &%, welche vorhin durch die Punkte 6 und ¢ bestimmt 
wurde, kann jetzt auch durch die Punkte a und q bestimmt werden. 

3. Um die vorige Construction, welche wesentlich von den als reell 
angenommenen Punkten b und ¢ und den aus ihnen abgeleiteten Punk- 
ten 6 und c, b, und ¢, abhiingt, von der Realitaét dieser Punktpaare 
unabhingig zu machen, denken wir uns einen Kegelschnitt @@ herge- 
stellt, welcher in 6 und ¢ die Tangeyten bS und cS hat und durch 
den Punkt P geht. Dadurch ist @® gerade bestimmt, und in Bezug 
auf R® ist PS die Polare von «, bb, die Polare von 6, sowie cc, die Po- 
lare von ¢; folglich ist A der Pol der Geraden {%{ und das Strahlsystem, 
welches dem Punkte A in Bezug auf den Kegelschnitt @® zugehort, 


ist identisch mit dem oben ermittelten Strahlsysteme, welches durch die 
Strahlenpaare: 


Ab, Ab; Ac, Ac 
bestimmt wird und dessen Asymptoten den Triger Z in den gesuchten 
Doppelpunkten ii, des aiquianharmonischen Systems treffen. Der Kegel- 
schnitt R® ist dem Dreieck Pbe umschrieben; die Tangenten in den 
Kcken treffen die Gegenseiten des Dreiecks in den Punkten § ¢ @, welche 
auf der Geraden & licgen, und A ist der Pol der Geraden &% in Bezug 
auf R®*). Sobald nun der Kegelschnitt @®@) bekannt ist, kénnen wir 
die Punkte 6 und ¢ vertreten lassen durch das Punktsystem, welches 
der Geraden ZL in Bezug auf &® zugehdrt und dessen Doppelpunkte 
(reell oder conjugirt-imaginir) b und ¢ sind; dem Punkte A gehért 
aber in Bezug auf &® ein bestimmtes Strahlsystem zu, dessen Asym- 
ptoten auf L die Doppelpunkte ii, des aiquianharmonischen Systems be- 
stimmen. Der Kegelschnitt §® ist vollstindig und eindeutig bestimmt 
durch folgende Bedingungen: 
1) S und ZL sollen Pol und Polare in Bezug auf &® sein. 
2) Ein bestimmtes auf Z gegebenes Punktsystem (x,-§), dessen 
Doppelpunkte be reell oder conjugirt-imaginiir sein kénnen, 
d. h. ein auf Z gegebenes Punktsystem (x, €), welches hyper- 
bolisch oder elliptisch sein kann, soll der Geraden LZ in Bezug 
auf R® zugehéren. 
3) Der Kegelschnitt @@ soll durch den Punkt P gehen. 

Es kommt jetzt darauf an, das dem Punkte A zugehorige Strahl- 
system zu construiren in Bezug auf den durch diese drei Bedingungen 
bestimmten Kegelschnitt @®. 

Der Punkt A selbst ist vorhin (2.) vdllig unabhiingig von b und ¢, 
nur durch die bekannteh Punkte SPa ermittelt worden, ebenso auch 
der Punkt a. Ferner ist « der dem Punkte a conjugirte Punkt in dem 


*) Vergl. Math. Annalen von Clebsch und Neumann Bad. II, 8, 562. 
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gegebenen Punktsystem (x, §), weil aa harmonisch getrennt werden 
durch die Doppelpunkte } und c¢, folglich ist auch: 

(@a) = W 
als die Polare von A in Bezug auf §®) bekannt. 

Nimmt man ein beliebiges Punktpaar 2§ des auf dem Trager L 
gegebenen Punktsystems heraus, so ist die Polare von x die Gerade 
S§, die Polare von A die Gerade A, folglich der Schnittpunkt: 

(SE, %) =} ‘ 
der Pol von Aw; verbindet man ihn mit A, so sind Ax und Ay, ein 
Paar conjugirter Strahlen des gesuchten Strahlsystems [A]; sodann sind 
auch A@ und Ae ein Paar conjugirter Strahlen dieses Strahlsystems. 
Dasselbe ist schon durch diese beiden Strahlenpaare vollstindig be- 
stimmt. Bezeichnen wir den Schnittpunkt: 
(Ar, ’ L) =—Y!, 
so bestimmen die beiden Punktpaare: 
aa, xy 
das Punktsystem auf dem Triiger L, dessen Doppelpunkte die gesuchten 
Doppelelemente ii, des fiquianharmouischen Systems sind, wiihrend die 
Punktpaare : 
aa, x& 
das Punktsystem. bestimmen, dessen Doppelpunkte bc mit a zusammen 
die cyclisch-vertauschbaren Klemente des aquianharmonischen Systems 
sind. 

4. Dadurch ist die Construction unabhingig gemacht von der 
Realitit der Punkte b und c, und wir kénnen auch den Hiilfskegel- 
schnitt § ganz bei Seite lassen, indem wir Aufgabe und Auflésung 
so formuliren: 

Aufgabe, 

Gegeben sind auf dem geraden Triger L ein Punkt a und ein 
Punktsystem (a, §), dessen Doppelpunkte b. und c reell oder conjugirt- 
imagindr sein kinnen, je nachdem es hyperbolisch oder clliptisch ist. Es 
sollen abe als die drei cyclisch-vertauschbaren Elemente eines dqui- 
anharmonischen Systems aufgefasst und die Doppelelemente 11, -desselben 


- gefunden werden. 


Auflésung. 

Man bestimme auf dem Triger LZ den dem Punkte a conjugirten 
Punkt @ in dem gegebenen Punktsysteme (7, &). Durch a ziehe man 
einen beliebigen Strahl und nehme auf demselben zwei Punkte S und 
P beliebig an; man bestimme den zu a zugeordneten vierten harmo- 
nischen Punkt a, so dass: 


(SPaa)=—1 
ist, und den zu S zugeordneten vierten harmonischen Punkt A, so dass 
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(aPSA)=-—1 
ist; man bezeichne die Verbindungslinie: 
(aa) = A 
und nehme irgend ein Paar conjugirter Punkte 2& des gegebenen 
Punktsystems heraus, bestimme die Schnittpunkte: 
(SE, W—=—n, 
(Ar,, L)=r, 
dann bestimmen die beiden Punktpaare: 
zy und aa 
ein neues Punktsystem auf dem Trager L, dessen Asymptotenpunkte 
die gesuchten Doppelelemente ii, sind. 
Wir kénnen die Construction abkiirzen und allein auf den Trager 
L als Operationsfeld beschrinken, wenn wir von y, aus die vier har- 
monischen Punkte S P a a auf den Trager ZL projiciren; dadurch er- 
halten wir vier Punkte & p a a, fiir welche das Doppelverhiltniss: 
(aw—p)=—1 
ist und hierdurch wird der Punkt p als vierter harmonischer zu aa & 
bestimmt; durch p finden wir dann den Punkt y aus dem Doppelver- 
haltnisse: 
(apér) = —1 
als vierten harmonischen Punkt zu apé&. 
Ebenso wie das Punktsystem (7, &), dessen Asymptotenpunkte bc 
sind, gerade bestimmt wird durch die beiden Punktpaare: 
x und aa, 
wird das neue Punktsystem (x, y), dessen Asymptotenpunkte die aqui- 
anharmonischen Doppelelemente ii, sind, durch die beiden Punktpaare: 
zy und aa 
gerade bestimmt und die Construction lasst sich jetzt so aussprechen: 
Man bestimme den zu a conjugirten Punkt « in dem auf L ge- 
gebenen Punktsystem, nehme ein beliebiges Paar conjugirter Punkte x& 
desselben heraus, bestimme den vierten harmonischen Punkt p durch die 
Bedingung: 


(aaép) = — 1 
und den vierten harmonischen Punkt » durch die Bedingung: 
(apér) — 1, 


dann bestimmen die beiden Punktpaare: 

aa und xr 
dasjenige Punktsystem, dessen Asymptotenpunkte die gesuchten dquianhar- 
monischen Doppelelemente ii, sind. 
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5. Diese Construction laisst an Einfachheit nichts mehr zu wiin- 
schen tibrig; auch kann sie leicht allein mittelst des Lineals ausgefiihrt 
werden, indem man die vierten harmonischen Punkte p und ¢ in be- 
kannter Weise durch das vollstiindige Viereck consfruirt. 


Die Construction giebt nun auch Auskunft iiber die Realitit der 
Punkte ii,, welche von der Realitat der Punkte be abhingt. Mag das 
gegebene Punktsystem (x, &) hyperbolisch oder elliptisch sein, immerhin 
darf man von dem willkirlich herausgenommenen Punktpaar x§ den 
einen Punkt — als ausserhalb der Strecke a@ gelegen annehmen. 
Dann muss in Folge der Construction p zwischen aa@ liegen, folglich 
a fortiori § auch ausserhalb der Strecke ap, mithin nach der Con- 
struétion y zwischen ap und a fortiori auch zwischen aa. Wir sehen 
also, dass die Punkte in der Weise zu einander liegen: 





d. h. wenn & ausserhalb aa angenommen wird, so liegt + zwischen 
aa, also aa wird durch & und y getrennt. Unterscheiden wir nun die 
beiden Falle des hyperbolischen und elliptischen Punktsystems: 


1) Wenn das gegebene Punktsystem (x, &) hyperbolisch ist und & 
wird ausserhalb aa angenommen, so muss auch « ausserhalb aa liegen; 
da aber ¢ zwischen aa liegt, so werden die Punkte aa und xy durch 
einander getrennt. Das Punktsystem (x, x), dessen Doppelpunkte 7 7, 
sind, muss also elliptisch sein, d. h. iz, sind conjugirt-imaginar. 

2) Wenn das gegebene Punktsystem (, &) elliptisch ist und & 
wird ausserhalb aa angenommen, so muss x zwischen aa liegen; da 
aber auch x zwischen aa liegt, so werden die Paare aa und xy nicht 
durch einander getrennt. Das Punktsystem (x, +), dessen Doppelpunkte 
ai, sind, muss also hyperbolisch sein, d. h. ii, sind reell. Das gewon- 
nene Resultat lisst sich so aussprechen: 

Wenn bei einem diquianharmonischen System von den drei cyclisch- 
vertauschbaren Elementen abe alle drei reell sind, so sind die Doppel- 
elemente ii, conjugirt-imagindr; wenn dagegen nur eines (a) reell und 
die beiden andern (b und c) conjugirt-imagindr' sind, so sind die Doppel- 
elemente 71, reell. 


In beiden Fallen liefert die oben angegebene Construction das reelle 
Punktsystem, welches die Punkte 77, vertritt. 

Diese Construction gestattet auch die Umkehrung der Frage, d. h. 
Wie sind 6 und ¢ zu finden, wenn ii, gegeben sind, oder besser: Wie 
kann das Punktsystem (7, £) gefunden werden, wenn das Punktsystem 
(x, x) gegeben ist? 

Zur Beantwortung dieser Frage wollen wir die Abhingigkeit der 
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Punkte £ und y von einander ohne Hiilfe des vermittelnden Punktes p 
auszudriicken suchen. 


Aus der harmonischen Beziehung: 


; (aaép) = — 1 
folgt bekanntlich: 


(a E ap) =2 ? 
und aus der harmonischen Beziehung: 
(apér) = — 1 


(aEpr) = 2. 
Da aber fiir irgend fiinf Punkte eines geraden Triigers immer die 
Mébius’sche Relation zwischen den Doppelverhiiltnissen gilt: 


(aap) (abpr)- (ara) —1, 
so folgt aus den vorigen beiden Gleichungen: 
(agar) = 4 
(awér) = — 3. 


Diese Beziehung lisst unmittelbar erkenneu, wie die Punkte & 
und y von einander abhingen und wie einer aus dem andern gefunden 
werden kann. 


folgt in gleicher Weise: 


und hieraus: 


Wiihrend wir vorhin vermittelst dieser Beziehung: 
(aaér) = — 3 
aus dem gegebenen Punkte — den gesuchten Punkt xy gefunden haben, 
kéunen wir jetzt umgekehrt, indem wir dieselbe Beziehung so schreiben: 
(aaré) = — 3, 
aus dem gegebenen Punkte x den gesuciiten Punkt & finden: Wir be- 
stimmen zu «ay den vierten harmonischen Punkt 2 durch die Bedingung: 


(caya) = -— 1 
und zu eazy den vierten harmonischen Punkt & durch die Bedingung: 
(ext) =—1, 


dann ist § der gesuchte Punkt. Dies lisst sich auch so aussprechen: 

Wenn das Punktsystem (x, x), dessen Doppelpunkte ii, sind, und 
der Punkt a gegeben sind, so construire man den dem Punkte a con- 
jugirten Punkt « in dem gegebenen Punktsysteme (x, r) oder den 
vierten harmonischen Punkt @ zu ii,a. Betrachtet man alsdann «ii, 
als die drei cyclisch-vertauschbaren Elemente eines neuen dquianhar- 
monischen Systems, so sind die Doppelelemente desselben die gesuchten 
Punkte b und c, so dass fiir die drei cyclisch-vertauschbaren Elemente 
abe eines aquianharmonischen Systems die gegebenen Punkte 77, die 
Doppelelemente werden. 
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Dies laisst sich in Form eines Satzes so aussprechen: 

Wenn bei einem dquianharmonischen System abe die drei cyclisch- 
vertauschbaren Elemente und ii, die Doppelelemente sind und man be- 
stimmt den vierten harmonischen Punkt « durch die Bedingung: 

(ti,ae) = — 1, 
so sind aii, die drei cyclisch-vertauschbaren Elemente eines neuen dqui- 
anharmonischen Systems, dessen Doppelelemente b und c sind*). 


6. Die Abhingigkeit der Punkte € und y von einander war durch 

die Bedingung gegeben: 

(aaé x) ee 3, 
woraus leicht zu erkennen ist, dass, wenn wir den Punkt 2 auf dem 
Triiger L veriindern, die beiden von ihm abhingenden Punkte y und & 
zwei projectivische Punktreihen beschreiben, deren Doppelpunkte a 
und @ sind. 

Es lisst sich aber aus dieser Gleichung die Richtigkeit der obigen 
Construction leicht a posteriori durch Rechnung bestiitigen. Sind nim- 
lich b und e die Doppelpunkte des gegebenen Punktsystems (2, &), 
welches bestimmt wird durch die beiden Punktpaare: 

v& und aa, 
so haben wir die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse : 
(1) (aab&) = (aabz). 
Sind ferner ii, die Doppelpunkte des Punktsystems, welehes be- 
stimmt wird durch die beiden Punktpaare: 
ay und aa, 
so gilt die Gleichheit der. Doppelverhiiltnisse : 
(2) (aayt) = (@axi). 
- Endlich haben wir fiir die Abhingigkeit der Punkte € und y von 
einander die Bedingung: 
(3) (aa&x) = — 3. 
Das Product der drei Gleichungen (1), (2), (3) giebt nach dem 
Mébius’schen Satze: 
(aabi) = — 3- (aabi) 
oder 
(aabiP= — 3. 
Der Werth des Doppelverhiltnisses (abi) ist daher entweder 


+ /Y—3 oder —Y—3; wiihlen wir das positive Vorzeichen der 
Wurzelgrisse: 


(aabi) =+y—3, 
so folgt, da 


*) vy. Staudt, Beitriige zur Geometrie der Lage, erstes Heft, Seite 179. 
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(aacb) = — 1 
ist, 
(aaci) = —y—3. 

Die Veriinderung des Vorzeichens der Wurzelgrésse kommt also 
iiberein mit der Vertauschung der Doppelpunkte b und c, oder auch 
mit der Vertauschung der Doppelpunkte ii,; denn da 

(aaii,) = — 1, 
so wird auch: 

(aabi,) = — Y—3 


(aaci,) = + Y—3. 


Aus den Werthen dieser Doppelverhiiltnisse ergeben sich weitere; 


und endlich: 





denn aus: 

(aabi) =+/Y—3 
folgt : 

(abai) =1—yY—3 
und aus: 

(aabec) =—1 
folgt : 

(ab ca) —_ $ ? 
mithin: 

(bes) — 2-7-3 
und ebenso: 


(abei,) — 1+1=3. 


Es sind also die beiden Doppelverhiltnisse: 
(abet) und (abci,) 
die beiden imaginiren cubischen Wurzeln der negativen Kinheit d. h. ‘ 
die Werthe eines fiquianharmonischen Doppelverhiltnisses. 
In ahnlicher Weise folgt: 
—1+V—3 
ab) = 1+" 


(ii, 
—i1—)V—3., 
SS; 
es sind also die beiden Doppelverhiltnisse : 
(ti,ab) und (ii, ae) 
die beiden imaginiiren cubischen Wurzeln der positiven Einheit. 





(ii,ac) = 





Breslau, den 25. April 1876. 

















Zusatze zur Abhandlung: Untersuchungen tiber die Convergenz 
und Divergenz der Fourier’schen Darstellungsformeln. 


Von Paut pu Bors-Reymonp in Tiibingen. 


Ich hatte urspriinglich die Absicht, meiner Abhandlung: Unter- 
suchungen iiber die Convergenz und Divergenz der Fourier’schen Dar- 
stellungsformeln*) eine andere folgen zu lassen, welche nach einigen 
Richtungen hin die dortigen Forschungen weiter fortfiihren sollte. 
Dieses Vorhaben wurde mir inzwischen durch die Liinge , welche jene 
erste Verdffentlichung annahm, verleidet, und ich habe, statt noch eine 
zweite Abhandlung zu schreiben, vorgezogen, Einzelnes aus der Fort- 
setzung meiner Untersuchungen in kurzem Auszug in jene Mittheilung 
wihrend des Druckes einzuschalten (Art. 40 von , Dies Resultat“ an und 
Schlussbetrachtungen), Anderes aber, wovon ich mir noch gewisse Er- 
gebnisse versprach, habe ich gar nicht erwihnt. Letzteres hat meine 
Erwartungen getiiuscht, ohne deshalb der Mittheilung ganz unwerth zu 
erscheinen, und Ersteres bedarf in einem Punkte einer richtigstellenden 
Erklirung, so dass ich es am Ende doch fiir angemessen halte, hiermit 
wenigstens einige Zusiitze zu der in Rede stehenden Abhandlung zu 
machen. 


Ueber einen Zusatz zum zweiten Hauptsatz, im Falle seine beiden 
Seiten divergiren. 


Aus der Theorie der Fourier’schen Reihen ist bekannt, dass, 
wenn eine Function f(x) -fiir einen Werth x des Arguments durch eine 
solche Reihe darstellbar sein soll, der Limes (h = 00) von: 


a—x a 
da f (a+ «) mie —_ , h= Seti , meine ganze Zahl, 
—K+2) sin > 


*) Abh. der K. Bayer. Akademie der W. II. Cl., XII. Bd., II. Abth. 











432 P. vv Bors-Reymonp. 


endlich und bestimmt sein muss, umgekehrt aber, dass, wenn dieser 
Limes endlich und bestimmt ist, er stets den Werth af(x) hat und 
gleich der Summe der Fourier’schen Reihe ist. Weiter ist bekannt, 
dass die Untersuchung vorstehenden Integrals, falls —-a™@<ax<+za, 
auf die des folgenden: 


- —_ 
fate+e mie : 2 


e sin 
— a, 2 

hinausliiuft, wo «, und «, beliebig wenig von Null verschieden sind. 
Diesem Integral lisst sich zuniichst die Form geben: 





* a a ; 
. 2 os in | ‘= 
fecte+e snha 2 + facre—e) = ne . 
=  @ f a i 
, sin 5 * sin -5 


Bei der Willkiirlichkeit von «, und «, kann man diese Gréssen 
einander gleichsetzen, und somit handelt es sich schliesslich um die 
Untersuchung des Limes h = co des integrals: 


6 a 


factat+e +fe—0} mae. 3. 


sin & 
0 2 


Diese Untersuchung vereinfacht sich dadurch, dass der Grenzwerth 
a 
vorstehenden Integrals derselbe ist, wenn der Factor : fort- 


° a 
sin 
gelassen wird. Oder genauer: 3 


Es sind die Grenzwerthe der Integrale: 





(1) faster ote. — feetfete + flar a)y Snhe, 2 


a 
at 2 0 on 2 
in dieser: 


(2) J def (e-+a) ™**, f da {fiw-«) + fw—a)} he 
0 0 


gleichzeitig endlich und bestimmt, oder sie sind es nicht. Und, wenn sie 
endlich und bestimmt sind, so sind die Grenzwerthe der ersteren (1) 
resp. gleich denen der zweiten (2). 


Ich habe diesen Satz noch nirgends in allen Theilen bewiesen, 
sondern nur nach Bediirfniss besondere Fille davon, und will das jetzt 
nachholen, Es handelt sich niimlich im Grunde um eine nicht iiber- 
fliissige Vervollstindigung des zweiten Hauptsatzes: 
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lim. | dufla) 9(a,8) = 7O) ims fae p(a,h), 


0 


der von mir griindlich discutirt worden ist nur fiir den Fall, wo der 


von @ unabhingige lim,— Jf dag(a,h) endlich und bestimmt ist. 
0 


Setzt man zuniichst im Anschluss an den speciellen Fall der 
Fourier’schen Reihe: 


a 


f=, ple h)— fea)" oder — {fta-+a) +f @—a)} =, 
sin —— 
2 
so sind, wie ich gezeigt, die Grenzwerthe der Integrale (2) von a 
unabhiingig, und, wenn sie endlich und bestimmt sind, so sind sie 
resp. gleich denen der Integrale (1). Aber auch die Grenzwerthe der 
Integrale (1) kénnen nicht endlich und bestimmt sein, ohne denen der 
Integrale (2) gleich zu sein. Denn von a sind die Grenzwerthe der 
Integrale (1) jedenfalls unabhiingig, wenn die Grenzwerthe der Inte- 
grale (2) es sind, wie mit Hiilfe des ersten Hauptsatzes leicht zu zeigen. 
Setzt man alsdann z. B. 





wes, i sin he "3 
fo) =——,  9(a,h) =f@ta) PS. —_, 

: 3 sin — 

? 2 

so folgt aus dem ersten Hauptsatz in der That: 
a a a 
lim [aetete sin ha _ lim { defo) sin ha ; 2 
é , é 1 sin > 


Da nun die Grenzwerthe der Integrale (1) und (2) in der Beziehung 
stehen, dass wenn die der einen Gruppe endlich und bestimmt sind, 
die der anderen es ebenfalls sind, und die Grenzwerthe der Gruppen 
(1) und (2) dann vollig tibereinstimmen, so folgt, dass die Grenzwerthe 
(2) nicht divergiren kinnen, ohne dass die Grenewerthe (1) auch diver- 
gent wiren. Das Umgekehrte ist schon aus dem Friiheren klar, da, 
wenn die Grenzwerthe (2) convergent sind, sie gleich den Grenzwerthen 
(1) sind, wenn also die Grenzwerthe (1) divergent sind, so kénnen die 
Grenzwerthe (2) nicht convergent sein. 


Dehnen wir diese Betrachtung auf den allgemeinen zweiten Haupt- 


satz aus, so hat man den Satz und Zusatz: Wenn f(a) den Be- 
Mathematische Annalen, X. . 28 
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dingungen des zweiten Hauptsatzes geniigt und lim J dag(a,h) endlich, 


bestimmt und von a unabhiingig ist, so hat man: 


lim, f de 1) » (a, h) = lim, f dep (eh). 
v 


Dies war der Saiz. Weiter, wenn = f,(a) den Bedingungen des 


= 
f(a) 
f(a) 


zweiten Hauptsatzes geniigt und lim J da 700) (a, h) endlich, bestimmt 
0 


und von @ unabbiingig ist, so ist: 


a a 


; f(a) 
tim, f de g(a,h) = im, {de #(0) (a, h). 


Daraus folgt der Zusatz: 
Wenn der Limes: 


lim | da p(a, h) 
v0 
nicht endlich wnd bestimmt ist, und f(«)—' die Bedingungen des zweiten 
Hauptsatzes erfiillt, so ist auch der Limes: 


lim f de f(a) 9(e, h) 


nicht endlich und bestimmt. 

Dieser Schluss zeigt, dass unter gewissen Bedingungen fiir f(a), 
diese Function unter dem Integralzeichen die Convergenz oder Diver- 
genz des Integralgrenzwerths nicht beeinflusst. 

Ich werde ein ahnliches Resultat auf directem Wege ableiten, wobei 
eine genauere Vorstellung von der Art der gleichzeitigen Divergenz 
der Grenzwerthe: 


lim deg (a,h), lim f de f(a) p(a,h) 
0 0 
gewonnen wird. 


Ich nehme zuerst an, der Limes: 


a 
. 


im {deg (eh) 


sei endlich. Man hat, /’(a) endlich vorausgesetzt: 








U 


), 


a] 
Z 


Function 
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f da f(a) (a, h) = ro dag (a,h) + f def’ (@) fap f(B,h). 


Das zweite Integral rechts hat den Limes Null. Denn setzt man: 
Ja-fts, 
0 0 & 


und nimmt h schon so gross an, dass, fiir a> e, f apo (B,h) nume- 


risch kleiner als die beliebig kleine Grésse uw sei, so ist: 


feet @fapo(6,h =f aap (a {u + fape(6,n)\—u(fa)—1@), 


und vor das Integral rechts kann man einen mittleren Werth von 
f'(@) nehmen. Hieraus folgt: 

Falls fa ag(a,h) endlich bleibt, wihrend h unendlich wird, sinkt 
der Unterschied: 


facta (a,h) — 10) fdeg(e,h) 


bei unbearenzt wachsendem h unter jede Grenze. LD. i. 


lim | dag(a,h) und lim f de aa. g(a, h) 
0 0 


haben, wenn [(a) obige partielle Integration gestattet, dieselben Unbe- 
stimmtheitsgrenzen. 


Nehmen wir jetzt an, dass faa (a ,h) bei unendlich werdendem 
0 


h nicht zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen bleibt. Wenn die 


A(h) = Jaao(ah), 


welche wir stetig annehmen wollen, mit ins Unbegrenzte wachsendem h 
schliesslich dauernd oder unaufhérlich wiederkehrend jede Grenze nume- 
risch tiberschreitet, so liisst sich stets eine nirgend abnehmende Func- 
tion @(h) angeben, von solcher Beschaffenheit, dass 
, 1(h) 
eh) 


28* 














~ 
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zwar nicht unendlich wird, aber auch nicht unter jede Grenze sinkt. 
Denn nimmt man irgend einen Werth h, an, so muss es stets einen 
Werth h'>h, geben, der Art, dass A(h’) > A(h) fiir alle Werthe 
h<h. Lense wir h’ dieselbe Rolle spielen, wie eben h,, so erhalten 
wir einen Werth h” > h’, fiir den 4(h”) > A(h) fiir alle Werthe h < h” 
u. s. f. Die Werthe A(h’), A(h”), ete. kénnen wir durch eine nirgend 
abnehmende Function o(h) verbinden, die stets > A(h) bleibt. 
Da nun die _— 


i em J CICHDE 
foofs Aa ~ e(h) 


nach dem Obigen, wenn der Limes des zweiten unter einer erfdlichen 
Grenze bleibt, gleichzeitig nicht unter jede Grenze sinken, so werden 
sie, mit e(h) multiplicirt, gleichzeitig dauernd oder unaufhorlich wieder- 
kehrend iiber jede Grenze steigen. Dies ist derselbe Satz wie oben, nur 
mit einer anderen Bedingung fiir f(«), die vielleicht nach gewissen Rich- 
tungen weiter, nach anderen enger ist, jedenfalls aber ihren Nutzen hat. 


Die gleichzeitige Divergenz der Grenzwerthe der Integrale 


[aeg(@,h), faa to (a, h) 
v 5 


ist noch genauerer Bestimmungen fahig. Man hat die Beziehung: 


a 4 


f date) eC, = =f Dog PAs) + einer Grosse, die fiir h = oo ver- 
7(0) eth) @(h) 
5 5 aciniieiieh. 


Nach der Definition sind die gréssten Werthe, die 


*) @(a, h) 
J — - 


unaufhorlich wiederkehrend annimmt, einander gleich. Also werden 
Functionen P(h) und P,(h), die den Integralen: 


p(a,h) __ 
roy a) Jeevie, h), 





h 
on fi da AG. ea ) -fi da + han gp (a,h) 


in derselben Weise zugehéren wie e(h) zu j ‘dag(a, h), einander gleich 


und gleich g(h) sein, d. h. die unaufhirlich wiederkehrend gréssten 
Werthe der Integrale 








ch 
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[aeo(esh), fac r (a, h) 
0 





werden gleich rasch unendlich. 

Ich verfolge diese feineren Verhiiltnisse hier nicht weiter, weil 
dazu gewisse neue bei jeder Unbestimmtheit massgebende Functionen 
erst beschrieben werden miissten, die ich Unbestimmtheitsenveloppen 
nenne, und deren Theorie ich nichstens mittheilen werde. 


Hinsichtlich der Fourier’schen Reiheu ist unser Ergebniss also, 
dass die Convergenz und Divergenz des Limes h = oo des Integrals 


fae trate) + fea} SM 


iT) 


iiber Convergenz und Divergenz der Fourier’schen Reihenentwickelung 
ausnahmslos entscheidet. Ich werde alsbald von diesem Satze Gebrauch 
machen, um eine merkwiirdige Art der Convergenz und eine neue Art 
der Divergenz der Fourier’schen Reihen zu zeigen, bedarf indessen 
dazu einiger Formelu iiber asymptotische Formen von Integralgrenz- 
werthen, die ich voranschicken will. 


Ueber einige asymptotische Grenzwerthe von Integralen. 
Wenn das Integral ‘ 
J e w(e)dz 


iiber einen den positiven Quadranten umlaufenden Weg genommen 
wird, so ergiebt sich die Formel: 


D 


fesw@an ={e=v(iz)ide, 


0 0 


welche gilt, wenn y(z) in jenem Quadranten stetig und eindeutig ist, 
und rw(re”) mit r nicht so stark wie eine Potenz von e” unendlich 


wird. In dieser Formel setze man (x) = = , alsdann findet man 


+y7 


durch Zerlegung in den reellen und imaginiren Theil: 


J da — =~ = — Geos y — Hsin p, 


oe — Gsin y + Hoos y, 
7 


wo 
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id 
Din e '“da nm ‘ae? de 
me! i+a? ’ ita ’ 


und daher: 


uy Ug 
em heer 
wo «, und u,, wihrend y unendlich wird, nur zunehmend den Werth 


Eins erhalten. 
Dies liefert die asymptotischen Werthe: 





. e . 
sin @ 4 cos sin 
fa a = — @, - - — U, - . 
ty 
2 
COs a sin cos 
fac —— oe Si - + u, a 
Y 


wo 
U, GO U, CO Ll. 
Uns geniigen die asymptotischen Formen: 
us 
sin @ 1% U 
fac am ar of =o 
() a 
cosa si, 
5 
in denen U, U, zwischen —1 und + 1 schwanken, wenn y unend- 
lich wird. 


Um den asymptotischen Werth des Integrals 


£ 
J ~f ie sin h, a sin hga 
a 


zu finden, unterscheiden wir die Annahmen h, >h,, machen zuniichst 
diese: h, > h,, und setzen voraus, dass h, — h, mit h, und h, unend- 
lich wird. Man findet leicht: 
& (A, + he) a(hy + he) 
da %in mie sin hye fac oe _ fi COS @ 
1-f +4 5 faa 
2 (hy — ho) @ (4, —ha) 
Wir nehmen ¢ so klein an, dass wir das erste Integral rechts ver- 
nachlissigen kénnen, und dass das zweite (man nimmt einen mittleren 
; 1+ Ih 
Werth von cos « vor das Integral) gleich 4 log ———* wird. Auf 
Somit folgt: 





das dritte wendet man die Formeln (I) an. 
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0 


* . . 1 + — , “” 
sin @hy sin oltg __ Pati, Se Ree, MME oe this 
(il) fo P + log = + sao + tah, Fh) 
7 


wo, wahrend h, und h, unendlich werden, U’ und U” zwischen den 
Grenzen + 1 schwanken. 
Beispielsweise folgt daraus: 


lim, « Joe Stee = fac sin re sin se = a. rte r>s. 


2 —s? 


Aehnlich ergiebt sich fiir h, > h, und Unendlichwerden der Differenz 
h, — he 


a 
. . 

sin h, « cos hoa 
die Soe, wis 


1 U' Uv” 
: a a + 2a (hy—h,) sa 2a(h,+h,) ’ 
(II) " 
: coshyasinhge U; U,” 
Jac oe on 2a (hy — hy) + 2a(hy+h,) ’ 
5 


mit den Sonderergebnissen: 


n 


LJ . 
l Sin ra COS Sa 4 
de ~ —_—-=, 


a 
Cos ra sin sa 
fda cooresines 9, 
a 
0 


wo die Gréssen U, wenn h, und h, unendlich werden, ebenfalls zwischen 
+ 1 und — 1 schwanken. 


Der Fall h, = h, =h fiihrt auf folgende Formeln: 
Man setzt: 
ah 


a é 
facts — fa 4 faatite 
a 
e 
v0 0 


und fiihrt unter dem zweiten Integral rechts den cos 2a ein. Dies giebt: 


2ah e 
bu * sin? 
fac th 5, log (ah) — loge — 3 fda = + Jaen, 
wodurch die asymptotische Form geniigend festgestellt ist. Denn setzt 
2ah 
man z. B. ¢ = 1, so bleibt das Integral fee se, wie durch An- 


2e 
wendung des zweiten Mittelwerthsatzes zu erkennen, uumerisch kleiner 
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als 1 + —_ das letzte Integral rechts kleiner als 1. Nimmt man also 
ah > 1 an, so hat man: 


(IV) fac atittah _ 1 log (ah) + V, 


wo V?< 4. 
Endlich oe daraus wegen: 


2ah 


sin. he cos he i , sin a 
de — = — J da——_, 
2 a 
0 


dieser Lilihillndloe Werth: 


2ah 


a 
. : ° m . h e ° 
(V) fac a = ; cos he log ah+coshe - V+ ed fae = ‘ 
6 6 


wo wieder V2 < 4. 


Ueber Darstellbarkeit durch Fourier’sche Reihen von Functionen, die 
durchweg unendlichviele Maxima haben. 


Dies vorausgeschickt sei f(a) eine Reihe der Form 
f(x) = x, sin h,x + x, sinh,x+--- 
in der die x eine positive convergenté Zahlenreihe vorstellen. Man 
denke sich die Gréssen h,, h, etc. derart, dass h = => + bei seinem 


Wachsthum ihnen successive gleich wird. Nun sei h=h,,, alsdann 
hat man: 


a 


ah,, PS sin hy (ata) sin h,, « 
def(a+e)— = » fa - — 
0 


a 


a 
° p=2 
sin in h,, (a2) sin hy  % sin h, (a+ w) sin By ' a 
++ Xm da— —-+ x dea ——___—_ « 
— 8 —_ P a 
p=m+l1 
0 0 


Es liegt nun nahe, um eine nicht darstellbare Function f(x) zu er- 
halten, x, und h, so zu wahlen, dass, wenn / unendlich wird, das 
mittlere Integral ebenfalls unendlich wird, wihrend die Summen an 
seinen beiden Seiten endlich bleiben. Nach Formel (V) wird das mitt- 
lere Integral: 








%m, {5 cos h,,« log ah» + einer Grésse, die endlich bleibt, 


wenn h,, unendlich wird : 
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Soll vorstehendes Product mit m unendlich werden, oder doch nicht 
verschwinden, so muss sein: 


Uplhy R 1 
wozu die weitere Bedingung kommt 
tp < 


“ =(P) die Grenze zwischen Convergenz und Divergenz vorstellt 


in der 
(aidan etc. p. XV Anm. und p. 45). Die beiden Bedingungen: 
p< (2) > Xplhyp & 1 


reichen fiir die Divergenz des son h =o von: 


a 


Jeary 3 


aus, da, wie ein Blick auf die asymptotischen Formen III lehrt, die 


Summe rechts vom mittleren Integral Null, die Summe links ; f(x) 
i , also lh, >p jedenfalls folgt 
hy — hp-1 > 1, da dies schon aus h, > p folgen wiirde. 

Bildet man dagegen mit f(x) = x, sin h,w + x, sinh,a + -- das 
Integral : 


zur Grenze hat, weil aus lh, & 


sin h,, 


feettete) + f(e—a)} 


und theilt es wie oben in drei Theile, so wird der mittlere: 





. : sin h,, 
nf de {sin h,, (e+) + sin hy (w—a)} — 


a 2ah,, 
aa 


cos h, n@ sin h,, oe * sin « 
= %, COS Inns f da —— saeeiienatlione > i cos fe —— 


0 


und verschwindet fiir h,,— oo, wihrend der erste Theil 2f(x) zur 


Grenze hat und der dritte ebenfalls Null. 


Ks folgt hieraus, dass die Function 
f(x) = %, sin h,x + x, sinh, +-- 


unter den Bedingungen x, < en. Xplhy > 1 fiir die x und h einen 
divergenten Limes: 


a 


timan f def (eee) ee 


( 
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und einen gegen af (x) a Limes 


ate fan {fle-+0) +fle—)} sin che 


ergiebt. Mithin ist aie Function f(x) fiir jeden Werth von 2 durch 
eine Fourier’sche Reihe darstellbar, indem die Divergenz der Grenz- 
werthe von 


Jac f(@+e) =, fact (e—«) sin ah 
5 


a 


sich aufhebt. 


Aber man kann, indem man eine Function aus Strecken der Function 
f(~) und anderer Functionen zusammensetzt, jene so herstellen, dass 
sie, wenngleich durchweg endlich und stetig, in beliebig vielen Punkten 
durch Fourier’sche Reihen nicht convergent entwickelbar ist. Es sei 
z. B. eine Function (x) gleich f(x,) fiir 7 < x, und gleich f(x) fir 
xz >z2x,. Um sie durch die Fourier’sche Formel darzustellen, bediirfte 
es der Untersuchung, ob dies méglich ist, und es wiirde sich zeigen, 
dass es fiir = 2, uicht méglich ist. Wir kénnen sie aber durch 
andere darstellende Integrale ausdriicken. Es ist z. B. 


42 
gy (x) —= lim,—« fae g(a)he-™ (e—aP 


also 
g(x) = lim,—. Irie fae e~ Mie—s} * daf(a)he-* (o—ay 


h (x, — x) 


= lim = « jf (a) f dee 4 faci(e+ +4 «\e-ot. 


h(a,— 2) 


Diese Function ist also fiir «=, durch Fourier’sche Reihen nicht 
darstellbar. 
Von besonderem Interesse ist der Fall 2, =, wo also: 


p(x) = lima» fdas (2+ +) e-*. 
—hz 


Fragt man nimlich nach der Function <a » mit der man f (7,)— f (x) 
multipliciren muss, damit fe) — fF) Fay gy = x, weder Null noch un- 


(x) 
endlich werde, so wird g(a) offeribar am raschesten Null werden fir 








it 


x) 


tir 
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x, = 0, und wenn g(x) successive die « = 0 niichstgelegenen Minima 
von *, sinh,x, x, sinh,x, --- verbindet, weil diese Minima von s=0 
entfernter sind, als die einem anderen Werth 2 niichstgelegenen von 
diesem anderen Werth entfernt sind. Die 0 niichstgelegenen Minima 
von %, sinh,«, x, sinh,x, --- sind bestimmt durch h,z = ae. Man 
hat also: 


ty ly 1, bya = ed » Q(x) = Xp. 
Daraus folgt: 


e@S—-T 
ary 
Diese Bedingung fiir die Divergenz einer Function, die fiir « > 0 Null 
ist, fiir c>0 gleich f(x) ist, stimmt iiberein mit der (Untersuchungen ete. 
p. 86 und 87) fiir o(x) aufgestellten Bedingung. ; 


Bemerkungen zu den vorstehenden Ergebnissen. 


Ich verband einen ganz anderen Zweck mit der Untersuchung auf 

ihre Darstellbarkeit durch Fourier’sche Reihen einer Function: 

F(a) = %, 9, (x) sin hx + x, 9,(x) sinh,x+---, 

von der die eben betrachtete f(x) ein specieller Fall ist. Es handelte 
sich fiir mich um die Frage: Wenn es zweifellos durchweg endliche, 
stetige Functionen giebt, die in einzelnen Punkten oder sogar in Punkten, 
die in jedem kleinsten Intervall vorkommen, nicht darstellbar sind: giebt 
es wohl auch durchweg endliche und stetige Functionen, die in keinem 
Punkte darstellbar sind? 

Ich bin nicht so gliicklich gewesen, diese Frage zu erledigen. Mit 
der angefiihrten Form J*(x) habe ich keine solche nirgend darstellbare 
Functionen zusammensetzen kénnen. Ja eigentlich habe ich meine Be- 
miihungen nur deshalb aufgegeben, weil mir schliesslich die Méglichkeit 


derartiger Functionen nicht mehr einleuchten wollte. Denn der Grenz- 
werth eines der Integrale 


fact@+e) see Jaat@e—e) = 


v 


wird divergent, wenn bei dem Wachsthum von h immer geniigend 
Zeichenwechsel vou sin «h durch f(a-+ a) aufgehoben werden, und wenn 
dies fiir eines der Integrale der Fall ist, und die hierzu erforderliche 
sinusartige Beschaffenheit von f() erstreckt sich auch nur um ein Kleines 
an beiden Seiten von x, so wird die Divergenz des einen Integrals durch 
die des anderen stets aufgehoben, welchem Unistand es zu verdanken 
ist, dass ungemein viel mehr Functionen durch Fourier’sche Reihen 
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darstellbar sind, als man dies bei Betrachtung nur eines jener Integrale 
erwarten sollte. In gesonderten Punkten kann die sinusartige Beschaffen- 
heit von f(x) unterbrochen werden, aber in allen Punkten — nun ich 
kann es mir eben nicht denken. Indessen tiiuschen dergleichen allge- 
meine Betrachtungen bisweilen, und so ist es auch durchaus nicht meine 
Absicht hier eine Behauptung aufzustellen, sondern nur meine Erfah- 
rungen und Ansichten mitzutheilen. 


Noch einen Punkt will ich schliesslich hier zur Sprache bringen, 
in Bezug auf welchen ich nachtriglich meine Behauptung etwas ge- 
nauer begrenzen will. 

Ich habe (Untersuchungen etc. p. 86 und 87) gezeigt*), dass bei Func- 
tionen, die ausser in der beliebig kleinen Umgebung des Punktes r=0 
nicht unendlich viele Maxima haben, die Darstellbarkeit fiir diesen Punkt 
erst aufhéren kann, wenn der Function die Form o(x) m() sich geben 
lasst, wo e(x) & a und g(x) fiir «0 nicht verschwindet. Der- 


x 
gleichen Functionen sind thatsichlich unter Umstiinden nicht darstell- 
bar. Die Frage ist eben nur, ob die Darstellbarkeit nicht fiir kleinere 
Nullen von o(x) schon aufhért. Ich habe wiederum gezeigt, dass fiir 


o(«@) 2 t(a@), wo 


1 7 ‘ 
—— oo > t(a) > a ite? beliebig klein, 
I— h—- +, — pes 5) 


1 








a a ra a a 


die Function stefs darstellbar ist. Es handelt sich also um die infini- 
tare Liicke: 
am > e(a) >t (a). 
qj— 
a 


auf Functionen, die 


Die Ausdehnung der Bedingung e(«) & . 
l 


a 
durchweg unendlich viele Maxima haben, oder gar nach Art gewisser inte- 
grirbarer Functionen durchweg unstetig sind, ist es, welche ich nicht in be- 
friedigender Weise ausser Zweifel zu setzen vermag. Zwar widerspricht 
ihr die obige Betrachtung der Function x, sin h,x + x, sinh,x + -- 
keineswegs, da sie vielmehr dieselbe Grenze ergiebt. Der allgemeine 
Beweis aber, den ich nachtriglich mittheilen wollte, und der auf einer 
idealen Zusammenschiebung der Stellen ohne Zeichenwechsel beruht, 
will diese Functionen, die doch lediglich Geschépfe der Analysis sind, 


*) Ich habe mich an dieser wihrend des Druckes eingeschalteten Stelle etwas 
kurz fassen miissen, indessen wird das Gesagte wohl geniigen, 
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einer geometrischen Anschauungsweise unterwerfen, der sie allerdings - 
schwer sich fiigen werden, die daher berechtigten Zweifeln begegnen 
kénnte, und die mir selbst von Tag zu Tag bedenklicher wird, so dass 


ich vorziehe, hiermit die Bedingung e(«) 8 1. ausdrticklich nur fiir 
1 ap 
° Qa 
die Functionen f(z), die ausser in der Umgebung von xz = 0 nicht un- 
endlich viele Maxima haben, oder durch trigonometrische Reihen mit 
unbedingt convergenten Coefficienten darstellbar sind, zu behaupten*). 


Tibingen, Mai 1876, 


*) Da die Functionen der Form o(a) (a), wo (a) fiir «=0 nicht ver- 
1 
7= 
a 


schwindet, und e(«) eS 





ist, nachweislich fiir «0 manchmal nicht darstell- 


bar sind, so-ist also nur zu zeigen, dass sie fiir e(«)< - darstellbar sind, 
“ 
: : 
was darauf hinausliiuft, zu beweisen, dass Kman fa wh sinha =0, falls 
ol — 
a 


g(0)=0. Es scheint aber, dass ein analytischer Beweis dieses Satzes Schwierigkei- 
a 


ten derselben Ordnung bietet, wie die Untersuchung des Integrals f da?) sinha, 
0 

wiewohl man meinen kénnte, wegen des Logarithmus im Nenner, in viel vortheil- 

hafterer Lage zu sein. Jedenfalls ist durch meine Untersuchungen gegenwirtig 

das Intergsse der Theorie von diesem Integral in jenes verlegt. Ich habe aber 

nicht die Absicht mich weiter damit zu beschiftigen. 

































Révision et extension des formules numériques de la théorie 
des surfaces réciproques. 


Par H. G. ZevrnHen 4 Copenhague. 


On appelle ordinaires les singularités que présente une surface 
représentée par une -équation ponctuelle générale, et celles que présente 
une surface représentée par une équation tangentielle générale. Les 
relations qui ont lieu entre les nombres de ces singularités, et qui 
jouent dans la théorie des surfaces le méme réle que les formules de 
Pliicker dans la théorie des courbes planes, sont trouvées, 4 une prés, 
par M. Salmon*). Celle qui restait a été trouvée plus tard par 
M. Cayley**), qui étendait en méme temps la théorie par I’intro- 
duction de plusieurs singularités extraordinaires (celles qui sont dé- 
signées, dans ce qui suit, par B, j et x et deux cas particuliers des 
points coniques qu’il appelle ,,cnicnodes“ et ,,offpoints“, ainsi que les 
singularités réciproques). J’ai indiqué ensuite sans démonstration — 
au commencement d’un mémoire, dont le but principal était d’exposer 
d’autres recherches***) — |’extension des formules de M. Salmon a des 
surfaces présentant des points coniques plus généraux. 

Voila une bréve indication des travaux qui ont conduit les relations 
dont nous allons nous occuper & leur état actuel, sur lequel on peut 
consulter la nouvelle (3"°) édition de l’excellente ,Geometry of three 
Dimensions“ de M. Salmonf). 

Le premier but du travail que je présente ici a été une révision 
des termes de quelques-unes des formules qui dépendent de singularités 
extraordinaires. J'ai été excité a cette révision par quelques doutes, 


*) Transactions of the Royal Irish Academy, vol. 23. — Voir aussi les deux 
premiéres éditions de ,,Geometry of three Dimensions“. 

**) A Memoir on the Theory of Reciprocal Surfaces. Philosophical Trans- 
actions 1869. Un supplément de ce mémoire se trouve dans les Phil. Trans. 
de 1871. 

***) Sur les droites multiples des surfaces. Mathematische Annalen t. IV. 

+) On peut aussi consulter la nouvelle édition allemande, due 4 M, Fiedler, 
du méme livre. 
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qui s’étaient levées dans moi immédiatement aprés la publication de 
mon mémoire que je viens de citer, et qui me faisaient déclarer dans 
une note additionnelle*), que je n’osais appliquer une partie des for- 
mules — celles qu’on déduit en regardant la surface comme lieu de 
points et qui sont remplacées ici (dans le n° 3.) par les formules 
(13)—(18) — a des surfaces douées des singularités désignées, dans 
ce qui suit, par j’, 7’, 9° et &, ni non plus les formules réciproques 
((13’)—(18’)) & des surfaces douées des singularités j, 7, et ¢**). 
En effet, dans ma propre démonstration — non publiée — je n’avais 
pas observé que les définitions de ces singularités, qui se rapportent 
& la surface regardée comme lieu de points, aménent en général cer- 
taines singularités tangentielles auxquelles il faut avoir égard dans les 
équations (13’)—(18’), et que les définitions des singularités j’, 7’, 7’ 
et & aménent certaines singularités ponctuelles. Les démonstrations 
de M. Cayley***) ne me semblaient pas étre a l’abri de cette méme 
reproche, en méme temps que la détermination de coéfficients au moyen 
des surfaces cubiques me semblait incertaine, parce que les singularités 
ne se présentent pas li dans leur forme la plus générale. Mes doutes 
se confirmaient par une nouvelle recherche qui me montrait que le 
coéfficient du terme yx devait étre injuste, du moins dans une des 
équations 7). 

En retournant 4 ces recherches j’ai trouvé que les coéfficients des 
termes j et j° sont justes dans toutes les formules; mais quant aux 
autres singularités dont je viens de parler mes doutes se sont justifiées. 
J’ai trouvé, par exemple, que chacun des x’ plans-clos (voir, dans ce 
qui suit, le n° 28.) contient en général un, et chacun des BL plans 
biponctuels deux points triples & un seul plan tangent od passent 
quatre branches de la courbe cuspidale. Ces points singuliers donnent 
lieu aux termes 8 x’ + 16 B’ de notre équation (15), et aux termes 
6 (—6y7—12B’) de notre équation (18), et ils donneraient lieu a 
d’autres nouveaux termes dans |’équation de M. Cayley a laquelle 
nous avons substitué |’équation (19). 


*) Note sur la théorie des surfaces réciproques. Mathematische Annalen 
t. IV, p. 636. — Dans cette note j’ai démontré aussi, par le principe de corre- 
spondance, une formule qui peut remplacer, dans le systéme de relations, celle de 
M. Cayley dont j’ai parlé, et que j’y substituerai aussi dans le présent mémoire 
(mon équation (19)). 
**) Mes doutes s’étendaient aussi aux points B que je regardais comme des 
points coniques ot 7 = 1, et aux plans B’, 
***) Aussi M. Cayley ne prétend pas 4 développer complétement, dans le 
mémoire cité, la théorie des surfaces réciproques, 
+) J’avais tort en disant que les coéfficients de j étaient incompatibles aux 
valeurs des nombres de singularités d’une surface quartique 4 une conique double 
(voir le n° 70. du présent travail). 
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Certes M. Cayley ne neglige pas entitrement ces points: il les 
représente par le nombre # de points de singularité inexpliquée (points 
of unexplained singularity). Chacun de nos points triples, que nous 
regardons comme faisant partie des singularités désignées par y' et B, 
est représenté par 8 de ces points. Il faudrait donc, pour établir 
laceord des formules de M. Cayley avec celles que nous allons ex- 
poser ici, substituer #8 y+ 16B’. Cet accord sera aussi établi pour 
la premiére et pour la derniére*) des formules que nous venons de 
nommer, mais non pas pour la formule (18): dans la formule de M. 
Cayley qui y correspond — ou plutot, parce que M. Cayley attribue 
& la notation h une autre signification que moi**), dans la formule 
qui correspond a notre formule (11) — manquent les termes dépendant 
de #. Le manque réciproque a amené dans le mémoire du méme au- 
teur ,On Cubic Surfaces“, quelques inexactitudes dans les valeurs de 
h’ et r’ appartenant aux surfaces cubiques***). Le nom des points 
introduits par M. Cayley indique que, méme sans le manque que nous 
venons de signaler, il y aurait ici des recherches a faire. 

En soumettant aussi les autres singularités extraordinaires & une 
analyse détaillée, nous avons trouvé de méme les termes dépendant de 
y et & qu'il faut ajouter aux formules qui portent ici les n°* (13) — (18), 
les termes dépendant de x, B, » et € qu’iil faut ajouter aux formules 
réciproques, et les termes dépendant de toutes les singularités extra- 
ordinaires qu'il faut introduire 4 la formule (19), substituée a la for- 
mule de M. Cayley. 

A cette révision des formules j’ai joint une extension, en attribuant 
aussi & la surface des points uniplanaires — qui ne sont pas dans toutes 
les formules équivalents a trois ,cnicnodes“ — et dés plans osculateurs, 
de méme que les singularités réciproques. Je lui attribue aussi une 
certaine classe de points doubles dont les propriétés principales sont 
développées dans un article, précesseur du présent mémoire (voir |’énu- 
mération des singularités dans le n° 1.). 

Ce choix des singularités auxquelles j’aurai égard dans le présent 
travail a certes quelque chose d’arbitraire, ce qui serait difficile & éviter 
tant qu’on ne sait former pour les surfaces, comme M. Cayley l’a 


*) Cela n’aura ‘pas lieu toutefois pour la forme de celle-ci qui doit ex- 
primer l’égalité du genre de la surface a celui de la surface réciproque (for- 
mule (26) & la p. 544 de la ,,Geom. of three Dimensions“ et a la p. 609 de l’édition 
allemande du méme livré). Voir le n° 76. du présent mémoire. 

**) Voir, dans ce qui suit, les notes du n° |. 

***) Voir, dans ce qui suit, le n° 69. On y verra que les points triples ac- 
compagnant les singularités y’ d'une surface cubique, et parfois aussi un des plans 
& la singularité réciproque qui accompagnent un point B, ou tous ces deux plans, 
peuvent étre remplacés par d'autres singularités (@ = 0, @ = 16B, 8B ou 0). 
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fait pour les courbes*), une théorie des équivalents; mais si, dans une 
recherche, on rencontre des surfaces présentant d’autres singularités 
que celles qui sont introduites dans les formules, on pourra y appli- 
quer les mémes procédés, & peu pres, que ceux qui nous ont fourni les 
termes écrits dans les formules. Ayant surmonté, par exemple, les 
difficultés que présentent Jes € génératrices stationnaires des points 
coniques qui ne sont tangentes ni 4 la courbe double ni & la courbe 
cuspidale, on saura surmonter, s'il est demandé, les difficultés, moins 
grandes sans doute, que présentent les génératrices stationnaires tan- 
gentes & la courbe double. 

L’étude détaillée des différentes singularités, introduites antérieure- 
ment ou nouvelles, n’a pas eu toutefois pour seul but la détermination de 
nouveaux termes des équations. Elle a fourni en méme temps une 
connaissance plus complete des singularités, qui a un intérét indépendent 
des formules numériques, et qui est assurée par ces formules et par 
les vérifications auxquelles elles donnent lieu. Cette connaissance con- 
duit aussi & de nouvelles démonstrations plus directes et plus explica- 
tives des coéfficients des anciens termes des formules. Afin de n’étendre 
pas trop notre mémoire, nous nous bornerons 4 cet égard aux singu- 
larités extraordinaires. 

Le moyen dont nous nous servirons principalement pour discuter 
les singularités d’une surface, c’est l'étude des singularités de cones cir- 
conscrits dont les sommets ont différentes positions particuliéres. Une 
note précédente sur les singularités des courbes planes**) a eu pour but 
de faciliter cette étude qui se fait en grande partie par les relations 
pliickériennes. Les procédés généraux de cette étude seront exposés 
dans la partie IV; mais on les comprendra mieux en voyant dans les 
parties suivantes V—XII leurs applications aux points-pinces, points- 
clos, points biplanaires et uniplanaires, plans osculateurs et points co- 
niques. (Les propriétés des singularités réciproques se trouvent par 
le principe de dualité.) 

Les trois premiéres parties du mémoire contiendront une énumé- 
ration des singularités, un exposé des formules numériques, et la dé- 
monstration par le principe de correspondance de M. Chasles des 


.formes de ces relations, pendant que la justesse de leurs termes dépen- 


dant de singularités extraordinaires ne peut étre établie que dans les 
parties déja nommées. La partie XIII contiendra des applications a 
des surfaces particuliéres, et la partie XIV une addition sur le genre. 


*) Quarterly Journal t. VII. 

**) Mathematische Annalen t, X. — Je saisis l'occasion pour ajouter aux tra- 
vaux cités dans cette note un beau mémoire de M. Smith, publié, dans les 
»,Proc. of Lond, Math. Soc.‘ vol. VI, p. 153, en méme temps que ma note. 
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L 
Enumération des singularités. 


1. Pour comprendre les indications suivantes des significations dont 
nous ferons usage dans le présent mémoire, il faut observer que les défi- 
nitions de la premiére colonne sont ,,ponctuelles“, celles de la seconde 
colonne, ,,tangentielles“, c’est & dire que nous attribuons aux singularités 
définies les propriétés les plus générales que permettent les définitions si 
la surface est regardée, respectivement, comme lieu de ses points, ou 
comme enveloppe de ses plans tangents*). — Quant & une partie des 
singularités nous nous contentons ici de les nommer, en renvoyant 
pour les explications ultérieures & des n° suivants, indiqués a part. 


Nombres pliickériens 


des sections planes: des cOnts circonscrits: 
nm Yordre (de la surface) , m la classe (de la surface), 
a’ la classe, a Yordre, 
0’ le nombre des tangentes doubles, 0 le nombre des génératrices dou- 
bles , 
x le nombre des tangentes station- x le nombre des génératrices sta- 
naires. tionnaires. 


Singularités ordinaires: 
b’ la classe de la développable bi- b Vordre de la courbe double, 


tangente**) , 

7 son rang, q son rang, 

s’ Yordre de son aréte de rebrousse- s la classe de l’enveloppe de ses 
ment, plans osculateurs, 

kK’ le nombre pliickérien***) des tan- k le nombre pliickérien***) des gé- 
gentes doubles d’une section nératrices doubles d’un cone 
plane de cette développable, qui la projette, 

f le nombre de ses plans tangents ¢ le nombre de ses points triples 
triples (ordinaires) , (ordinaires) , 

y le nombre de ses plans tangents y le nombre de ses points station- 
stationnaires (ordinaires) , naires (ordinaires) , 


*) L'importance de cette distinction, bien connue dans la théorie des for- 
mules pliickériennes, sera illustrée par un exemple dans le n° 15.; voir aussi la 
note du n° 2. 

**) C'est & dire: l’enveloppe des plans tangents doubles. 

***) Mes notations k et k’ différent de celles des MM. Cayley et Salmon, 
qui désignent par k le nombre de points doubles apparents de la courbe double. 
La différence qui en résulte entre les formules de’ces savants et les miennes n’est 
done qu’apparente. J’écris k — 3t—--- (voir le premier terme du second membre 
de la formule (17)) od M. Cayley écrit k. 
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o lordre de sa courbe de contact; 


ce la classe de l'enveloppe des plans 
tangents stationnaires , 

yr son rang, 

m’ Vordre de son aréte de rebrousse- 
ment, 

W’ le nombre pliickérien*) des tan- 
gentes doubles d’une section 
plane de cette développable, 

B le nombre de ses plans tangents 
stationnaires (ordinaires) , 

o lordre de sa courbe de contact 
(la courbe parabolique). 


@ la classe de la développable tan- 
gente a la surface de long de 
la courbe double; 

e Yordre de la courbe cuspidale, 


ry son rang, 

m la classe de l’enveloppe de ses 
plans osculateurs, 

h le nombre pliickérien*) des gé- 
nératrices doubles d’un cone 
qui la projette, 

B le nombre de ses points station- 
naires (ordinaires) , 

6 la classe de la développable tan- 
gente & la surface le long de 
la courbe cuspidale. 


Singularité ordinaire & une surface a laquelle on a 
déja attribué 


une courbe double: 


j points-pinces (n° 15,—21.). 


une développable bitangente: 


j plans-pinces (n° 21.). 


Singularité ordinaire a une surface a laquelle on a 
déja attribué 


une courbe cuspidale: 


% points-clos (n°* 22.— 28.). 


une suite de plans tangents sta- 
tionnaires: 


7% plans-clos (n° 28.). 


D’autres singularités extraordinaires: 


B points biplanaires (n°* 29.—35.); 
U points uniplanaires (n°*36.—42.); 
O plans osculateurs (n°*43.—49.); 
des points coniques (n°* 50.—67.) , 
otles tangentes formentun cone 
dont nous désignons par 
uw  Yordre, 
vy la classe, 
y+n le nombre des génératrices dou- 
bles, dont les 
y sont tangentes 4 des branches 
de la courbe double, 


_P plans biponctuels (n° 35.); 


U’ plans uniponctuels (n° 42.); 
O’ points osculateurs (n° 49.); 
des plans tangents le long d’une 
courbe (n°* 61.— 67.) dont nous 
désignons par 
vw’ la classe, 
vy Yordre, 
y+n/ le nombre des tangentes dou- 
bles, dont les 
y sont génératrices de la déve- 
loppable bitangente, 


*) Les définitions de h et h’ ont les mémes différences de celles des MM. Sal- 
mon et Cayley que les définitions de k et k’. 


29* .« 
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z+£€ le nombre des génératrices sta- 2'+£ le nombre des tangentes sta- 


tionnaires, dont les tionnaires, dont les 

z sont tangentes A des branches 2 sont génératrices de l’enve- 
de la courbe cuspidale , loppe des plans tangents sta- 

tionnaires, 

« le nombre des plans tangents wu’ le nombre des points doubles, 
doubles , 

v le nombre des plans tangents wv’ le nombre des points station- 
stationnaires, naires, 

(2 désigne une somme étendue & (2 désigne une somme étendue a 
tous ces points singuliers) ; tous ces plans singuliers); 

et enfin: 


des points doubles & un seul plan tangent (double), qui est le 
lieu de droites rencontrant la surface en quatre points coinci- 
dents. Nous désignons par 


f le nombre des points doubles de la courbe double, 

d le nombre des points stationnaires de la courbe double, 

i le nombre des points d’intersection de la courbe double et de la courbe 
cuspidale , 

g le nombre des points doubles de la courbe cuspidale, 

e le nombre des points stationnaires de la courbe cuspidale, 


qui se trouvent en ces points de la surface. Nous avons dé- 
montré, dans le mémoire ,,Sur une classe de points singuliers 
de surfaces“*), que les plans tangents en ces points ont les 
propriétés réciproques. f etc. indiquent donc aussi les nombres 
de plans tangents doubles de la développable bitangente etc. 
qui coincident avec ces plans tangents. 


2. En attribuant a la surface dont nous nous occuperons dans le 
présent mémoire toutes les singularités énumérées ici, nous attribuerons, 
par exemple, & sa courbe double plusieurs espéces de points station- 
naires, non seulement ceux dont les nombres sont désignés par y et d, 
mais aussi d'autres qui se trouvent en différents points des plans tan- 
gents le long d’une courbe. Pour plus de clarté nous indiquerons ici 
les nombres totaux de ces points et de ceux qui jouent un role ana- 
logue, qui résulteront, dans ce qui suit, des discussions des différentes 
singularités attribuées a la surface. 


La courbe double a 


*) Mathematische Annalen vol. IX. Il est probable que les ,,points p-tuples 
& un seul plan tangent (p-tuple), qui est le lieu de droites rencontrant la surface 
en 2p points coincidents“, ont des propriétés analogues. 
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3t43042 k $=9) 45" [w+2 ¢(v'—3)}4 37) 446 eH) 
’ + f points doubles, 
et 
y+ 2’ | (v—4)+27'F| +d points stationnaires. 


La courbe double rencontre la courbe cuspidale en 


3B +27 + 120'+ Eye) + B'(v'+4y44£) + i points. 


La courbe cuspidale a 


67+ 12B+ U’'+ 404+ z{* oD) 4. 2" (&) + 9 points doubles, 
et 
6B + 20'+ e points cuspidaux. 


Note. En allant déduire les relations qui ont lieu entre les nom- 
bres que nous venons d’énumérer, il faut supposer que les singularités 
se présentent de la maniére la plus générale} que permette leur défi- 
nition — ponctuelle ou tangentielle —, et qu’aucune singularité ulté- 
rieure, qui ne résulte pas de leur définition, ne vient s’y ajouter. Nous 
ne comprendrons done aucune des classes de singularités dont nous avons 
désigné les nombres par les notations énumérées au nombre indiqué par 
une autre des notations*). 

Si l’on veut appliquer une ou toutes les formules a des cas ot des 
singularités ultérieures se joignent a une des singularités énumérées — 
ce qui est possible en beaucoup de cas — il faut soumettre l’influence 
de celles-la & une discussion particuliére. I] faut notamment avoir 
égard a des droites, non indiquées par les définitions des singularités, 
qui passent par les points singuliers ou se trouvent dans les plans sin- 
guliers, et, encore plus, aux éléments développables; puis a la décom- 
position de cénes tangents aux points coniques, ou de courbes de con- 
tact de plans, en des parties aux nombres desquelles il y a des plans 
ou des points. On ne peut, par exemple, dans quelques-unes des for- 
mules (celles que nous appellerons (15’), (17’), (18) et (19)), remplacer 
un point biplanaire par un point conique, dont on a uw =—2, y—1, 
v = y = etc. 0, quoique les points biplanaires sont des points co- 
‘ niques dont les cénes tangents sont composés de deux plans. C’est 
pour cette raison que nous avons introduit expressément les B points 
biplanaires (et les B’ plans ayant les singularités réciproques), pendant 
que nous n’avons pas besoin de considérer séparément les points que 
M. Cayley a appelés ,,cnicnodes“, qui ne sont que des points coniques 


*) Cette remarque ne s’applique pas aux nombres plickériens de cones et 
de sections, qui ne sont pas des nombres de singularités propres de la surface. 
Voir les notes du n° 1 
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dont w= v= 2, y= ymse=—f=—u=—v=—0, ni non plus les Off (17) 
points“, qui ne sont que des points coniques dont w= v = 3, s=vu=l, 5 
y=71=—t=—0. 
II. 
Formules. 
3. Les nombres a et a ont la méme signification, de fagon que 
(1) a=a. 
En posant pour chacun des points coniques 
(2) v +2 + 3¢— 
on aura, selon les équations pliickériennes, 
(3) w(u—1) = % + 2y + 32, - 
(4) v(v—1) = w+ 2u+ 30, 
(5) e+t—v=3(u—). 
Des équations analogues auront lieu pour chacun des plans tangents le 
seedy Hm courbe. 
Les nombres énumérés dans le n° 1. satisfont encore aux équations 
suivantes : (19) 
(6) n(m—1) =a+2b+ 3c, 
(7) a(a—1) = n+ 25+ 3x, 
(8) c—x = 3(n—a), 
(9) b—1) = q+ 2k4 3 {y+ LV [ny (re —4)4 26) + 4}, 
(10) 3(b—g) = 7+ 2 [n' (eX —4) + 20/8] + d— [s+ 2(0)] 
=r7+d—s+2[n (v'—4) +278 — €), 
(ll) e(e—1)=r+2h+4+3(6+20+¢), 
(12) 3(e—r)=—=6+20+e—m— 2 (€), 
(13) a(n—2) = [x—B - E[n +26] + 0 + 26 + D[x(u—2)] 
=x—B+o+ 26+ 2[x(u—2)—n—26], 
(14) b(n—2) = 9 + 28 + By + 3¢ + 90'+ Dly(u—2], 
(15) ¢e(n—2) = 26+ 46+ 7+87'+16 B+ 120+ ZX [2(u—2)], 
(16) a(n—2)(n—3)—2 48 3U—-Z 2 [°C 4 24 30g4 UO) 4 gg 4 ED +6| 
+3[ac—3o—y— X(x2)|+2(ab—29 —j— 2 (ay)} 
4 2 fe(u—2) (u—3)] 
=2(d—3 U) + 3(ac—3o6—y) + 2(ab—20—)) 
42 [0 (—4u+7) +294 40), 








+6] 
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(17) Bin 2) (n_B}—a fh -3¢-30'2[8-"] 


2 [w+ 2¢e—3)43T 4 gp 6FE—] _f| 
+[ab—29 —j—2Z(zy)] 
43[be—3B—2y — 120 D(ye)— B'w'+4y'+4£)—3] 
+904 2 [y(u—=2)(u—3)] 
=4(k—3t—f) + (ab—2 0 —)j) + 3(be— 3B —2y — i) 
—390'+ Z[y(—4u+8)] 
— EY (Aw 4-304 86 v4.69 24-49 &+ 126?4 6 —248), 
(18) o(n-2)(n—3)=6 {a—6y — 12 B— U'—40'— zi" —Z'(¢)—9} 
+ [ac—36—y—Z(zxz)) 
+2[be—36 —2y—120'— X(yz)— 2 (vw +-4'+-42) — i] 
4180'4 Z[e(u—2)(u—3)] 
=6(h—67/— 12 B’— U' - g)+- (ac —-36—4)+ 2(be—3B—2y—i) 
—300'+ 5 [a(—4u49)]—22'(w'+4y'+78), 
(19) ot+m—r—p—4j—37— 14U— 2 [2+ 27) + 67/476) 
= 6+ m— r— B—4j—3z4—14U — 2 [(2u+2) + 6y +78), 
et aux équations qu’on forme en y substituant des lettres accentuées 
a celles qui n’ont pas d’accent — a lexception de a, f, d, i, g, e—, 
et réciproquement. Alors |’équation (19) reste inaltérée, mais les équa- 
tions (6)—(18) conduisent 4 13 nouvelles formules que nous désigne- 
rons par (6’), (7), (8), (9), (10), (11’), (12’), (13/), (14), (15), 
(16’), (17’), (18). 

4. Il est commode de remplacer les équations (16), (17), (18) 
par d’autres, qu’on en déduit*) en ayant égard aux équations précé- 
dentes. On trouve, en multipliant l’équation (6) par a, en substituant 
ensuite 4 a? l’expression fournie par (7), et en soustrayant |’équation 
(13), multipliée par 4, et l’équation (16): 

(20) —a+n—x+6+42j4+344+4B+46U+2(v+49+78)=0. 
Par des opérations tout-i-fait analogues, on déduit des équations (6), 
(9), (14) et (17): 
(21) 29—2g =f +j+30'44f+6d+3i 
+ 2’ [4u'+304 69 (v—4) 48 (v¥—3) + 69 (1) 
+ 169 &-+ 12¢ (—1) + 124+ 12€], 


*) Cette réduction est due 4M. Cayley. Voir Salmon: Geometry of three 
Dimensions, 3™ éd. (p. 547; p. 611 dans l’édition de M. Fiedler); dans l’équation 
qui correspond a notre équation (21) le terme 4f/ manque. 
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et des équations (6), (11), (15) et (18): 
(22) 56+68=—c+3r+744+-47+8B+6U'+2i+69+4+9e 
— 22) +22 (v'+ 4+ 78). 
En éliminant m et m’ de (19), (12) et (12’), on trouve 
(23) o+2r—3e—4j—37—14U'+ 20 —2 (2+ r+ 8+ 118) 
=6+2r—3c'—4j —374 —14U 4+ 20 —2 (2u+7+8y-+116). 


Ill. 
Sur la démonstration des formules. 


5. On trouve les formules (6)—(12) en appliquant les équations 


pliickériennes & une section plane, au cone qui projette la courbe double, 
et & celui qui projette la courbe cuspidale. I] s’ensuit que la formule 
(10) ou (12) n’est pas applicable au cas od la courbe double ou cuspi- 
dale est composée de parties au nombre desquelles il y a des droites. 
Les termes dépendant des points osculateurs et des plans tangents le 
long d’une courbe résulteront de nos études de ces singularités (voir 
le n° 2.). 

6. La démonstration des formules (13)—~(18) se fait par des ap- 
plications, tres semblables entre elles, du principe de correspondance. 
Soit donné, dans l’espace, un point fixe P et une courbe (X) d’ordre &, 
qui ne passe pas par P, et supposons qu’d chaque point X de la courbe 
correspondent « points Y de la droite PX, dont aucun, pour aucune 
position du point X, ne coincide avec le point P. Alors je dis, que 
le nombre des coincidences d’un point X avec un point correspondant 
Y, est égal a a&. 

En effet, Yordre du lieu des points Y est égal & a&, ce qu'on 
voit en comptant ses points d’intersection avec un plan par P. Par 
conséquent, si l’on joint des points correspondants X et Y par des 
plans & une droite fixe (D), & chaque plan (D) Y correspondront «& 
plans (D)X. A chaque plan (D) X correspondront de méme «& plans 
(D) Y. Le nombre de coincidences de plans correspondants est donc 
égal a 2a De ces coincidences, w£ ont lieu dans le plan (D) P. Les 
autres, au nombre de «&, résultent de coincidences dé X avec Y. 

Dans la déduction de toutes les formules (13)—(18) P est un 
point arbitraire de l'espace. 

Formule (13): X est le point de contact d’une tangente menée 
par P, Y est un des n—2 points d’intersection de la tangente avec 
la surface. Alors 

E—a, a=n— 2. 
Formule (14): X est un point de la courbe double, Y est un des 








es 
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n—2 autres points dintersection de la droite PX avec la surface. 
Alors 


E=b, a=u— 2. 
Formule (15): X est un point de la courbe cuspidale, Y est un 


des n—2 autres points d’intersection de la droite PX avec la surface. 
Alors 


E=—c, a=n—2. 

Formule (16): X et Y sont deux points d’intersection d’une tan- 
gente menée par P. Alors*) 

—E—a(n—2), a=n— 3. 

formule (17): X et Y sont deux des nm —2 points ot la droite 
joignant P a un point de la courbe double rencontre encore la sur- 
face. Alors 

—E=—b(n—2), a=n—3. 

‘ormule (18): X et Y sont deux des n—2 points ov la droite 
joignant P a un point de la courbe cuspidale rencontre encore la sur- 
face. Alors 

—E=c(n—2), a=n—3B. 

Les différents termes des seconds membres de ces équations con- 
tiennent les nombres de coincidences de différente espece. Leurs coéf- 
ficients se déterminent par la régle suivante, qui est une conséquence 
de celle qui sert en général & la détermination des degrés de multi- 
plicité de solutions trouvées par le principe de correspondance**): 

Le nombre de coincidences qui ont lieu en un point D du lieu 
des points X est égal 4 la somme des ordres des segments infiniment 
petits X Y, interceptés, sur une droite PX qui fait avec PD un angle 
infiniment petit du premier ordre, par X et les points correspondants Y; 
si D est un point multiple de la courbe (X), il faut considérer séparé- 
ment les cas ot le point X infiniment voisin de D se trouve sur les 
différentes branches partielles de ce lieu. 


Pour appliquer cette régle aux termes qui dépendent de singularités 
extraordinaires, et méme pour savoir quéls termes il faut introduire, on 
a besoin de connaitre les propriétés des points et plans singuliers; nous 


- déterminerons ces termes et leurs coéfficients dans les parties suivantes 





*) Le lieu des points Y, dont nous avons dit qu'il est de l’ordre wé, sera 
ici, et dans les démonstrations des formules (17) et (18), identique 4 celui des 
points X, pris n—8 fois, parce que chaque point correspond & n—3 points X, 

**) Voir mon mémoire sur ,,les propriétés générales des systémes de courbes 
planes“ (Mémoire de l’Académie danoise des Sciences 5™° série, t. 10, IV, p. 331) 
ou un article dans le Bulletin des Sciences Mathématiques, t. V, p. 187. — Jai 
fait usage de la méme régle dans le n° 3. de mon précédent article (Note sur les 
singularités des cowrbes planes). 
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du présent mémoire aprés avoir déduit les propriétés nécessaires. Quant 
aux termes connus des mémes équations, dues 4 M. Salmon, je n’insis- 
terai pas ici & leur détermination par la régle citée, parce que je l’ai 
exécutée ailleurs*). 

7. Sur la démonstration de la formule (19). La transition des 
parties de la surface ot la courbure est elliptique 4 celles 00 elle est 
hyperbolique, se fait soit par la courbe parabolique soit par la courbe 
cuspidale. Quant a cette derniére transition, il est évident qu’a un 
observateur qui se meut le long de la courbe cuspidale, entre les deux 
nappes qui y sont réunies, la nappe 4 courbure elliptique se trouve du 
méme cdté ot se présente la concavité de la courbe cuspidale. 

Il en résulte que les deux nappes changent de courbure aux points 
de la courbe cuspidale od une coincidence a lieu du plan tangent avec 
le plan osculateur, et qui ne présentent aucune autre singularité. II est 
done nécessaire que la courbe parabolique, devant séparer les parties de 
chacune des deux nappes oi la courbure est elliptique de celles ou elle 
est hyperbolique, passe par ces points. On voit par les mémes con- 
sidérations que, réciproquement, aux points de la courbe cuspidale ot 
passe une branche de la courbe parabolique, et qui ne présentent aucune 
autre singularité, les deux plans dont nous venons de parler coincident. 

En appliquant le principe de dualité a ces considérations, on trouve 
qu’a ces mémes points coincident des points de contact de plans tan- 
gents stationnaires avec les points oi ces mémes plans sont osculateurs 
a laréte de rebroussement de l’enveloppe des plans tangents station- 
naires, et que cette coincidence n’a lieu qu’en ces points et en des 
points de contact de plans tangents présentant une singularité plus 
compliquée. 

' On voit ainsi qu’en cherchant le nombre total des coincidences 
d'un plan tangent a la surface en un point de la courbe cuspidale avec 
le plan osculateur de cette courbe, et en en soustrayant le nombre des 
coincidences qui sont dues aux singularités que nous avons attribuées 
& la surface, on trouve un nombre yw qui est égal a celui des plans 
doués des propriétés réciproques, ou bien, au nombre qu’on exprime 
en substituant des lettres accentuées 4 celles qui n’ont pas d’accent, 
et réciproquement. 

Les deux membres de l’équation (19) sont les deux expressions de y. 
En effet, on trouve par le principe de correspondence, que le nombre 
de coincidences des points de rencontre d’une droite fixe (D) avec le 
plan tangent et le plan osculateur en un point de la courbe cuspidale, 
est égal 8 6 + m. Celui des coincidences de ces deux plans est donc 
égal a 


*) Voir le n° 40. du premier des mémoires cités dans la note précédente, 
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o+m—r, 
le nombre des tangentes de la courbe cuspidale qui rencontrent Ja droite 
étant égal & r. Les autres termes négatifs du premier membre de 
Yéquation (19) indiquent les nombres de coincidences qui ont lieu a 
cause des singularités attribuées 4 la surface, y compris, de singularités 
ordinaires, les B points stationnaires de la courbe cuspidale (voir le n° 13.). 
Nous rendrons compte des autres dans ce qui suit. Les coéfficients 
sont déterminés au moyen de la régle ordinaire (voir le n° précédent)*). 

Note. La base de cette déduction de |’équation (19) est le fait que 
les points de la courbe cuspidale ot le plan tangent coincide avec le 
plan osculateur — et qui ne présentent aucune autre singularité — ont 
les propriétés qui correspondent selon le principe de dualité 4 celles de 
leurs plans tangents**). On peut aussi démontrer cette identité de sin- 
gularités, réciproques l'une a l'autre, au moyen des procédés dont nous 
nous servirons dans la suite du présent mémoire. Nous indiquerons ici 
briévement la marche de cette démonstration, en renvoyant, pour le sens 
des notations etc. dont nous nous y servirons, aux parties suivantes du 
mémoire. 

On peut voir de différentes maniéres, par exemple par une représen- 
tation au moyen de coordonnées ponctuelles***), qu’un point P de la 
courbe cuspidale ot le plan tangent coincide avec le plan osculateur 
a en général les propriétés ponctuelles suivantes: une droite quelconque 
par P rencontre la surface en deux points coincidents, une droite du 
plan tangent, en trois, et la tangente de la courbe cuspidale, en six. 
La section faite par un plan quelconque par P y a done un point station- 
naire, celle que fait un plan par la tangente de la courbe cuspidale, 
deux branches ayaut en P un contact triponctuel avec la tangente, et 
celle du plan tangent, un point triple & une seule tangente rencontrant 
la section en six points coiucidents. Cette singularité a les équivalents 


6, 0) (3 4 CS a , , a , 
ou : ou . Les trois points d’intersection du plan 
(3 0 3, 2 0, 4 P P 


*) J'ai indiqué briévement cette démonstration dans les ,,Mathematische 


‘Annalen“ vol. IV, p. 636. Par une faute de distraction les termes — fp et — f’ 


manquent dans |’équation a Ja ligne 11 en bas; les équations suivantes sont justes. 

**) Les points et plans qui nous occupent sont des singularités ordinaires, 
soit d'une surface regardée comme lieu de points a laquelle on a attribué une 
courbe cuspidale, soit d’une surface regardée comme enveloppe a laquelle on a 
attribué une suite de plans tangents stationnaires. Nous regardons donc, dans 
cette discussion, comme les plus générales les propriétés exprimées de la maniére 
la plus générale par une représentation ponctuelle ou tangentielle, suivant que 
nous parlons de la courbe cuspidale ou de l’enveloppe des plans tangents sta- 
tionnaires. 

***) Voir la note précédente. 
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avec la courbe cuspidale qui sont confondus en P étant des points 
stationnaires de la section, seulement le troisieme de ces groupes reste 
possible. Le quatrieme point stationnaire qui se trouve en P étant 
nouveau, le plan est un plan tangent stationnaire de la surface; sa 
section a les nombres pliickériens 

a,=a—3, b= 0 —3(a—6), «x, =x —8, 

n, =n , 6 =b » & =e+l. 


Trois tangentes menées de Pa une section queleonque passant par 
lui coincident avec la trace du plan tangent; le céne circonscrit dont 
le sommet se trouve en P est donc composé de ce plan pris trois fois 
et dun cone résidu. Cette décomposition étant identique a celle d'un 
cone circonscrit dont le sommet se trouve en un point quelconque de 
la courbe cuspidale, les nombres pliickériens du cone résidu au sommet 
P restent les mémes que pour un autre sommet sur la courbe cuspi- 
dale; ils auront done (voir le n° 10.) les valeurs de 

a, =a—3, 0, =d—3(a—6), x, =x —8, 
» ¢ amc +1. 
Les propriétés des sections faites par les plans passant par la tan- 
gente a la courbe cuspidale montrent quelle est une génératrice triple 
du cone résidu, & un seul plan tangent, qui coincide avee celui de la 
surface, et qui rencontre le cone en six génératrices coincidentes. Le 
plan tangent étant plan tangent stationnaire, mais non pas plan tan- | 


gent double de la surface, les équivalents de la singularité ne pourront 


, ; 0 ; 
avoir que les équivalents . > Un des quatre plaus tangents station- 
? 


n, a n’ . by ani by 


naires coincidents du cone résidu étant nouveau (c,/=c +1), les trois 
autres doivent étre des plans tangents consécutifs de l’enveloppe des 
plans tangents stationnaires. P est donc un point de l’aréte de rebrousse- 
ment de cette développable. 


8. Pour contrdler les termes de nos équations qui contiennent les 
nombres des points et des plans singuliers, il sera utile d’en avoir 
plusieurs déductions différentes. Pour cette raison, nous indiquerons 
ici des démonstrations directes de l’équation (21) et des deux équations 
suivantes: 


(20°) 2% + 2n’ — 2a=c'+-64+2j+37+4B+6U0+4+ 2(v+ 47+78), 
(22>) e(mn—3) + 86 = 3r4+ 364+ 7+74 1274+ 24B4+6U’ 

4+ 2i+ 69 + 9e + 120'4+ Z[e(u—3)] 

422 (+4478), 
dont la premiére résulte d’une combinaison des équations (20) et (8’), 
la seconde, d'une combinaison de (22) et (15). 
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Les deux membres de |’équation (20%) expriment le nombre de coin- 
cidences des tangentes principales (Haupttangenten) que contiennent les 
plans tangents passant par un point fixe P. En effet, la surface gauche 
lieu de ces tangentes principales est de lordre x + 2n’, ce qu’on voit 
en comptaui ses intersections avec une droite par P: cette droite ren- 
contre les x tangentes principales qui passent par P, et les 2m’ que 
contiennent les plans tangents qui passent par elle. II y aura done, dans 
un faisceau de droites, dont le plan ne passe pas par P, et od l'on 
regarde comme correspondantes les droites qui rencontrent les deux tan- 
gentes principales d’un plan tangent par P, 2(%-+-2n’) coincidences 
de droites correspondantes. 2n' de ces coincidences résultent seulement 
de la circonstance que »’ des plans tangents passent par le centre du 
faisceau, 2a, de celle que a des points de contact se trouvent dans le 
plan du faisceau. Il reste done 

2(u+2n’) —-2n'— 2a = 2x + 2n'— 2a 
coincidences de tangentes principales. Le* second membre indique la 
distribution de ces coincidences*). 

Les deux membres de |’équation (21) expriment le nombre de coin- 
cidences des deux plans tangents en un point de la courbe double. 
On trouve le premier membre en appliquant le principe de correspon- 
dance aux points ot une droite rencontre les deux plans. Le nombre 


- total des coincidences de ces points est égal & 29; mais il faut en 


soustraire les 2g coincidences qui ont lieu aux q points ot la droite 
rencontre des tangentes de la courbe double**), 

Les deux membres de |’équation (22) indiquent le nombre de droites, 
rencontrant une droite fixe, et tangeutes & la surface en des points de 
la courbe cuspidale, qui ont quatre intersections confondues en leurs 
points de contact. En effet, la surface gauche lieu des tangentes en 
des points de la courbe cuspidale qui rencontrent une droite fixe est 
de lordre ¢ + 6, ce qu’on voit en comptant ses intersections avec une 
droite qui rencontre la droite fixe. On verra done sans difficulté, en 


*) Comparer a l’équation (15) de mon mémoire déja cité sur les systémes de 
courbes planes, ov j'ai déterminé le nombre de courbes d’un systéme dont les deux 
tangentes en un point double coincident. Les termes c’, o et 3% de (20) corre- 
spondent immédiatement aux termes B, (d, 2e) et 3(d,e), le terme 27, & peu 
prés, au terme 2 (2d) de l’équation citée, appliquée aux projections des sections 
faites par les plans tangents qui passent par P. 

**) Comparer l’équation réciproque 4 (21) & l’équation (6) du mémoire sur les 
systémes de courbes planes, ou j’ai déterminé le nombre de courbes d’un systéme 
dont deux points doubles coincident, ou mieux, comparer |’équation (21) elle- 
méme 4 celle que nous avons citée dans la note précédente et que nous appliquons 
& présent aux sections faites par les plans d’un faisceau. Les termes 4/, j, B et 
8% de (21) correspondent aux termes 2(2d), B, (d2e), 3 (de) de cette équation. 
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appliquant le principe de correspondance aux plans joignant une autre 
droite fixe au point de contact X et & un des points d’intersection Y 
d'une des tangentes, que le nombre dont il s’agit, qui est celui des coin- 
cidences de points correspondants X et Y, est égal a 


ce (n—3) + [n(e+ 6) — 3c] — (e+6) (n—3) = c (n—3) + 36, 


qui est le premier membre de |’équation (22"). Le second membre in- 
dique la distribution des tangentes dont on a trouvé le nombre. 


IV. 


Sur la dégénération des cénes circonscrits pour des positions 
particuliéres des sommets. 


9. Un de nos moyens principaux de trouver les propriétés des 
points singuliers, c’est |’étude des cones circonscrits dont les sommets 
se trouvent en ces points eux- mémes, ou sur les plans tangents ou sur 
les tangentes singuliéres en ces points; mais avant que nous allons a 
application de ce procédé aux points singuliers dont nous aurons a 
étudier de nouvelles propriétés, il sera utile de considérer quelques autres 
positions particuli¢res du sommet. 


En général, le cOne circonscrit est de l’ordre a, de la classe n’, doué 
de 0 génératrices doubles, de x génératrices cuspidales, de b’ plans tan- _ 
gents doubles et de c’ plans tangents stationnaires. Une partie des géné- 
ratrices doubles et cuspidales sont confondues dans les droites joignant 
le sommet 4 certains points singuliers de Ja surface; nous aurons a 
diseuter les coincidences ultérieures ‘de génératrices ou de plans tangents 
singuliers, et les décompositions du céne regardé soit comme lieu de ses 
génératrices, soit comme enveloppe de ses plans tangents, qui ont lieu pour 
des positions particuliéres du sommet. 


Il est évident qu’au moyen du principe de dualité on peut déduire 
des résultats que nous allons trouver les propriétés des sections faites 
& la surface par des plans ayant des positions particuliéres, et qu’on peut 
appliquer a l'étude des propriétés des plans tangents singuliers une 


méthode analogue a celle qui nous fournira les propriétés des points 
singuliers. 


10. Le sommet se trowve sur la surface. Si le sommet se trouve 
en un point, ordinaire ou singulier, de la surface, le céne circonscrit 
sera composé d’une partie qui contient les tangentes dont le contact 
a lieu au sommet, et d’une autre qui contient les autres tangentes de 
la surface qui passent par le méme point. Nous appellerons cette der- 
niére partie le céne circonscrit résidu. Nous désignerons partout les 
nombres pliickériens de celui-ci par a,, ”,', 0,, *,, 0,’, ¢,. En général, 
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le cdne résidu n’est pas composé; nous pourrons done appliquer les 
équations pliickériennes & ces nombres *). 

Si le sommet est un point ordinaire S de la surface, le plan tan- 
gent pris deux fois fera partie du cdne circonserjt, ce qu’on voit en 
considérant les sections planes passant par le point. On aura done 
a,=a-— 2. La section faite par le plan tangent, ayant un point double 
en S, est de la classe a — 2—a,. Ses génératrices d’intersection 
avec le céne circonscrit sont les a, tangentes 4 la section qui passent 
par S. Deux couples de celles-ci coincidant, le plan devient un plan 
tangent double qui n’appartient pas aux b’ plans tangents & la dévelop- 
pable bitangente. On a done b,, =6' +1, ¢, =—c. Les nombres 
pliickériens du cone résidu — dont aussi 0, et ,’ sont faciles 4 trouver 


directement — seront par conséquent 
a,=a—2, 946, =d — 2(a—6) : *, = ux—2-3 
ny =n , b=v+1 ‘ ¢, =. 


On trouve les résultats suivants en appliquant le principe de dualité 
aux propriétés ponctuelles connues des sections faites par les plans tan- 
gents singuliers ordinaires**). 

Le sommet est un point ordinaire de la courbe double: 
a,=a—4, 0, =d—2-2(a—8)—4 , x, =x“x—4-3 
n= n', b, =v+2 , ¢, =e. 

Le sommet est un des t points triples: 
a,=a—6, 90, =d—3-2(a—10) —3-4, % =2x—6-3 
n, =n , bf =v+3 , ¢{ =. 

Le sommet est un point ordinaire de la courbe cuspidale: 
a,=a—3, 0, =d—3(a—6) , “x, =x — 8, 
%, = , b/—d ; ef =¢+1. 

Le sommet est wn des points y (c'est & dire: un des points dont nous 
avons désigné le nombre par y): 


*) Quant a4 la formation d’une partie des cénes circonscrits dont les sommets 
ont des positions particuliéres comme des cas limites des cdnes circonscrits ordi- 


* naires, je puis renvoyer 4 la premiére partie de mon mémoire cité sur les systémes 


de courbes planes, od je discute la formation des courbes singuliéres d’un systéme 
comme des limites des courbes. générales du systéme. 

**) Les propriétés tangentielles, réciproques 4 celles-ci, des points singuliers 
ordinaires servent naturellement — dans une théorie des surfaces réciproques — 
de définitions de ces points qui appartiennent aux singularités ordinaires 4 une 
surface regardée comme enveloppe de ses plans tangents, On peut en déduiré 
ensuite les propriétés ponctuelles au’ moyen de procédés analogues 4 ceux qui 
servent, dans les n°* suivants, 4 la déduction des propriétés tangentielles des plans 
tangents singuliers. 
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a, =a—5, 0, =d—2(a—9) —3(a—8)—6, x, = x—6—8, 


n=n , b'=—v+1 » ¢ =c+1., 

Si le sommet est un des points B, le cone résidu aura les mémes 
nombres pliickérien$ que dans le cas ov il était un point ordinaire de 
la courbe double; mais les deux nouveaux plans tangents doubles coin- 
cident, en méme temps que deux des génératrices doubles, et deux 
nappes du cdne deviennent ainsi tangentes entre elles. 


11. Le sommet S est un point de la développable enveloppe des plans 
tangents stationnaires. Si le sommet est un point ordinaire de cette 
développable, le cone circonscrit ne subit aucune décomposition. Nous 
n’avons donc a discuter que la singularité de la génératrice du cone 
qui coincide avec la génératrice de la développable ot se trouve le 
sommet. Nous donnerons a cette discussion une étendue plus grande 
que nécessaire pour en obtenir les résultats, afin de montrer, dés a 
présent, les procédés que nous appliquerons ensuite 4 des recherches plus 
difficiles. 

La génératrice dont il s'agit étant tangente stationnaire de la section 
faite & la surface donnée par un plan quelconque passant par elle, 
deux des tangentes 4 la section qui passent par le sommet S coincident 
avec elle: elle est done génératice double du cine. Seulement dans le 
cas ot le plan est le plan tangent statiounaire qui passe par la généra- 
trice, la section aura un point stationnaire, de fagon que sa classe 
s'abaisse de trois unités, et, la génératrice étant tangente a la section 
en ce point singulier, encore une quatrieme des a génératrices du cdne 
circonscrit que contient le plan vient coincider avec elle. 

La génératrice double de ce céne n’a done qu'un seul plan tan- 
gent, qui contient quatre génératrices coincidentes. Alors les valeurs 
principales des équivalents pliickériens*) du point et de la tangente 
d’une section plane du céne que déterminent la génératrice et le plan 
tangent dont nous nous occupons — ou disons: les valeurs principales 
des équivalents de la génératrice et du plan tangent du céne — sont 


(9) ou (: 1): suivant que les deux branches qui forment la sin- 
’ ? 


gularité (de la section plane du céne) sont distinctes, ou qu’elles forment 
un point de rebroussement de seconde espéce. s est un nombre entier 


*) Voir mon article précédent: Note sur les. singularités de courbes planes 
(Math. Ann. X). La définition des valeurs principales des équivalents se trouve 
dans son n° 2,, ja signification des notations dont nous nous servirons est indiquée 
dans son n° 5.: une singularité S ag d'une courbe plane est formée par la ré- 


union de @ points doubles et ¢ points stationnaires en un point 4 une seule tan- 
gente ou 3° tangentes doubles et «’ tangentes stationnaires sont réunies, 
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> 1, et dans le premier cas les deux branches ont un contact de V’ordre 
s—1, dans le second, on pourrait dire qu’elles ont un contact de 


Yordre s +- .- - On en déduit les valeurs générales des équivalents 
las a) lia ait, Fee) 
s—3a, 2a s—3a, 1+2¢ 

ou @ est un nombre entier qui est < = 


On a, dans le cas qui nous occupe, plusieurs moyens de compléter 
la détermination des équivalents; 1° le sommet S étant un point d’une 
génératrice de l'enveloppe des plans tangents stationnaires, deux des c’ 
plans tangents stationnaires du céne circonscrit coincident avec le plan 
tangent singulier; 2° aucun des b’ plans tangents doubles ne coincide 
avec lui; 3° la génératrice singuliére n’ayant qu’un contact triponctuel 
avec la surface, aucune des 0 génératrices doubles, qui ont — 4 |’exception 
de celles qui joignent S aux points singuliers de la surface — deux 
contacts, ne coincide avec elle. Les équivalents ont donc les valeurs 


O, 2 : a 
de (0" >) » qui sont pour s = 3, « = 1 les premieres de celles que nous 


avons indiquées. Qn voit donc que la singularité du cdne est formée 
de deux nappes ayant trois génératrices communes, ou bien ayant un 
contact du second ordre. 
Si le sommet S se trouve sur l’aréte de rebroussement de la déve- 
loppable, trois plans tangents stationnaires coincident, et on trouve que 
ie 0 ‘ 
les équivalents ont les valeurs de a g)s qui sont pour s=3, a=—1 
9 
les derniéres de celles que nous avons indiquées. Une section plane 
du cone aura donc un point de rebroussement de seconde espéce formé 


de deux branches partielles qui ont un contact de l’ordre x 


Le point singulier de la section faite par un plan tangent ou os- 
culateur & la courbe cuspidale qu! se trouve au point de contact avec 
cette courbe, aura, respectivement, les uns ou les autres de ces mémes 
équivalents. 


12. Le sommet S se trowe au point de contact dun plan tangent 


: stationnaire. Dans un plan quelconque par ce point, deux tangentes - 


de S a la section qu'il fait coincident avec la droite ot il rencontre 
le plan tangent de la surface. L/ordre a, du cone résidu est done égal 
i a—2. Si le plan passe par la tangente principale en S, la section 
y aura un point d’inflexion, de fagon qu'une troisieme tangente ayant 
le méme point de contact coincide avec les deux autres. Une nappe 
simple du céne résidu passe done par cette droite, qui sera la seule 
génératrice du cone résidu qui a S pour point de contact. On trouve 
le nombre des génératrices communes au cone résidu et au plan tan- 
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gent 4 la surface en S qui coincident avec cette droite, en soustrayant 
de a, = a — 2 le nombre des droites qui passent par S et sont tan- 
gentes & la section faite par ce plan en des points différents de S.° 
Or, comme S est un point stationnaire de cette section, ce dernier 
nombre est égal 4 a—3—3=—a,-—-4. Le plan contient done 4 
génératrices consécutives du cone, ou bien il a avec lui un contact du 


troisitme ordre. Cette singularité s’exprime par les équivalents % ie 


Les deux plans tangents stationnaires appartiennent aux ¢ plans station- 
naires de la surface qui passent par S, pendant que le plan tangent 
double est nouveau. On a donc b,) = b'+ 1, ¢,,—=¢. Les nombres 
pliickériens du cone résidu ne seront done pas différents de ceux du 
cone circonscrit résidu qui a pour sommet un point ordinaire de la 
surface (voir le n° 10.). Cela résulte immédiatement de la circonstance 
qu'un cone résidu dont le sommet se meut sur la surface ne subit & aucune 
décomposition ultérieure si le sommet vient prendre la place que nous 
lui avons attribuée ici. 

On trouve par le principe de dualité que la section faite par le 
plan tangent a la surface en un point de la courbe cuspidale a un point 
triple & une seule tangente et aux équivalents ( 4 5): 

daa 

13. En profitant de Ja circonstance que la section faite 4 la sur- 
face donnée par un des #’ plans tangents statiounaires de l’enveloppe 
des plans tangents stationnaires, a un contact de deux branches, on 
trouve, par des procédés analogues 4 ceux dont nous venons de nous 
servir, les propriétés des cénes circonscrits dont les sommets se trouvent 
en ces plans. Nous indiquerons, sans démonstration icant, » les 
résultats, en partie connus, de ces recherches. 

Le sommet est un point arbitraire @un des plans B’. Le cone, 
qui ne se décompose pas, a un contact du troisitme ordre avec le plan 


; ; P 
singulier my 4 

Le sommet est un point de la génératrice de contact de Venveloppe 
des plans tangents stationnaires avec un plan 8. Le cone, qui ne se 
décompose pas, a la génératrice pour génératrice triple; le plan £’, qui 
y est le seul plan tangent, a en commun avec le cone six génératrices 
coincidentes. Les équivalents. pliickériens de la singularité auront les 


valeurs de S 3): Les valeurs principales qui y correspondent étant 
? 


*) On aura du reste lieu de voir dans ce qui suit comment on peut sur- 
monter leg mémes difficultés qui se présentent ici (n° 45.). 
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(;’ ) , la singularité d’une section plane du cone sera formée d’un 
? 
point de rebroussement de seconde espéce, dont les deux branches par- 


tielles ont un contact d’ordre +; et d’une branche simple ayant avec 


les deux premiéres un contact du premier ordre. 

Le sommet S est le point de contact dun plan pf’. Les nombres 
pliickériens du cdne résidu seront identiques 4 ceux d’un cone résidu 
qui a pour sommet un point ordinaire de la surface (voir le n° 10.). Les 
équivalents de la singularité de la tangente principale et du plan tan- 


gent auront les valeurs de yy ‘)s les valeurs principales qui y corre- 
s 


spondent sont = ot , de fagon que deux nappes du céne résidu passent 


par la tangente principale, ov elles ont, entre elles et avec le plan tan- 
gent de la surface, un contact du second ordre. 

Application. Par le point de contact S d’un plan #' passent 
“,— 2== x — 8 tangentes principales et 0d, — 0 — 2a + 12 tangentes 
doubles de la surface dont les points de contact sont différents de S. 

On trouve par le principe de dualité*) les propriétés des sections 
planes qui passent en un point 6. Une section quelconque a un point 


triple & une seule tangente * 0) . La section faite par un plan passant 
? 


par la tangente en ce point a un point de contact d’une branche simple 
et d’une branche faisant un rebroussement de seconde espéce. Celle que 
fait le plan tangent a le point 6 pour point stationnaire de deux branches 
tangente l’une a l'autre. 

14. Ayaut discuté ailleurs**) les propriétés des points doubles 4 un 
seul plan tangent (double) qui est le lieu des droites rencontrant la 
surface en quatre points coincidents, nous pourrons, sans difficulté, in- 
diquer les propriétés des cones circonscrits et des sections dont les som- 
mets et plans ont des positions particulitres par rapport & ces points 
singuliers. En nommant les propriétés des sections, nous pourrons ren- 
voyer pour celles des cones au principe de dualité. 


*) Un plan #’ ayant la méme génératrice de contact avec la développable 
bitangente qu’avec l’enveloppe des plans tangents stationnaires, il faut que la 
courbe double ait en un point 6 la méme tangente que la courbe cuspidale. II 
faut donc, dans l’exemple qui sert, dans la 3™° éd. de Salmon: Geom. of three 
Dimensions n° 604. (p. 606 de l’édition de M. Fiedler), a illustrer les points £, 
substituer & la droite double une courbe ayaut la méme tangente que la parabole 
sémicubique. Sans cela on ne comprend pas que trois intersections de ces courbes 
se confondent en un point @ [voir le terme (bc —36— etc.) des formules (11) et 
(12) & Vendroit cité, ou de nos formules (47) et (18)]. 

**) Dans l'article sur une classe de points singuliers de surfaces, 


30* 
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Supposons que le point singulier soit un point m-tuple de la courbe 
double, et un point w-tuple de la courbe cuspidale. Alors deux bran- 
ches — totales ou partielles suivant que ~ est pair ou impair — de 
la section faite par un plan quelconque passant par le point, y auront 
Se7+8e=8 | 


un contact de l’ordre — La section résidue du plan tan- 


gent aura les mémes nombres pliickériens que celle d'un plan tangent 
double quelconque (voir le n° 10.) 


a,=a—4, 0/=—d0—2-2(a—8)—4, x =—x — 4-3 
n, = 0 , 6 =b+2 5 & me. 
Si p=2, w=0, quatre branches distinctes de cette section résidue, 


et, si m et y ont d’autres valeurs, deux couples de branches ayant l’une avec 


2p+3y—4 PP pe : 
l'autre un contact de l’ordre — ot s9- , passeront par le point singulier. 


Il est indifférent & ces égards, si les branches des points multiples 
des deux courbes singuliéres sont distinctes, ou non. 


V. 
Points-pinces (j) et plans-pinces (j’). 

15. Un point-pince est un point de la courbe double ov les deux 
plans tangents coincident; mais pour compléter cette définition il est 
nécessaire de rappeler qu’elle est ponctuelle. Si l'on a attribué 4 une 
surface regardée comme lieu de points une courbe double on pourra en 
général*) déterminer des points de cette courbe ot les plans tangents 
coincident. Ces points sont, dans leur forme la plus générale, des points- 
pinces, qui sont par conséquent — nous l’avons indiqué dans |’énumé- 
ration des singularités — des singularités ,ordinaires 4 une surface a 
laquelle on a déja attribué une courbe double“. ‘Tous les points d'une 
courbe double ov les plans tangents coincident, seront des cas particuliers 
de points-pinces — distincts ou confondus — a la condition, bien en- 
tendu, qu’on regarde la surface comme lieu de points. Mais dans ce 
travail, oi nous prenons un point de départ double, soit de la génération 
de la surface en lieu de points, soit de sa génération en enveloppe de 
plans, nous aurons 4 développer des propriétés des points- pinces qu’on 
ne peut appliquer immédiatement i tous les points de la courbe double 
dont les plans tangents coincident. 

Il est évident, par exemple, que nous ne pouvons ici regarder les 
B points stationnaires de la courbe cuspidale, qui appartiennent aux singu- 


*) On peut le démontrer, soit au moyen de la représentation analytique in- 
diquée dans le n° 16., soit par des precédés analogues A ceux que nous applique- 
rons, au commencement du n° 22., aux points-clos. 
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larités ordinaires de la surface, comme cas particulieyg des points - pinces qui 
ne sont pas des singularités ordinaires. Toutefois, si l’on regardait exclu- 
sivement la surface comme lieu de points, les points 6 ne se -présen- 
teraient que comme des cas trés-particuliers des points-pinces; car la 
courbe double y passe, et les deux plans tangents coincident. 

On pourra faire des réflexions analogues quant aux autres singu- 
larités dont nous nous occuperons dans ce qui suit. 

Nous devons done supposer, dans l'étude des propriétés des points- 
pinces, que la coincidence ait lieu de la. maniére qui est la plus simple 
ou générale si l’on regarde la surface comme lieu de points. Une 
section plane quelconque par un de ces points doit done y avoir un point 
de la forme la plus simple d’un point double — d’une courbe regardée 
comme lieu de points — dont les deux tangentes coincident, c’est a 
dire un point stationnaire. Ces points singuliers faisant, en général, 
des transitions de points doubles 4 branches réelles & des points doubles 
i branches imaginaires, on voit que les points- pinces séparent les parties 
de la courbe double @ plans tangents réels de celles oi les plans tan- 
gents sont imaginaires. 

Si l’on regarde un point stationnaire d’une courbe plane comme cas 
particulier d’un point double, il faut regarder la droite qu¥ le joint a 
un point quelconque du plan comme une des tangentes qu’on peut mener 
par ce point, ce qu’on exprime dans la théorie des systemes de courbes 
de la maniére suivante: & un point double qui s'est transformé en un — 
point stationnaire se trouve un ,sommet simple*)“. On voit done que 
la droite qui joint un point quelconque de Vespace P a un point-pince J 
est tangente a la surface, ou génératrice simple du cone circonscrit qui 
a P pour sommet (te qui explique le terme — j des équations (16) et (17)). 
Par cette droite passe donc un seul plan tangent a la surface en J. 
Il y a done une infinité de plans tangents a la surface en J, et l’enve- 
loppe de tous ces plans est un céne de la classe 1, ou bien, ces plans 
forment un faisceau. Nous appellerons l’axe de ce faisceau la tangente 
singuliére au point pince. 

La section faite par un plan passant par la tangente singuliére 
aura deux points doubles confondus en J, l’un parce que ce point est 


‘le point d’intersection avec la courbe double, l'autre parce qu'il est le 


point de contact du plan. Les deux points doubles forment un point 
de contact de deux branches. I] s’ensuit que la tangente singuliére 
rencontre la surface en quatre points confondus en J. 


*) Un ,,nouveau“ point double est en méme temps un sommet double, et un 
»nouveau point stationnaire, un sommet triple. Voir mon mémoire déja cité sur 
les systémes de courbes planes le n° 5., et, pour les propriétés spéciales d’une 
courbe ot un point double s’est transformé en point stationnaire, le n° 15, 
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Un plan queleongue par J contient une seule droite rencontrant 
la surface en 3 points confondus en J. Le lieu de ces droites est done 
un plan qui doit passer par les deux droites qui ont 4 intersections con- 
fondues: la tangente singuliére et la tangente & la courbe double, qui 
est la position limite d'une droite qui joint J & un autre point de la courbe 
double, et quia, par conséquent, deux intersections doubles. Nous ap- 
pellerons ce plan le plan tangent singulier. La section qu'il fait a en 
J°un point triple ot les deux droites que nous avons nommées sont 
les seules tangentes. Ce point doit étre formé d’une branche simple 
et d'une branche formant un point stationnaire. I] est évident que 
cette derniére branche a pour tangente la tangente de la courbe double, 
parce que J sépare les points de cette courbe ot les plans tangents 
sont réels de ceux ov ils sont imaginaires. 

La section faite par un plan quelconque par la tangente & la courbe 
double a un point de rebroussement de seconde espéce formé par la 
coincidence d’un point stationnaire avec un point double. Les branches 
partielles qui forment ce point’ ont donc, en général, entre elles un 


' 3 a tee : 
contact de Vordre = - La section faite par le plan osculateur a la 


courbe douhje a un point de rebroussement de seconde espece dont les 
5 
branches ont entre elles un contact d’ordre = - 


En résumé, nous avons démontré les propriétés suivantes d’un 
point-pince: une droite quelconque par le point-pince y a deux inter- 
sections confondues, les droites du plan tangent singulier, trois, et la tan- 
gente singuliére et la tangente a la courbe double, quatre. Une section 
plane quelconque par le point-pince y a un point stationnaire; celle que 
fait un plan quelconque par la tangente singuliére, un point de contact 
de deux branches; celle que fait un plan quelconque par la tangente a 
la courbe double, un point de rebroussement de seconde espéce; et celle que 
fait le plan tangent singulier, un point triple dont une branche simple est 
tangente a la tangente singuliére, et une branche double, formant un point 
stationnaire, est tangente a la courbe double. Nous démontrerons dans 
les deux n° suivants, de maniéres indépendantes entre elles, que deux 
des sections faites par les plans passant par la tangente singuliére, ont 
des points de rebroussement de seconde espéce. 


16. Représentation analytique d'un point-pince. Les propriétés 
des points-pinces que nous avons exposées dans le n° précédent se 
déduisent sans difficulté de la représentation analytique de ces points 
singuliers. Il suffira, & cet égard, de considérer le cas ot la courbe 
double est l’intersection complete de deux surfaces gm et ~, et nous 
pourrons méme supposer que, le long de toute la courbe double, les 
plans tangents de ces deux surfaces sont des conjugués harmoniques 
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par rapport a ceux de la surface donnée. En effet, il existe toujours 
des surfaces jouissant de cette propriété le long de la courbe double 
de la surface donnée, et alors celle-ci fera du moins partie d'une sur- 
face dont une courbe double, comprenant celle de la surface donnée, 
est l'intersection complete de m et ~, et qu’on peut représenter par 
une équation de la forme 

(I) 19? — ov =0. 

Les points-pinces sont les points d’intersection de la surface yO, 
ou de la surface @ = 0, avec la courbe double (pw). Considérons un 
point d’intersection des surfaces g, y et @, et prenons pour plans coor- 
donnés les plans tangents a ces trois surfaces, z= 0a gm, x=OaAay 
et y=Oaq. Alors un point ae la surface, voisin de Yorigine, se 
détermine par une série de la forme 


(11) g=Azyt +--., 


. les termes non écrits étant des fonctions rationnelles de « et y?, entieres 


par rapport & x, mais aren pour dénominateurs des puissauces de y}, 


et d’un degré supérieur a > par rapport a x et y. 


A cause des dénominateurs, cette série n’est pas applicable aux 
cas ot lim x =(. Il faut donc, pour représenter une section faite 
par un plan y = az passant par la tangente singulitre, avoir recours 
i une autre. Supposons que les termes du premier ordre de g, w, 
aient pour coefficients 1, que le terme constant de x soit égal a a, et 
les coéfficients des termes 2 en gp et w, & b et c; alors Péquation (I) 
aura la forme suivante: 

(a+) (e-+bat4-." — Yyfeat4--)(e4-)? = 0, 
dot Yon déduit, pour y = az, deux séries, qui, ordonnées suivant des 
puissances entiéres et ascendantes de «, commencent par 
— 2ab+ a+ V2ab—a)* — 4 (a*b*—ae) 


(IIT) s= - et.., 
a Yexception des cas ov 
(IV) (2ab—«a)? — (4a°b?— ac) = 0. 
_ Alors les deux séries seront remplacées par une série de la forme 
(V) om Tt at + Bal +. 


1 . 
2 
On voit ainsi que la section faite par un plan passant par la tan- 
gente singuliere, est en général douée d’un point de contact de deux 
branches, et qu'il existe dans ce faisceau deux plans, déterminés par 
les valeurs de @ qui satisfont 4 l’équation (IV), ou ce point singulier 
est remplacé par un point de rebroussement de seconde espéce. 


ou les exposants sont des multiples de 
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On peut aussi, sans difficulté, déduire de la représentation analyti- 
que les autres propriétés ponctuelles d’un point-pince que nous avons 
démontrées dans le n° 15.; mais nous croyons qu'il serait beaucoup 
plus difficile de démontrer par ce moyen les propriétés tangentielles 
que nous allons déduire autrement dans les n°* suivants. On verra aussi 
que notre déduction de ces propriétés est entierement indépendante de 
la représentation analytique*). 


17. Cone circonscrit ayant pour sommet un point-pince. Une 
section plane par un point-pince est, a cause de la substitution d’un 
point stationnaire 4 un des points doubles des autres sections planes, 
de la classe a — 1, et trois des a — 1 tangentes qu’on peut mener a 
cette section par son point stationnaire coincident avec la tangente 
en ce point. Les autres sont génératrices du céne circonscrit résidu 
qui devient ainsi de lordre a, = % — 4. 

Une droite queleonque JP par un point-pince J est génératrice 
simple du cone circonscrit qui a pour sommet un point quelconque P 
placé sur elle. On voit done que deux des »’ plans tangents qui passent 
par cette droite coincident avec le plan qui joint JP a la tangente 
singuliere en J. Il en résulte que le cone circonscrit résidu qui a pour 
sommet J est de la classe n,’ = n' — 2. 

Désignons par a,, n,', 0, etc. les nombres pliickériens d’un cone 
résidu qui a pour sommet un point quelconque Q de la courbe double. 
Alors on a, selon le n° 10., 

a,=4,, #, =n, — 2. 
On déduit ensuite de l'une des équations pliickériennes que 
* — 2(0, — 0) + 3 (%,— 22) = 2. 

Aucun des termes du premier membre de cette équation ne peut étre 
negatif. En effet, d, et x, sont composés des nombres de certains 
points singuliers, et de ceux des droites par un point @ de la courbe 
double qui ont encore deux contacts ou un contact stationnaire avec 
la surface. Or, un point-pince J n’appartient pas a aucun de ces 
nombres-la de pots singuliers, parce que la droite QJ n’est que 
génératrice simple du cone circonscrit quia Q pour sommet; et, comme 
aucune droite par J n’a plus de quatre intersections confondues, et 
aucune des deux génératrices qui ont quatre intersections confondues n’a 
des contacts ultérieures avec la surface, il n’y a aucune des tangentes sta- 
tionnaires ou doubles par Q, dont le point de contact, ou un des points 
de contact, aille coincider avec les deux points d’intersection qui sont 
déja en Q, si ce point vient se placer en J. Toutes les x, et 0, géné- 





*) Dans l'étude des plans osculateurs nous appliquerons la représentation 
analytique aussi 4 la déduction des propriétés de cdnes circonscrits. 
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ratrices singuligres du cone circonscrit résidu qui a Q pour sommet 
seront dont conservées pour le cone résidu qui a pour sommet J. 


La seule solution, possible de notre équation est donc 
6,=0,+1, x, —x,. , 


Les autres nombres pliickériens du cone résidu quia le point-pince 
pour sommet se trouvent par les équations pliickériens. On aura 


a, (=a,)=a—4, 94, (—0,4+1)—d0—4a429, x, (= x,)—=x— 12, 
n, (=ny—2)=n'—2, by (—b,'—2n'+ 12)—b' —2n'+ 14, ¢,'(=c,'—6) =¢—6. 


La nouvelle génératrice double sera évidemment la tangente singuliére; 
car la section que fait un plan passant par elle est de la classe a—2, 
et quatre des tangentes qu'on peut y mener par J coincident avec elle, 
de fagon que le plan ne rencontre le céne résidu qu’en a — 6 = a, — 2 
autres génératrices. Aux deux génératrices qui coincident ainsi avec 
la tangente singuliere doit s’ajouter une troisieme dans chacun des 
deux plans tangents au cone le long de cette droite. On voit aussi 
que ces deux plans tangénts sont des plans tangents stationnaires de 
la surface; car la formule c,/—=c’ — 2-3 montre que chacun d’eux 
compte pour trois des ¢’ plans tangents stationnaires qui passent par 
le point J. Il s’ensuit que le point singulier de la section faite par 
un de ces plans est composé d’un point stationnaire (point de contact 
du plan stationnaire) et d’un point double (point d’intersection avec la 
courbe double): il est done un point de rebroussement de seconde 
espece, ce que nous avons avancé dans le n° 15., et ce qui explique 
que la troisieme génératrice du céne résidu vient coincider avec la tan- 
gente singuliére. 

La section que fait le plan tangent singulier est de la classe a—3; 
car il faut soustraire de l’effet de son point singulier, qui compte pour 
deux points doubles et un point stationnaire, celui de deux points doubles, 
parce que deux points d’intersection avec la courbe double qui ont déja 
influé sur a, y coincident. Deux des tangentes qu’on peut mener de 
J a cette section coincident avec la tangente singuliére en J, trois avec 
la tangente a la courbe double. I] reste a—3—2—3=—a—8=—=a,—4 
- tangentes dont les points de contact ne coincident pas avec J. Deux 
des quatre autres génératrices ot ce plan rencontre le cone résidu coin- 
cident avec la tangente singuliére, les deux qui restent coincideront avec 
la tangente & la courbe double, ce qu’on voit en faisant usage des pro- 
priétés, démontrées dans le n° 15., d’une section quelconque passant par 
cette tangente et des sections passant par les autres droites du plan 
tangent singulier. 

On voit donc que le plan tangent singulier est un des n,/—4—n’—6 
plans tangents au cdne résidu qui passent par la tangente singuliére 
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sans avoir cette droite pour génératrice de contact. Il reste »’—7 
plans passant par la tangente singuliére au point-pince et tangents a la 
surface en d autres de ses points. Ces plans sont des plans tangents 
doubles de la surface, et leurs droites de contact avec la développable 
bitangente — qui sont les droites qui joignent les deux points de con- 
tact -—- passent par J. Chacun de ces n’—7 plans compte donc pour 
deux des ’ plans tangents doubles qui passent par J. Voila pourquoi 
= b’ — 2 (n’—7). 


18. Cone circonscrit ayant pour sommet un point T de la tangente 
singuliére en un point-pince J. On voit immédiatement que a, = a, 
n, =n’ — 1. — Une section plane passant par la tangente singuliére 
est en général de la classe a — 2, et deux de ses branches sont tan- 
gentes 4 TJ en J: le nombre de tangentes a cette section qui passent 
par JT sans coincider avec TJ est donc égal 4 a —4. On trouve le 
méme nombre, si la section est celle que fait le plan tangent singulier. 
Seulement si la section est une des deux ov il y a un point de re- 
broussement de seconde espéce, le nombre de ces tangentes se réduit 
& a—5. On voit done que 7J est génératrice quadruple du cone 
résidu, et que les seuls plans tangents le long d’elle sont les deux plans 
qui contiennent les sections dont nous venons de parler, et que chacun 
de ces plans contient cing génératrices confondues. Comme les deux 
plans jouent le méme role, il faut que le point singulier d’une section 
plane du cone soit composé de deux branches doubles formant des points 
stationnaires; en ce point se confondent alors, 4 cdté des deux points 
stationnaires, quatre points doubles; aucune tangente double ou station- 
naire ne coincide avec ses tangentes. ™ 

Nous voyons ainsi que la génératrice singulitre ne donne lieu a 
Vintroduction d’aucun nouveau plan tangent double du cone résidu. 
Ses plans tangents doubles seront donc ceux des }’ plans tangents 
doubles de la surface passant par 7 qui ne passent pas par 7'J. Le 
nombre de ceux qui passent par 7'J est, selon le n° précédent, égal 
& n’— 7. On aura donc 


a bf =v—n+7. 
Connaissant trois des nombres pliickériens, on peut en trouver les autres. 
On aura 

a, =a , 6,.=—0+42 » &=x—l, 
nm =n—1, b=—b—wn+4+T7, ¢) =e —4. 

Nous voyons que quatre des ¢ plans tangents stationnaires de la 
surface qui passent par 7, ne sont pas plans tangents stationnaires du 
cone résidu. 7’ étant un point quelconque de la droite TJ, il faut 
que les quatre plans passent par cette droite; il en coincident done deux 
avec chacun des deux plans qui ont en J un contact stationnaire. 
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Nous avons vu que quatre génératrices doubles et deux génératrices 
stationnaires se confondent dans la génératrice singuliére de notre cone 
résidu. Ces génératrices remplacent, selon les expressions des nombres 
pliickériens du cone résidu, deux génératrices doubles et trois généra- 
trices stationnaires d’un céne circonscrit ordinaire, auxquelles s'est jointe 
une génératrice de contact d’un plan tangent mené par chaque point 
de l’espace*). Cette formation de la nouvelle singularité du céne résidu 
nest pas trées-difficile & s'‘imaginer, si l'on ne demande pas que toutes 
les génératrices qui tendent & coincider soient réelles. On peut la rendre 
visible par un modéle: en approchant l'oeil de la tangente singuliére on 
verra la formation dont il s’agit. 

19. Cone circonscrit dont le sommet P se trouve sur un des deux 
plans qui ont au point-pince J un contact stationnaire. Ce cone ne se 
décompose pas. Un plan queleonque par PJ contient une génératrice 
coincidant avec PJ, et celui qui passe par la tangente singuliére, trois, 
la section que fait ce plan ayant un point de rebroussement de seconde 
espéce au lieu du point double qui résulte de intersection avec la courbe 
double. On voit done que ce plan est un des ¢’ plans tangents station- 
naires du cone, ou bien, un plan tangent stationnaire simple de la surface. 
Comptant, selon le n° 18., pour deux plans tangents stationnaires par 
un point quelconque de la tangente singuliere JT’, et, selon le n° 17., 
pour trois par le point J lui-méme, il aura la droite JZ’ pour généra- 
trice de contact avec l’enveloppe des plans tangents stationnaires, et le 
point J pour point d’osculation avec l’aréte cuspidale de cette déve- 
loppable. 

Eloignons ensuite le sommet P du cone circonscrit infiniment peu 
du plan tangent stationnaire en J. Alors le plan PJT sera un plan 
tangent ordinaire du cone, mais il fera un angle infiniment petit avec 
un de ses plans tangents stationnaires, dont nous appellerons le point 
de contact avec la surface S. En ce point coincident deux points d’inter- 
section du plan tangent stationnaire avec la courbe parabolique de la 
surface. J, qui est un troisieme point de la méme branche de cette 
courbe, se trouve & une distance du plan tangent stationnaire qui est 
infiniment petite du troisieme ordre, la distance SJ étant regardée 


’ comme infiniment petite du premier ordre. I] faut done que la position 


limite de ce plan tangent stationnaire ot S coincide avec le point-pince 
J, soit osculateur 4 la branche de la courbe parabolique. Celle-ci 
aura done en J un contact simple avec J 7’, sa courbure devant étre 


*) Si, au lieu des cénes, on en considérait des sections planes, on exprime- 
rait cette derniére propriété en disant qu’un sommet simple s’est joint aux deux 
points doubles et aux trois points stationnaires pour former le point singulier composé 
de quatre points doubles et deux points stationnaires, 
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la méme que celle de la section faite & la surface par le plan tangent 
stationnaire en J. 


Désignons par K le point d’intersection de la tangente singuliére 
JT avec le plan tangent stationnaire en S. Alors on voit en consi- 
dérant une section plane du cone circonscrit — qui aura la projection 
de SK pour tangente d'inflexion et la projection de JK pour tangente 
simple — que*) 


lim +e = - 
En projetant, du sommet P du cone circonscrit, l'aréte cuspidale de 
Yenveloppe des plans tangents stationnaires, on aura une autre courbe 
tangente en J & la projection de JK et ayant la projection de KS 
pour tangente d’inflexion. Le point d’inflexion U, qui est le point de 
Yaréte cuspidale qui correspond au point S de la courbe parabolique, 
sera déterminé par l’équation 


lim +7 3. 
JK 1 

On voit done que la distance SU nest quinfiniment petite du second 
ordre **), JS étant regardée comme infiniment petite du premier ordre. 
La coincidence de S avec U compte done pour deux dans le second 
membre de l’équation (19), et le coéfficient de j dans cette équation de- 
vient ainsi 4 == 2-2. (Voir le n° 7.) 

La méme circonstance nous montre que la branche de l'aréte cus- 
pidale a un contact du troisieme ordre avec celle de la courbe para- 
bolique***). 


*) La courbe ayant une équation de la forme 
y=an'+-:--, 
Pabscisse du point d'intersection (K) de la tangente en (x, y) (ou J) avec l’'axe 
y = 0 aura une expression de la forme %a”-+---. 

**) En toute rigueur, nous avons prouvé seulement que lordre de cette 
distance infiniment petite est aw moins égal & deux; mais il faut se rappeler que 
nous ne cherchons que les propriétés les plus générales des singularités. Pour 
cette raison, nous attribuons toujours aux infiniment petites les ordres les plus 
bas qu'il soit possible, et nous regardons comme plus compliqués les cas ov elles 
sont d’un ordre plus élevé. Ayant démontré qu’une quantité infiniment petite 
est, au moins, d’un certain ordre, nous avons donc besoin, seulement, de nous 
assurer de la possibilité de cet ordre, ce qu’on peut faire par un seul exemple. 
Nous nous sommes donc empress¢s de vérifier tous les coétficients difficiles a dé- 
terminer de nos formules par des exemples, dont nous indiquerons quelques-uns 
dans la partie XIII. de ce mémoire. Du reste, a cdté des déductions que nous 
exposons ici, nous nous sommes servis aussi, en beaucoup de cas, d'autres. 

***) La courbe parabolique reste alors, avant et aprés le passage par J, sur 
la méme des deux nappes de l’enveloppe des plans tangents stationnaires, jointes 
par l'aréte de rebroussement. 
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A cété de Vinfluence des points-pinces 4 la formule (19), nous 
avons ici établi les résultats suivants: 

La tangente singuliére en un point-pince est génératrice de deux 
nappes de Venveloppe des plans tangents stationnaires de la surface; ses 
points de contact avec Varéte cuspidale de cette développable se trouvent 
au point-pince. Les deux branches correspondantes de la courbe para- 
holique ont, au point-pince, des contacts du troisiéme ordre avec les branches 
de Varéte cuspidale. 

20. Céne circonscrit dont le sommet P se trouve dans le plan tangent 
singulier @un point-pince J. — D’autres proprictés des points-pinces. 
— Le cone nommé ici a la droite PJ pour génératrice stationnaire, et 
le plan tangent singulier pour plan tangent le long d’elle. Trois des 
ab génératrices d'intersection de ce cone avec celui qui projette, du méme 
sommet P, la courbe double coincident done avec PJ. Cette droite 
n’a que trois intersections confondues avec la surface. Par conséquent, 
si l’on applique les formules (16) et (17) & la recherche de droites 
passant par notre sommet P*), les trois génératrices d’intersection qui 
coincident avec PJ appartiendront aux 29 +j-+ 2(xy) dont on 
soustrait le nombre de ab. L’une faisant partie du terme j, il faut 
que les deux autres fassent partie du terme 29, ou bien, que le plan 
tangent singulier au point-pince soit un plan tangent simple de la 
développable tangente 4 la surface le long de la courbe double, - ce 
qui donne lieu au terme j de la formule (21) (voir le n° 8.). 

De maniére semblable, c’est 4 dire: en donnant, dans la démonstration 
indiquée dans le n° 6. des formules (13), (14), (16) et (17), au point P 
des positions particuliéres, on trouve que le méme plan compte pour 
deux des g plans tangents a cette développable qui passent par un point 
de la tangente en J a la courbe double, et pour quatre de ceux qui 
passent par J. 

On voit ainsi qu’un point-pince est un point stationnaire de Varéte 
cuspidale de la développable tangente a la surface le long de sa courbe 
double; la tangente a la courbe double est la génératrice, et le plan tan- 
gent singulier est le plan tangent a la développable en ce point. 

21. Plans-pinces. La définition et les propriétés d’un plan -pince 
se déduisent par le principe de dualité de celles d'un point-pince. Toute- 
fois, nous ne croyons pas superflu de nommer expressément ces proprié- 
tés**), qui se présentent, en partie, d’une maniére plus palpable que 
celles des points-pinces. 


*) Voir la démonstration de ces formules dans le n° 6. 

**) On trouve un bon exemple de plans-pinces 4 propriétés générales dans 
un mémoire de M. Biicklund, qui, 4 cause de la richesse trés variée d’intéres- 
sants résultats et de belles recherches qu’on y trouve, méritait d’étre mieux conna 
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Un plan-pince est tangent a la surface le long dune droite que 
nous appellerons la droite singuliére. La section qu'il fait a la surface est 
composée de cette droite, prise deux fois, et d'une section résidue d’ordre 
m — 2, qui a la droite singulitre pour tangente double, et qui ren- 
contre cette droite — a cdté des points de contact — en un point 
simple de la surface, que nous appellerons le point de contact singulier, 
et en » — 7 points de la courbe double. — Le plan-pince est tangent 
i la développable bitangente le long de Ja tangente a la section résidue 
au point de contact singulier. Cette tangente est en ce méme point tan- 
gente au lieu des points de contact des plans tangents doubles, qui y a le 
plan-pince pour plan osculateur stationnaire. La section faite par un 
plan quelconque par ce point y a un point dinflexion. — Le plan-pince 
est, en chacun des deux points de contact de la section résidue avee la 
droite singuli¢re, osculateur 4 la courbe cuspidale, qui y est tangente 
ai la droite singulitre. L’aréte cuspidale de la développable tangente 
i la surface le long de sa courbe cuspidale a, en ces deux points, la 
méme tangente et le méme plan osculateur*). La section faite a la 
surface par un plan quelconque qui passe par la droite singuliére, est 
composée de cette droite et d’une‘section résidue d’ordre » — 1, dont 
la méme droite est deux fois tangente d'inflexion. Les points d’inflexion 
sont les points de contact de cette droite avec la courbe cuspidale. 


On voit qu’aucun des points singuliers que contient un plan-pince 
ne donne lieu, ni a des génératrices singuliéres ni a des génératrices 
d’intersection, du cone circonscrit et des cdnes projetant la courbe double 
et la courbe cuspidale qui ont pour sommet commun un point quelcon- 
que de lespace, ni non plus a des génératrices rencontrant la surface 
en trois points coincidents, ou deux fois en deux points coincidents. 
I] en résulte qu’aucun des termes des équations (13)—(18) ne doit 
contenir le nombre j’ des plans-pinces. — Le terme — 4j’ du premier 


qu'il n’est: Om geometriska ytor (Sur les surfaces géométriques. — Mémoires de 
Académie Royale Suédoise des Sciences vol. 9, n° 9, 1871). Les plans-pinces se 
présentent, dans ce travail, comme singularités de l’enveloppe des plans harmo- 
niques des points d’une surface donnée d’ordre m, par rapport 4 une autre sur- 
face donnée d’ordre nm -+ 1 (la derniére polaire de la premiére surface par rapport 
a la seconde). .Leur nombre est égal & 2m (n—1)(2m-+3n—5), et ils ont pour 
poles les points oi ia premiére surface est tangente 4 un faisceau de premiéres 
polaires, prises par rapport 4 l'autre surface donnée. M. Biicklund indique une 
partie essentielle des propriétés de ces plans singuliers, toutefois sans remarquer 
quwils sont identiques 4 ceux auxquels M. Cayley venait de donner le nom de 
plans-pinces, et que présente en général une surface regardée comme enveloppe 
qui est douée d’une développable bitangente. 

*) Nous n’insisterons pas & la détermination difficile de l’ordre du contact 
de ces deux courbes. 
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membre de l’équation (19) correspond au terme — 4j de son second 
membre. 


; VI. 
Points-clos (z) et plans-clos (7’). 


22. On pourrait dire que les points-pinces sont des points de la 
courbe double ov les sections planes qui passent par eux ont des points 
stationnaires au lieu de points doubles. De méme, une ccurbe cuspidale 
dune surface regardée comme lieu de points contiendra en général des 
points qui sont, dans les sections planes qui passent par eux, des points 
de contact de deux branches au lieu de points stationnaires. En effet, 
cette substitution d’un point de contact de deux branches & un point sta- 
tionnaire n’étant qu'une condition simple, un faisceau de plans contient 
en général des plans ot elle a lieu*), Un point stationnaire qui a 
subi a laltération indiquée étant en méme temps un ,sommet* simple 
(comparer au n° 15.), il faut regarder, dans chacun de ces plans, -toute 
droite qui passe par un point singulier comme tangente a la surface. I 
s’ensuit qu’aussi tout autre plan qui passe par le point singulier contient 
une droite tangente 4 la surface en ce méme point. Celui-ci devient 
done un point de contact de deux branches — au lieu d’un point sta- 
tionnaire — aussi de la section faite par le nouveau plan. 

Un point-clos est wn point de la courbe cuspidale ou les sections 
planes qui passent par lwi ont des points du contact de deux branches. 
Nous avons prouvé ici que ces points, dont la définition est ponctuelle, 
appartiennent aux singularités ordinaires & une surface, regardée comme 
lieu de points, a laquelle on a attribué une courbe cuspidale. En 
méme temps nous avons prouvé, que la droite joignant un point quel- 
conque de Vespace P a un point-clos K est génératrice du cone circon- 
serit qui a P pour sommet, ce qui explique le terme — x des équations 
(16) et (18), 

Un point de contact de deux branches faisant la transition de 
points stationnaires dont la pointe est tournée de l'un cété, a ceux ot 
elle est tournée de |’autre**), on voit qu'un point-clos réunit deux nappes 
de la surface qui ressemblent, dans le voisinage du point singulier, 
aux deux nappes d'un cdne applati: de l'un cdté chacune de ces nappes 
est fermée par la courbe cuspidale, de l’autre elle est arrondie. 

On voit par les mémes réflexions que nous avons appliquées aux 
points-pinces, que les plans tangents 4 la surface en un point-clos 


*) Comparer au n° 16, de mon mémoire sur les systemes de courbes planes. 
Les plans du faisceau dont nous parlons ne sont pas les plans tangents de la 
courbe cuspidale, oi deux points stationnaires coincident, 
**) Voir les figures 10, 11, 12 du mémoire cité dans la note précédente. 
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forment un faisceau, dont nous appellerons l’axe la tangente singuliére, 
et que le lieu des tangentes aux deux branches, tangentes entre elles, 
de toutes les sections planes par un point-clos est un plan, que nous 
appellerons le plan tangent singulier. Ce plan passe par la tangente 
singuliére et par la tangente 4 la courbe cuspidale. — Les sections 
faites par les plans passant par la tangente singuliére, et par les plans 
passant par la tangente 4 la courbe cuspidale, ont des points de rebrousse- 
ment de seconde espéce, formés, les uns d'un point stationnaire et d’un 
puint double, les autres d’un point de contact de deux branches et d’un 
point stationnaire: dans le premier cas les deux branches partielles ont, 


J 3 
entre elles, un contact de ordre =, dans le second, un contact de 


ordre ; - Dans la section faite par le plan osculateur a la courbe 
cuspidale, deux branches (totales) ont un contact du 4° ordre. 


Toute droite qui se trouve dans le plan tangent singulier et qui 
passe par le point-clos y a avec la surface quatre intersections confon- 
dues; ce point est done un point quadruple de la section faite par ce 
plan. Les singularités des sections faites par les plans passant par la 
tangente singuliére, et par la tangente a la courbe cuspidale, montrent 
qu’aucune de ces droites n’a, en général, plus de quatre intersections 
confondues. Elles ne sont donc pas tangentes aux branches du point 
quadruple. En général, ces branches sont distinctes*). Dans la section 
faite par un plan passant par la tangente 4 une de ces branches, l'une 
des deux branches tangentes entre elles fait, au point de contact, une 
inflexion. 

En résumé, une droite quelconque par un point-clos y a deux inter- 
sections confondues, les droites du plan tangent singulier, quatre, et quatre 
droites de ce plan, cing. Les sections que font les plans passant par la 
tangente singuliére, et par la tangente a la courbe cuspidale, ont des 
points de rebroussement de seconde espéce, dont les branches ont entre 
elles des contacts des ordres = et 4s respectivement. La section faite 
par le plan singulier a wun point quadruple. .Nous verrons dans le 
n° 25., et par la représentation analytique indiquée dans le n° 23., qu’un 
seul des plans par la tangente singuliére fait une section dont deux branches 
(totales) ont entre elles un contact du second ordre. 

Note. On pourrait définir les points-clos par la propriété de la 
section faite par le plan tangent singulier, et dire qu'un point-clos est 
un point de la courbe cuspidale oW la sectior faite par le plan tangent 
a un point quadruple, au lieu dun point triple 4 une seule tangente. 


*) Voir la seconde note du n° 19., et la représentation analytique des points- 
clos dans le n° suivant. 
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M. Cayley, dans le n° 33. de son mémoire sur les surfaces réciproques, 
fait usage de cette définition, mais — en regardant, sans doute, comme 
générale une propriété que présente les points-clos des surfaces de la 
troisiéme classe, & cause d’un plan biponctuel (B’) qui se joint au point- 
clos*) — il ajoute que le point quadruple de la section est formé dune 
branche triple et dune branche simple. Toutefois la représentation 
analytique que M. Cayley indique ensuite dans le n° 34. conduit aux 
points- clos généraux, ce qui nous fait croire, qu'il ne veut pas restrein- 
dre l’usage de ce nom aux points trés-particuliers qui sont caractérisés 
par sa premiere définition. Nous le croyons d’autant plus que ses for- 
mules sont aussi applicables au cas général, a l'exception d’une seule 
(remplacée par notre formule (18) ou (11)) dont le discord avec la 
notre ne peut étre expliquée par la différence des définitions**). 

On retrouve la définition trop étroite dans |’édition allemande***), 
due & M. Fiedler, de la , Geometry of three Dimensions“ de M. 
Salmon. 


23. Représentation analytique. 11 suffira (comparer au n° 16.) de 
considérer le cas od la courbe cuspidale est l'intersection complete de 
deux surfaces gp et w dont la premiere est tangente 4 la surface donnée 
le long de la courbe cuspidale. Alors la surface donnée aura une équa- 
tion de la forme 

19 + 2ty’p + oy = 0, 
En multipliant cette équation par zy et substituant a ayo — t*y, 
pi xp + ty’ on obtient une nouvelle équation 
) p+ oy =0. 
La surface fait done partie d’une surface représentée par une équation 
de cette forme. 

Les points-clos seront les points d’intersection de la courbe cuspi- 
dale (@w) avec la surface @ =(. Prenons pour plans coordonnés les 
plans tangents en un de ces points: ¢ = 0 a la surface p = 0, x = 0 
& ~=—0 et y=0A4@=0. Alors un point de la surface voisin de 


*) Voir la section VI. du mémoire de M. Cayley: On cubic surfaces (Phil. 


" Trans. 1869), et en particulier le n° 101. Les surfaces discutées dans cette section 


sont les surfaces du troisitme ordre 4 un point biplanaire et un point conic 
(u = » = 2), et les surfaces réciproques. — Dans le n° 69. du présent mémoire 
nous développerons les propriétés des premiéres de ces surfaces. 

**) La définition particuliére des points-clos aménerait méme, en général, 
d’autres plans singuliers que ceux qu'améne la définition générale, et que M. Cay- 
ley introduit sous le nom de plans ,,de singularité inexpliquée“, pendant que nous 
les regardons comme compagnons ordinaires des points-clos. (Voir Vintroduction 
du présent mémoire.) 

***) p. 606. 


Mathematische Annalen, X. 31 
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Yorigine se détermine par une série commengant par des termes de la 
forme suivante: 


(11) e=—az?+ 2bay+ey+dzryay+:--, 
les termes non écrits étant des fonctions rationnelles de x! et y} d’un degré 
supérieur au deuxiéme par rapport 4 x et y, et dont les dénominateurs 


. 1 *s . 
sont des puissances de 2? et y?. La derniére circonstance nous montre 


ee . . & ‘ . 
que la série n’est pas applicable aux cas ov 7 om 7 est infiniment 


petit. 

On déduit de Péquation (II), 4 cdté d'autres résultats indiqués dans 
le n° précédent, que la section faite par le plan tangent singulier z—0 
a un point quadruple, dont les tangentes sont déterminées par |’équation: 
(II) (az*+-2bay+cy’?)? — @aiy—0. 

Cette équation contient trois constants indépendants entre eux, ce 
qui nous montre qu'il existe une seule relation entre les positions des 
quatre tangentes au point quadruple, de la tangente singulitre (y=0) 


et de la tangente 4 la courbe cuspidale (z=); mais cette relation 
n’améne aucune coincidence de deux de ces tangentes. 


On peut faire usage de ]’équation (II) pour trouver les équations 
des tangentes aux branches de la courbe parabolique qui passent par 
le point-clos sans coincider avec la tangente singuliére ou avec la tan- 
gente 4 la courbe cuspidale. On trouve, en égalant 4 zéro le premier 


az \* Gs Oz yp. : ‘ 
terme de (25. — Gat Gy? Véquation suivante: 


(IV) 4(U'—ac)+3ba(*)'4 ' ad (=)*- Sea(# yi +e —0, 


qui est du quatriéme degré par rapport a (2), et qui détermine, par 
conséquent, quatre branches de la courbe parabolique. Les nappes corre- 
spondantes de l’enveloppe des plans tangents stationnaires, sont évidem- 
ment tangentes au plan tangent singulier le long de droites passant 
par le point-clos. Aucune de ces génératrices de contact ne coincide 
avec la tangente singuliére ou avec la tangente 4 la courbe double; car 


ai des valeurs finies de ; correspondent, selon l’équation (II), des valeurs 

finies de + ,A=—— i. oe oe étant deux des coordonnées 
0x oy 

du plan tangent a la surface en (x, y, 2). 

Pour déterminer la section faite par un plan y = @z par ia tan- 
gente singuliére, il faut avoir recours 4 |’équation (I), od nous désig- 
nons par — fd? le coéfficient de x? en w (— d? étant le coéfficient de 
y). Alors on trouve, en y substituant y = az, que 
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(V) e=axrt+dyaat/uit--:, 
ou si a=—Tt 
(VI) e=az?+ Ag+... 


oi A, dépendant d’une équation du second degré, a deux valeurs. 
La section a done en général un point de rebroussement de seconde 


espece, et celle que fait le plan déterminé par « = — f » un point 
de contact du second ordre de deux branches. 


24. Cone circonscrit dont le sommet P se trouve dans le plan tan- 
gent singulier d'un point-clos K. Ce cdne ne se décompose pas. La section 
faite & la surface par un plan passant par PK est de la classe a—1, 
et deux des tangentes passant par P coincident avec PK. Cette droite 
est done génératrice triple du céne circonscrit. La section faite par 
le plan tangent singulier est de la classe a —6, deux points station- 
naires étant remplacés par un point quadruple. Ce plan contient donc 
six génératrices coincidant avec PK. On voit ainsi que trois nappes 
du cone circonscrit sont tangentes le long de PK au plan tangent singulier. 


Les valeurs principales des équivalents pliickériens de cette singu- 


larité — ou de celle d'une section plane du cOne — sont & ~ *). 


2 
Les équivalents ont done ces valeurs ou les valeurs de Y 4 ou de 
‘0, 4 " —_ . 
(0’ Hy Ayant prouvé dans le n° précédent que le plan tangent sin- 
gulier est plan tangent quadruple de Venveloppe des plans tangents 
stationnaires, nous voyons que les équivalents ne peuvent avoir que les 
derniéres de ces valeurs. On aurait pu trouver le méme résultat par 
les réflexions suivantes qui sont indépendentes de la représentation 
analytique. 

Si PK était une des 0 génératrices doubles du cone, elle serait 
aussi une des 0° tangentes doubles de la section faite par un plan pas- 
sant par elle. Celi n’a pas lieu. En effet, cette section, ot un point 
stationnaire est remplacé par deux points doubles coincidents, est de 


.Yordre nm, de la classe a — 1, et douée de b+ 2 points doubles et 


de c—1 points stationnaires. Elle aura done 0’ —a+7=0' —(a—5)+2 
tangentes doubles. Les a—5 tangentes doubles perdues étant les droites 
menées par le point singulier et tangentes a la courbe en d'autres points, 
on voit que les deux tangentes doubles coincidantes dont les points de 
contact coincident avec le point singulier sont nouvelles, et n’appar- 
tiennent pas au nombre 0”. ' 


*) Comparer a la seconde note du n° 19. 


31* 
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Selon les valeurs trouvées des équivalents pliickériens, le plan tan- 
gent singulier, qui est plan tangent quadruple de l’enveloppe des plans 
tangents stationnaires, n'est pas tangent a la développable bitangente. 

Si le sommet P se trouve sur une des tangentes au point quadruple 
de la section faite par le plan tangent singulier, l'une des trois nappes 
tangentes entre elles deviendra double et aura PK pour génératrice 
stationnaire. — Si P se trouve sur une des quatre génératrices de con- 
tact du plan singulier avec l’enveloppe des plans tangents stationnaires, 
deux de ces nappes seront réunies et formeront une nappe double dont 
toute section plane aura un point de rebroussement de seconde espece; 
5 
> 

25. Céne circonscrit ayant pour sommet un point-clos K. On voit 
sans difficulté, au moyen des propriétés indiquées dans le n° 22., et 
en raisonnant de méme que dans le n° 17., que le cdne résidu est de 
Yordre a, = a — 5, et de la classe n, = n’ — 2. 


les deux nappes réunies auront un contact d’ordre 
P 


La section faite par le plan tangent singulier étant de la classe 
a — 6, on peut y mener a — 14=— a, — 9 tangentes qui passent par 
le point quadruple sans y avoir leurs points de contact. Ces tangentes 
sont des génératrices d’intersection du plan avec le cone résidu; 4-2 
autres coincident avec les tangentes au point quadruple, qui seront des 
génératrices de contact avec le plan tangent singulier, parce qu'un 
autre plan par une de ces quatre tangentes n’a avec le cone résidu 
qu'une seule génératrice d’intersection coincidant avec elle. Le plan 
tangent singulier a donc encore une génératrice d’intersection avec le 
cone; elle coincide avec la tangente singuliére, ce qu’on voit en cherchant 
les intersections d’un autre. plan passant par cette droite avec le cdne. 

Le plan tangent singulier, étant plan tangent quadruple du cone 
résidu, compte pour six plans tangents doubles de ce cdne. Selon le 
n° précédent, aucun de ces plans n'appartient aux b’ plans tangents 
doubles de la surface qui passent par K. En méme temps que le cone 
résidu a obtenu ces six nouveaux plans tangents doubles, il a perdu 
2(n’—8) des b’ qui appartiennent 4 d’autres cones circonscrits. En 
effet, par la tangente singulitre, qui est génératrice simple du cone 
résidu, passent n,’— 2 — n' — 4 plans tangents 4 lui le long d’autres 
génératrices; quatre de ces plans coincident avec le plan singulier: 
chacun des autres n’— 8 plans est tangent 4 ‘a surface en K et en 
un autre de ces points, et compte ainsi pour deux des b’ plans tangents 
doubles de la surface qui passent par K. On voit ainsi que 


b,’ = b+ 6 — 2(n’—8) = b' — Qn’ + 22. 


Les autres nombres pliickériens du céne résidu se trouvent par les 
équations pliickériennes. On aura 
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a,=a—5, 0, —=d—5a+ 46, x, —x — 20, 
nm =n—2, b =b' — 2n’'+ 22, ¢’—c— 11. 

On voit que 11 des ¢’ plans tangents stationnaires de la surface 
qui passent par K ne sont pas plans tangents stationnaires du cone 
résidu. Le plau tangent singulier étant tangent i l’enveloppe des plans 
tangents stationnaires le long de quatre droites passant par K, il faut 
que 2-4 de ces plans tangents stationnaires perdus coincident avec le 
plan tangent stationnaire. Les autres, qui doivent contenir trois généra- 
trices consécutives du cOdne circonscrit total, coincideront nécessairement 
avec le plan tangent & la nappe du cone résidu qui passe par la tan- 
gente singulitre*). Il faut done que la section du plan ait un point 
de contact du second ordre de deux branches — résultant de la réunion 
de deux points stationnaires — au lieu d’un point de rebroussement 
de seconde espece. Cette propriété de la section — dont nous avons 
déja parlé dans les n° 22. et 23. — explique que deux génératrices 
d'intersection de ce plan avec le cone circonscrit résidu coincident avec 
la tangente singuliére. 


26. Céne circonscrit ayant pour sommet un point 7 de la tangente 
singuliére en un point-clos K. On voit immédiatement que a, =a, 
n, =n —1. — Un plan quelconque par 7K a quatre genératrices 
d'intersection avec le cone qui coincident avec cette droite, le plan 
singulier en a six, et le plan dont la section a un contact du second 
ordre de deux branches — et que nous appellerons pour un moment 
le plan statiounaire — cinq. 

Ces deux plans étant les seuls plans tangents du cone résidu, un 
des trois cas suivants doit avoir lieu: 1° une nappe simple a le plan 
tangent singulier pour plan tangent stationnaire, et une nappe triple 
est tangente au plan stationnaire; 2° deux nappes simples sont tangentes 
au plan tangent singulier, une nappe double formant une génératrice sta- 
tionnaire, au plan tangent stationnaire; 3° une nappe double, formant 
une génératrice stationnaire, et une nappe simple sont tangentes au 
plan tangent singulier, une nappe simple, au plan stationnaire**). En 


appliquant & la premitre de ces suppositions les mémes considérations 


*) Une section plane du cone résidu ayant a la trace de la tangente singu- 
litre un sommet double, on pourrait déduire ce méme résultat des propriétés des 
systtmes de courbes planes. (Voir notamment les n°’ 42. et 47. de mon mémoire 
sur les syst0mes de courbes; comparer aussi au n° 17, du présent mémoire.) 

**) Dans les deux derniers cas il serait encore possible que les deux nappes 
tangents au plan singulier se confondent. Alors la singularité se compliquerait 
par la substitution d’une génératrice stationnaire 4 une génératrice double etc. 
Nous n’aurons donc besoin d’y avoir égard, 4 moins que les suppositions plus 
simples ne se montrent impossibles. (Voir la seconde note du n° 19.) 
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que nous allons appliquer aux deux autres, on trouverait qu'elle est 
impossible. Les deux autres conduiront essentiellement aux mémes ré- 
sultats, et nous ne pourrons qu’aprés avoir déduit ces résultats nous 
décider définitivement pour la premiére (la deuxiéme des trois suppo- 
sitions). 

Dans tous les deux cas dont nous aurons & nous occuper, six gé- 
nératrices doubles et une génératrice stationnaire du cdne résidu coin- 
cident avec sa génératrice singuliére, et deux de ses plans tangents 
doubles coincident avec le plan tangent singulier au point-clos. Ceux-ci 
n’appartiennent pas — selon les n° précédents — aux b’ plans tan- 
gents doubles de la surface qui passent par 7. De l'autre coté n’—8 
de ces b’ plans ne sont pas plans tangents doubles du céne (mais seule- 
ment plans tangents simples qui passent par la génératrice singuliére). 
On voit done que b,’= b'+ 2 — (n’—8)=b'— n+ 10. Les autres 
nombres pliickériens du cone résidu se trouvent ensuite au moyen des 
équations pliickériennes: 

a,=4, dé, =—0+5, x, =x— 3, 
m=n—1, b/)=—b—w+10, ¢'=—c—6. 

Quatre des plans tangents stationnaires perdus coincident avec le 
plan tangent singulier; il faut que les deux autres coincident avec le 
plan dont la section a un contact du second ordre de deux branches. 

Les expressions de 0, et de x, nous montrent encore que les six 
génératrices doubles et la génératrice stationnaire qui coincident avec 
la droite 7K remplacent quatre génératrices statiounaires et une géné- 
ratrice double d’un cone circonscrit & sommet quelconque. Nous avons 
vu (n° 24.) que, pour un sommet placé dans le plan tangent singulier 
du point-clos, quatre génératrices stationnaires confondues du cone cir- 
conscrit forment une singularité que pourraient former six génératrices 
doubles. La seule altération de ce cone qui a lieu dang le cas actuel, 
consiste done a ce qu'une génératrice double, coincidant avec les quatre 
génératrices stationnaires, s'est transformée en une génératrice station- 
naire. On sait, de la théorie des systemes de courbes*), qu’d cette 
transformation deux plans tangents stationnaires coincident avec le plan 
tangent le long de la nouvelle génératrice stationnaire. Or les deux 
plans tangents stationnaires de la surface qui passent par 7'K sans 
coincider avec le plan tangent singulier coincident avec le plan dont 
la courbe d’intersection a un point de contact de second ordre de deux 
branches. Ce plan est done tangent au cone résidu le long de sa nou- 
velle génératrice stationnaire, ce que nous avons avancé au commence- 
ment du présent n°. 


*) Voir, par exemple, le n° 15. de mon mémoire sur les systemes de courbes, 
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On comprendra peut-étre mieux notre raisonnement, si nous attri- 
buons — ce qui est permis — & un cone circonscrit dont le sommet se 
trouve seulement dans le plan singulier les nombres pliickériens: 


ad, =a, 6,=—0-+6, x, —=x—A4, 

Ny, =n, b,=b'+6, c, =c — 4, 
Alors le cone au sommet J qui nous occupe aura les nombres: 

Sy er ey d,= 0, —1, % =x + 1, 


, 


, , , , , 
m=n,—1, b=—b,—n+4, ¢—c,—2, 

qui servent 4 exprimer la substitution d’une génératrice stationnaire a 
une génératrice double. 


27. Résultats. En plagant le sommet d’un cone circonscrit dans 
le plan dont la section présente un contact du second ordre de deux 
branches, on verra que ce plan est un plan tangent simple de l’enve- 
loppe des plans tangents stationnaires. Selon les deux n®* précédents 
la tangente singuliére sera sa génératrice de contact avec cette déve- 
loppable, et le point-clos, le point correspondant de l’aréte de rebrousse- 
ment de la développable. 

Au point-clos aura donc lieu une coincidence des points de contact 
d'un plan tangent stationnaire avec Ja surface et avec l’aréte de re- 
broussement de l’enveloppe de ces plans, et on voit par les mémes 
procédés que dans le n° 19. que cette coincidence compte au moins 
pour deux, et que, par conséquent, le coéfficient de y dans |’équation 
(19) doit étre éyal & 2 ou & un nombre plus grand que 2. Nous avons 
trouvé par d’autres procédés (en égalant le genre de la surface a celui 
de la surface réciproque*), que le coéfficient doit étre égal a 3; mais 
nous ne savons établir directement ce résultat, qui ameéne celui sur 
ordre de contact de l’aréte de rebroussement avec la courbe parabo- 
lique que contient l’énoncé suivant: 

Le plan par la tangente singuliére dont la section présente un con- 
tact de second ordre de deux branches, est tangent a Venveloppe des plans 
tangents stationnaires le long de la tangente singuliére; son point d’oscu- 
lation avec Varéte de rebroussement de la méme développable se trouve 
au point-clos. La branche correspondante de la courbe parabolique a, 
au point-clos, un contact du cinquiéme ordre avec Varéte de rebroussement. 

Dans les n° précédents, nous avons encore prouvé les résultats 
suivants: 

Le plan tangent singulier en un point-clos est tangent a quatre 
nappes de Venveloppe des plans tangents stationnaires le long de droites 
passant par le point-clos; mais, en général, les points correspondants de 


*) Voir l’addition sur le genre qui se trouvera au n° 76. du présent mémoire. 
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Varéte cuspidale de cette développable ne se trouvent pas au point-clos. 
Les branches correspondantes de la courbe paraboliques passent par le 
point-clos et sont tangentes au plan tangent singulier. On voit done que 
les points de l’aréte cuspidale ne coincident pas avec les points corre- 
spondants de la courbe parabolique, de fagon que les plans tangents 
stationnaires qui coincident avec le plan tangent singulier n’ont aucune 
influence & l’équation (19). 

Le plan tangent singulier en un point-clos est plan tangent simple 
de la développable tangente a la surface le long de la courbe cuspidale. 


H. G. ZeurHen. 


28. Plans-clos. La définition d'un plan-clos est réciproque a celle 
d’un point-clos. Les plans-clos sont done des singularités ordinaires & 
une surface, regardée comme enveloppe de plans, qui a déja une courbe 
parabolique. Les propriétés de ces plans se déduisent par le principe 
de dualité de celles des points-clos. Nous en signalerons les sui- 
vantes : 


Un plan-clos est tangent 4 la surface le long d’une droite que nous 
appellerons la droite singuliére. La section qu'il fait & la surface est 
composée de cette droite, prise deux fois, et d’une section résidue d’ordre 
n—2, qui est tangente a la droite singuliére, et qui a sur elle, en un 
point différent du point de contact, un point quadruple; nous appelle- 
rons ce point le point singulier du plan. — La section faite & la surface 
par un plan passant par la droite singuliére est composée de cette droite 
et d’une section résidue d’ordre m —1, dont deux branches sont tangentes 
a la droite singuliére au point singulier, et une branche, qui fait une in- 
flexion, au point de contact de la méme droite avee la section faite par le 


plan-clos. — La section faite par un plan passant par le point singulier 
y a un point de contact de trois branches, tangentes au plan-clos. Le 
plan-clos est, au méme point, tangent — mais non pas osculateur — a 


quatre branches de la courbe cuspidale; il est aussi tangent, le long de 
quatre droites passant par le point singulier, 4 la développable tangente 
& la surface le long de sa courbe cuspidale. Une branche simple de la 
courbe parabolique est, au méme point, tangente au plan-clos. — Le 
plan-clos est osculateur, au point de contact de sa section résidue avec 
la droite singuliére, & la courbe cuspidale, qui y est tangente 4 la droite 
singuliére. L’aréte cuspidale de la développable tangente 4 la surface 
le long de sa courbe cuspidale a, en ce point, la méme tangente et le 
méme plan osculateur. 

Nous voyons que la droite joignant un point P de l’espace au point 
singulier d’un plan-clos est génératrice quadruple du cdne qui projette 
la courbe cuspidale; elle compte donc pour 6 des h génératrices doubles 
de ce céne. N’ayant avec la surface que trois intersections coincidentes, 
elle n’appartient pas aux droites.dont le nombre est indiqué par le 
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premier membre de |’équation (18)*). Il faut done, dans le second 
membre de cette équation, soustraire 6 7° du nombre h. 

Désignons par 7' un point placé, a une distance infiniment petite 
du premier ordre du point singulier S d’un plan-clos, sur une des 
quatre branches de la courbe cuspidale. Alors la section faite par le 
plan PST a au point S un point de contact de trois branches, dont 
les deux tendent a former un point de rebroussement de seconde 
espece, pendant que la courbure de la troisieme branche differe, en 
général, d’une quantité finie de celles des deux premiéres. Cette branche 
rencontre done la droite PT en un point U dont la distance de T 
est infiniment petite du second ordre. Il s’ensuit que 2-4 des coinci- 
dences indiquées par le premier membre de |’ équation (15)**) ont lieu 
en S. Nous avons done prouvé que le second membre de cette équa- 
tion doit contenir un terme 8 x’. 

On déduit aussi des propriétés du point singulier d’un plan-clos le 
coéfficient 3-4 = 12 du terme 124’ de léquation (22>) (voir le n° 8.). 
Le terme x de la méme équation résulte de la définition d’un point-clos. 


Vil. 
Points biplanaires (B) et plans biponctuels (2’). 


29. Un point biplanaire est un point double de la surface ov le 
cone tangent s'est décomposé en deux plans. Cette définition, qui est 
ponctuelle, s’applique, en particulier, & tous les points d’une courbe 
double; mais en attribuant expressément a notre surface une courbe 
double, nous n’aurons ici & nous occuper que des points dont les pro- 
priétés résultent, en général, de la définition si l'on regarde la surface 
comme lieu de points. Nous appellerons les deux plans dont se com- 
pose le cone tangent les plans tangents singuliers, et leur droite d’in- 
tersection la tangente singuliére. 

Une section plane par un point biplanaire B y a un point double, 
dont les branches sont tangentes aux droites d’intersection du plan avec 
les deux plans singuliers. Ces deux tangentes coincideront, et le point 
singulier de. la section deviendra stationnaire, si le plan passe par la 


. tangente singuliére. 


Les droites par B qui se trouvent dans un plan tangent singulier 
rencontrent la surface en trois points coincidents. B est donc un point 
triple de la section faite par ce plan. 

En résumé, une droite quelconque par un point biplanaire rencontre 
la surface en deux points coincidents, les droites des plans tangents sin- 


*) Voir le n° 6. 
**) Voir le n° 6. 











490 


H. G. Zeuruey, 


guliers, en trois, et trois droites de chacun de ces plans, en quatre. La 
section faite par un plan quelconque par le point biplanaire y a un point 
double, celle que fait un plan par la tangente singuliére, un point sta- 
tionnaire, et celles que font les deux plans tangents stationnaires, des 
points triples. Les six droites qui rencontrent la surface en quatre 
points coincidents s'appellent les tangentes principales. 

Quant 4 la figure d’une surface dans le veisinage d’un point bi- 
planaire nous renvoyons & la déscription qu’en fait M. Klein dans son 
mémoire sur les surfaces du troisiéme ordre*), et aux figures qu'il a 
fait suivre & ce travail. Les surfaces qui y sont représentées n’étant 
que du troisieme ordre, les sections faites par les plans tangents sin- 
guliers sont composées de trois droites. 


30. Représentation analytique. Si lon prend un point biplanaire 
d’une surface pour origine des coordonnées, et les deux plans tangents 
singuliers pour plans y= 0, z = 0, léquation de la surface aura la 
forme suivante 


(I) yz+o= 0, 
ot tous les termes de m sont d'un degré supérieur au deuxiéme. 

Cette équation montre toutes les propriétés des points biplanaires 
que nous avons indiquées dans le n° précédent. Nous |l’appliquerons 
& la détermination des tangentes aux branches de la courbe parabolique 
qui sont tangentes au plan singulier z = 0, sans étre tangentes a la 
tangente singuliére**). 

On peut déduire de l’équation (I) une série servant a exprimer 
Yordonnée gz d’un point de la surface qui se trouve & une distance petite 
du point biplanaire sur une sécante par ce point qui fait un angle 
petit avec le plan z=—0. Cette série, développée suivant des termes 
de degré ascendant par rapport & x et y, commencera par 
(II) — anf Baty t Senet ae aces, 

On en déduit 

( es) @2 #2 _ 9(—aat+ey*) — 12 (ax+by) (ax+dy’) | 

Cyex da* Oy* y' 

En y égalant le numérateur a zero, on aura l’équation de quatre droites 
tangentes 4 la courbe parabolique. Les quatre nappes de l’enveloppe 
des plans tangents stationnaires qui correspondent a ces branches de 
la courbe parabolique sont tangentes au plan singulier z= 0. (Comparer 
au n° 23.) 


*, Mathematische Annalen VI. 
**) Nous verrons dans les n° suivants que la tangente singuliére n’est tan- 
gente a aucune branche de la courbe parabolique. 
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31. Céne circonscrit quelconque. La section faite par un plan 
passant par un point biplanaire B, ayant & ce point un point double, 
qui n'est pas un point d’intersection avec la courbe double, est de la 
classe a— 2. On dit que le point B en est un ,sommet double“*). 
De méme, le point stationnaire de la section faite par un plan passant 
par la tangente singuliére étant un sommet triple, cette section est de 
la classe a— 3. On voit done que deux génératrices d'intersection 
d'un cone circonscrit, dont nous appelons le sommet P, avec un plan 
passant par PB coincident avec cette droite, trois si le plan passe 
aussi par la tangente singuliere. La droite PB est done une généra- 
trice stationnaire du cone circonscrit, et le plan tangent le long delle passe 
par la tangente singulicre. 

La droite PB ne rencoutrant la surface qu’en deux points coinci- 
dants, ne rencontrera la premiere polaire de P qu’en un seul point coin- 
cidant avee eux. Il en résulte que PB n'est pas tangente en B a la 
courbe de contact du céne circonscrit. Ce cone ayant PB pour géné- 
ratrice stationnaire, il faut que B soit un point stationnaire de la courbe 
de contact. 

PB est génératrice stationnaire du cOne circonscrit sans appartenir 
au nombre indiqué par le premier membre de |’équation (13)**). Il faut 
done, dans le second membre de cette équation, soustraire B du nombre 
total x des génératrices stationnaires. 

ll serait plus difficile de déterminer directement le coéfficient 4 du 
terme 4B du second membre de l’équation (20) dans le n° 8.; mais 
on peut faire lusage inverse de cette équation déduite de celles du 
n° 3.: la valeur du coéfficient que nous venons de nommer nous montre, 
que le lieu des tangentes principales que contiennent les plans tangents 
passant par P a deux nappes ayant l'une avec l'autre un contact du 
premier ordre le long de la tangente singuliére en BD. 

32. Cone circonscrit ayant pour sommet un point P Mun plan 
tangent singulicr d un point biplanaire B. On voit par les procédés 
ordinaires que ce cone, qui ne se décompose pas, a trois nappes tan- 
gentes, le long de PB, au plan tangent singulier. Les équivalents de 

> 2 «¢ 
cette singularité ont les valeurs de C 0) ou 3. 2) ou (: | Selon 
le n° 30., seulement les derniéres de ces valeurs sont possibles, ce qu’on 
peut aussi voir indépendemment de la représentation analytique, en 
remarquant que la droite PB qui ne rencontre la surface qu’en trois 
points coincidents, ne peut appartenir aux 0 génératrices doubles du 
cone circonscrit. 


*) Voir la note du n° 15. 
**) Voir la démonstration de cette formule dans le n° 6, 
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On voit done que le plan tangent singulier n’est pas tangent a la 
développable bitangente. 

Si le sommet P se trouve sur une des tangentes aux branches du 
point triple de la section faite par le plan tangent singulier, ou sur 
une de ses quatre génératrices de contact avec Venveloppe des plans 
tangents stationnaires, le cone subira aux mémes altérations que nous 
avons indiquées pour les cas analogues dans le n° 24. 


33. Coéne circonscrit ayant pour sommet un point biplanaire B. 
Quatre des tangentes qu’on peut mener de B 4 une section plane par 
ce point, qui est de la classe a — 2, coincident avec les tangentes en 
ce point. L’ordre du cone résidu est done égal & a — 6. ' 

Trois des plans tangents qu'on peut mener a la surface par une 
droite queleonque passant par B, coincident, selon le n° 31., avec le 
plan passant par la tangente singuliere. La classe du cone résidu est 
done égal a n’— 3. 

La section faite par un plan tangent singulier est de la classe 
a—6—a,. Les génératrices d’intersection de ce plan avec le cone résidu 
sont les a—6 tangentes a la section qui passent par B. Avec chacune 
des trois tangentes aux branches du poinf triple coincident deux de ces 
tangentes, mais seulement une des génératrices dintersection du céne 
avec un autre plan passant par elle. On voit donc que les plans tan- 
gents singuliers sont plans tangents triples du céne résidu. 

La tangente singuliére n’est pas génératrice du cone résidu. Par 
elle passent, & cdté des deux plans tangents triples, »,’— 6 = n’ — 9 
autres plans tangents au céne résidu. Nous avons vu que le plan joig- 
nant une droite quelconque par B & la tangente singuliére compte pour 
trois plans tangents menés a la surface par la droite*). Il en résulte 
que chacun des n’—9 plans trouvés compte pour trois des b’ plans tan- 
gents doubles qui passent par B. Si l’on place le sommet d’un cone 
circonscrit en un point quelconque d’un de ces plans, celui-ci sera 
tangent au cone le long d’une génératrice stationnaire PB, et le long 
d’une génératrice ordinaire, et ne comptera, par conséquent, que pour 
un seul plan tangent double. Si P se trouve sur la droite joignant 
B a autre point de contact, les deux génératrices de contact coincide- 
ront, et le plan comptera par conséquent pour deux plans tangents 
doubles. Nous voyons ainsi que les n’— 9 plans passant par la tan- 
gente singuliére et tangents a la surface en d’autres points sont des plans 
tangents simples de la développable bitangente, et que leurs points doscu- 


*) On dit, dans le langage de Ja théorie des systeémes de courbes, qu'une 
section plane du céne circonscrit total au sommet B, a, a la trace de la tangente 
singuliére, un sommet triple. Avec chacune des tangentes par ce point a la section 
du cone résidu coincident trois tangentes doubles de la section du céne total. 
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lation avec Varéte cuspidale de cette développable se trouvent au point 
biplanaire*). 

De méme que les courbes de contact de cones circonscrits (voir le 
n° 31.) les »’ — 9 branches de la courbe de contact de la développable 
bitangente qui passent par B y auront des points stationnaires, ce qu’on 
prouve par des raisonnements semblables. 

Ayant deux plans tangents triples, qui ne sont pas méme plans 
tangents doubles de la surface, et ayant perdu 3 (n’—9) plans tangents 
doubles, le cone résidu aura 

b, = b+ 6 — 3(n—9) = W — 3n' + 33 
plans tangents doubles. 
Les nombres pliickériens du cdne résidu auront done les valeurs de 
a,=a—6, 0, =d—6a+60, x, =x — 25, 
n(=n —3, b =v’ —3n'+ 33, c= — 16. 

Il résulte des n®* précédents qu’avec chacun des plans singuliers 
coincident (au moins) 8 des plans tangents stationnaires qui passent 
par B. La valeur de ¢ montre, que ces plans sont les seuls plans 
tangents ‘stationnaires qui passent par B. Chacun des plans tangents 
singuliers en un point biplanaire est plan tangent quadruple de Venve- 
loppe des plans tangents stationnaires; les génératrices de contact, mais 
non pas les branches corvependauies de Varéte de rebroussement de la 
développable, passent par le point biplanaire. 

34. Cone circonscrit ayant pour sommet un point T de la tangente 
singulicre en un point biplanaire B. On voit immédiatement que a,—a, 
et lon déduit du n° 31. que n,’= mn’ — 1. 

Un plan passant par la tangente singuliére rencontre, en général, 
le coéne en quatre génératrices coincidentes, et les deux plans tangents 
singuliers le rencontrent en 6. Ces deux plans sont les seuls plans 
tangents le long de la génératrice singuliére; ils jouent tous deux le 
méme role: il faut donc que la,singularité du cone soit formée de deux 
couples de nappes tangentes entre elles. Les plans tangents a ces 
nappes comptent pour quatre plans tangents doubles du coéne résidu, 
pendant qu’aucun de ses plans tangents stationnaires n’a la droite TB 


‘ pour génératrice de contact. Les valeurs de b,’ etc,’ se déduisent sans 


difficulté de ces faits et des résultats trouvés dans les n®* précédents. 
On trouve ainsi 


a, =a, 6,=—0+8, “,=x«—5, 
nm, =n —1, bb =v—n+ 13, «' =—c—8. 


e*) Les propriétés réciproques des points d'intersection de la droite singu- 
liére d’un plan biponctuel (voir le n° 35.) avec la courbe double se présentent 
peut-étre mieux aux yeux, 
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Huit génératrices doubles du cone résidu étarit réunies dans Ja géné- 
ratrice singulitre 7K, nous voyons que cette droite est la position 
limite de cing des x génératrices cuspidales, et d’aucune des 0 généra- 
trices doubles d’un céne circonscrit dont le sommet s’approche de la 
droite BT. Le dernier de ces faits est évident a priori. 


35. Plans biponctuels. — Un plan biponctuel est un plan tangent 
a la surface le long Mune conique-limite composée de deux points (som- 
mets). Cette définition, étant tangentielle, exprime que deux des plans 
tangents qui passent par une droite quelconque du plan biponctuel, et 
trois de ceux qui passent par une droite appartenant 4 un de deux 
faisceaux qui se trouvent dans le méme plan, coincident avec lui. Nous 
appelons les centres de ces faisceaux les points singuliers du plan bi- 
ponctuel. 


Nous signalerons, parmi les propriétés de ces plans singuliers, les 
suivantes : 

La section faite & la surface par un plan biponctuel est composée 
de la droite joignant les deux points singuliers, que nous appellerons 
la droite singuliére, prise trois fois, et dune section résidue d’ordre 
n—3, qui a les deux points singuliers pour points triples. — La section 
faite & la surface par un plan passant par la droite singuliére est com- 
posée de cette droite et d’une section résidue d’ordre n—1, dont deux 
branches sont tangentes 4 la droite singulitre en chacun des deux 
points singuliers. — La section faite par un plan passant par un point 
singulier y a un point de contact de trois branches, tangentes au plan 
biponctuel. Ce plan est, en chacun des points singuliers, tangent — 
mais non pas osculateur — a quatre branches de la courbe cuspidale; 
il est aussi tangent, le long de quatre droites passant par chacun de 
ces deux points, & la développable tangente 4 la surface le long de sa 
courbe cuspidale. 

Les propriétés des deux points singuliers d’un plan biponctuel qui 
ont rapport a la courbe cuspidale étant identiques a celles du point 
singulier d’un plan-clos, il faut que les équations (15), (18) et (22") 
contiennent des termes ot le nombre B’ est multiplié du double du 
coéfficient de x. 


Vill. 


Points uniplanaires (U) et plans uniponctuels (U’). 


36. Un point uniplanaire est un point double de la surface ov le 
cone tangent est un plan double (que nous appellerons le plan tangent 
singulier). Toutefois, ayant attribué expressément a la surface june 
courbe double et une courbe cuspidale, nous ne comprenons au nombre 
de ces points ni les points de la courbe cuspidale, ni ceux de la courbe 














Sur la théorie des surfaces réciproques. . 495 


double qui satisfont & la définition, qui est ponctuelle [points-pinces*) 
ou les points dont nous avons parlé dans notre article sur une classe 
de points singuliers de surfaces]. 

La définition conduit d'une maniére trés-simple aux propriétés sui- 
vantes des points uniplanaires: 

Une droite quelconque par un point uniplanaire rencontre la sur- 
face en deux points coincidents, les droites du plan tangent singulier, 
en trois, et trois droites de ce plan — que nous appellerons les tangentes 
singuliéres — en quatre. La section faite par un plan quelconque par 
le point uniplanaire y a un point stationnaire, celles que font les plans 
passant par les tangentes singuliéres, des points de contact de deux bran- 
ches, et celle que fait le plan tangent singulier, un point triple. 

Nous verrons dans les n° suivants que par chacune des tangentes sin- 
guliéres passent deux plans dont les sections ont des points de rebrousse- 
ment de seconde espéce. 

Les propriétés ponctuelles d’un point uniplanaire nous montrent 
que la droite qui le joint au sommet d’un cone circonscrit est généra- 
trice triple de ce cone, ce qui explique les termes —3U et 6-U des 
équations (16) et (20%). 

Si les trois tangentes singuliéres sont réelles le point uniplanaire 
sera formé de trois nappes de la surface, qui ressemblent 4 trois semi- 
cdnes aplatis qui ont le point singulier pour sommet. Si une seule 
tangente singuliére est réelle, Ja singularité n’est formée que d’une 
seule nappe. 


37. Représentation analytique. Si l'on prend un point uniplanaire 
pour origine, et le plan tangent singulier pour plan z = 0, l’équation 
de la surface aura la forme suivante 
(I) # +- stan 0, 
ot tous les termes de » sont d’un degré supérieur au deuxiéme. 

On en déduit une série, servant & exprimer ]’ordonnée z d’un point 
de la surface voisin du point uniplanaire, qui, ordonnée suivant des 
termes de degré ascendant par rapport & x et y, commencera par 


(Il) e=Vax' + 3bary + 3ery?+ dy+---. 

; Les termes suivants ayant pour dénominateurs des puissances de 
cette racine carrée, la série n’est pas applicable aux cas ov la droite 
joignant l’origine au point («, y, 2) fait un angle infiniment petit avec 
une des droites déterminées par |’équation 

(IIT) ax + 3ba°y + 3cry? + dy =0. 


*) Toutefois les propriétés des points-pinces se présentent d'une maniére trés 
simple comme des cas particuliers de celles des points uniplanaires. 
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’ Ces droites sont évidemment les tangentes singuliéres. Pour dé- 
terminer les sections que font les plans passant par une de ces droites 
— que nous pourrons prendre pour axe y=, 20 — on peut se 
servir des mémes procédés au moyen desquels nous avons déterminé, 
dans le n° 16., les sections faites par les plans passant par la tan- 
gente singuliére en un point-pince. Les résultats qu’on trouve ici ne 
different pas de ceux que nous avons trouvés a l’endroit cité — ce que 
nous avons indiqué dans le n° précédent. 

Nous pourrons appliquer la série (II) a la recherche des branches 
de la courbe parabolique qui sont tangentes au plan tangent singulier, 
sans étre tangentes aux tangentes singuliéres. On trouve 
(IV) (=e .. wa a 9 [(— ac) a*-+ (be—ad) ay +(e—bd)y*] Rison, 

Oy 02x ox*® oy* 4 (aa +- 3 baty+ 3ery?+ dy’) 
Les tangentes des branches cherchées seront done déterminées par 
léquation suivante 
(V) (b?— ac)a? + (be—ad)zry + (P@—bd)y? =0. 
Il y a done deux branches. Celles-ci sont doubles; car la série (IV) 
se décompose en deux, & cause du double signe de la racine carrée 
entrant aux termes non écrits. A ces deux signes correspondent des 
points de la surface placés de cdtés différents du plan tangent singulier. 
Les deux branches partielles de chacune des deux branches doubles de 
la courbe parabolique se trouvent done de cdtés différents de ce plan. 
Les propriétés des sections planes nous montrent alors, que la distance 
des deux branches partielles — 4 une distance du point uniplanaire 
qui est infiniment petite du premier ordre — est infiniment petite de 
Yordre 3}. Elles forment done un point stationnaire. 

Les deux nappes de l’enveloppe des plans tangents stationnaires 
qui correspondent aux deux branches trouvées de la courbe parabolique 
sont évidemment tangentes au plan tangent singulier le long de droites 
passant par le point uniplanaire*). 


H. G. Zeuruen. 





Note. Nous verrons dans le n° suivant qu’on peut trouver indé- 
pendamment de la représentation analytique, que le plan tangent sin- 
gulier est plan tangent double de l’enveloppe des plans tangents sta- 
tionnaires. Alors on aura le moyen de trouver sans calcul l’équation (V) 
des tangentes des deux branches correspondantes de la courbe para- 
bolique. En effet, son premier membre doit étre un covariant de 
ax’ + 3ba*y + 3cxy?+ dy’, et il n’en existe 7” seul qui soit du 
second degré. 





*) On sait que les racines de l’équation (V) sont réelles, si une seule racine 
de (III) est réelle, imaginaires si toutes les racines de (III) sont réelles. On peut 
rendre ces résultats visibles par des modéles. 
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Le méme raisonnement démontre, que la méme équation représente 
les deux génératrices de contact du plan tangent singulier avec l’enve- 
loppe des plans tangents stationnaires. I] faut done que l'un des deux 
cas suivants ait lieu: chacune des deux génératrices est tangente a la 
branche correspondante de la courbe parabolique, ou |’une est tangente 
i la branche qui correspond & l'autre. En cherchant les coordonnées 
du plan tangent en un point de l’une ou l'autre des deux branches*), 
on voit que c’est le dernier cas qui a lieu, ou bien, que l’une des ra- 
cines de Véquation (V) détermine la génératrice de Venveloppe des plans 
tangents stationnaires qui correspond a la branche de la courbe para- 
bolique dont la tangente se détermine par Vautre racine. 


38. Céne circonscrit dont le sommet P se trowve dans le plan tan- 
gent singulier dun point uniplanaire U. Il résulte des propriétés ex- 
posées dans le n° 36., que la droite PU est génératrice quadruple, que 
el plan tangent singulier est le seul plan tangent au cone le long delle, 
et qu'il contient six génératrices coincidentes. Nous avons prouvé, 
dans le n° 6. de notre article sur les singularités des courbes planes, 
que cette singularité, ou celle d’une section plane du céne, a les équi- 


5, a 
valents mi 9) ou 


3+q—3a, 2+2¢ iene: amen il 
( q—3a, a)? li Mi aa i 


ou 





bakit 3+ 2B 
_ 1— 36, 1+ 28 
Les valeurs de q qui sont > 3 correspondent aux cas ot les nappes 
ont des contacts d’un ordre plus élevé que nécessaire pour former la 
singularité décrite. - Nous essaierons donc, selon notre principe exposé 
dans la deuxiéme note du n° 19., de lui attribuer la valeur de 3. Alors 
les équivalents auront un des groupes suivants de valeurs**): 


( o)s (Go) = (6 3)s Ga): 


*) Comparer au n° 23. Grace aux considérations qui précédent il suffit de 
considérer un cas particulier celui par exemple oi b=c=0, Alors l’équation (V) 
se réduira J ay =0, et les coordonnées tangentielles X et Y sont déterminées 


par 22X = — 38aaz°+---, 2: ¥Y=—3dy?+---. — On voit donc que lim 7 =0 


’ tina cael 
); q>2, 0<pz4. 


améne lim cS =(. 


**) Le quatriéme groupe résulte d'une complication du deuxiéme; on n’aurait 
done pas eu besoin d’avoir recours 4 celui-li que dans le cas actuel ou le troi- 


- sitme, équivalent au deuxiéme, se montrera possible. 


Mathematische Annalen, X, 32 
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Nous pourrons déterminer directement le nombre de génératrices 
doubles du céne qui coincident avec PU. En effet, ce nombre qui 
est égal, selon le n° 36., & trois pour une position quelconque du som- 
met P, ne saugmente pas ici, ot la droite PU, ne rencontrant la 
surface qu’en trois points coincidents, ne peut étre tangente double. 
Le seul des quatre groupes d’équivalents qui reste possible est donc 
% 5): On retrouve ainsi le résultat, trouvé dans le n° précédent 
? 

par la représentation analytique, que le plan tangent singulier est plan 
tangent double de Venveloppe des plans tangents stationnaires. On 
voit en méme temps qu'il n’est pas tangent & la développable bitan- 
gente. 

[En faisant usage du résultat trouvé par la représentation ana- 
lytique, on aurait pu éviter de faire aucune supposition sur la valeur 
de q dans les expressions générales des équivalents, du moins si l’on 
s’était assuré que le plan tangent singulier est seulement plan tangent 
simple de chacune des deux nappes de l’enveloppe des plans tangents 
stationnaires. | 

Les valeurs trouvées des équivalents nous montrent*), que deux 
nappes du cone circonscrit, tangentes au plan tangent singulier, ont la 
droite PU pour génératrice stationnaire. 

Si le sommet P se trouve sur une des deux génératrices de contact 
du plan tangent singulier avec l’enveloppe des plans tangents station- 
naires, le cOne circonscrit aura une singularité représentée par les 


3, 5 
sal > . ‘ ‘ ~ , 5 
équivalents (5 3)» qui sont compris dans les derniéres expressions gé 
? 


nérales des équivalents pour gq = 4, 6B = 1. Cette singularité est for- 
mée d’une seule nappe quadruple, dont une section plane a un point 
quadruple ressemblant & un point de rebroussement de seconde espéce. 


39. Céne circonscrit ayant pour sommet un point uniplanaire U. 
Le céne résidu est de Yordre a, = a — 6 et de la classe n,’=n' — 6, 
et il a les trois tangentes singuliéres pour génératrices doubles**). Les 
plans tangents au cOdne le long delles font 4 la surface des sections 
douées de points de rebroussement de seconde esptce — ce que nous 
avons avancé dans le n° 36. 


Par chacune des tangentes singuliéres passent n,’— 4 = n’— 10 
plans tangents au cone le long d'autres génératrices. Chacun de ces 
plans compte pour deux des b’ plans tangents doubles qui passent par 
le point U, pendant que le plan tangent singulier n’est plan tangent 


*) Voir le n° 6. de l'article sur les singularités des courbes planes. 
**) Comparer au n° 17, 
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double ni a la surface (n° 38.), ni au cone résidu. On trouve ainsi 
le nombre 0b,’ et ensuite les autres nombres pliickériens du cone résidu: 


a,=a—6, 0,—d—6a+60, x,—x — 24, 
n’=n—6, b/=—vV—6n+ 60, ¢/—c— 24. 


Les singularités des tangentes singuliéres n’étant pas différentes 
de celles de la tangente singuliére en un point-pince, il faut que 3-618 
des plans tangents stationnaires perdus coincident avec les plans tan- 
gents le long des trois tangentes.singuliéres. Les 2-3 autres doivent 
coincider avec le plan tangent singulier, trois pour chacune des deux 
nappes de l’enveloppe des plans tangents stationnaires qui sont tangentes 
i ce plan. On voit donc que toutes les huit branches de l’aréte de 
rebroussement de l’enveloppe des plans tangents stationnaires qui cor- 
respondent aux huit nappes de cette développable qui passent par U, . 
passent par ce méme point. Ce résultat est, pour les deux nappes qui 
sont tangentes au plan tangent singulier, d’accord avec le fait, prouvé 
dans le n°. 37., que les deux branches correspondantes de la courbe 
parabolique ont des points stationnaires en U. 


40. Coéne circonscrit ayant pour sommet un point T d'une tangente 
singuliére en un point uniplanaire U. On voit immédiatement que 
a, =a, n, =n’ —1. La droite TU est génératrice 6-tuple, et les 
seuls plans tangents le long d’elle sont le plan tangent singulier et les 
deux autres plans tangents stationnaires qui passent par 7U. Aucun 
de ces plans ne contient plus de sept génératrices coincidentes. Il 
serait possible d’expliquer ce fait de deux maniéres différents; mais en 
ayant égard aux résultats trouvés pour un point-pince dans le n° 18., 
on se décidera pour l’explication suivante: la singularité du céne est 
formée de trois nappes doubles, formant des génératrices stationnaires. 
Aucun des trois plans tangents n’étant plan tangent double ni a la 
surface, ni au cdne circonscrit, on trouve de la maniére ordinaire la 
valeur de b,’, et ensuite celles des autres nombres pliickériens du cone 
résidu: 

a, =a . dé, =0+5 : %, =x — 3, 
n, =n — 1, b/ =b'—n' + 10, ¢ =e —6. 


Deux des six plans tangents stationnaires perdus coincident avec le 


plan tangent singulier; chacun des deux autres plans tangents au cone 
le long de ZU comptent pour deux plans tangents stationnaires, 7U 
étant leur génératrice de contact avec Venveloppe des plans tangents 
stationnaires. 

La génératrice singuliére du céne résidu représente douze généra- 
trices doubles et trois génératrices stationnaires. Les expressions trouvées 
des nombres pliickériens nous montrent qu’elle est la position limite 


32* 
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de sept génératrices doubles et de six génératrices stationnaires d’un 
cone circonscrit dont le sommet s’approche de la droite UT. 


41. Résultats. En placant, comme dans le n° 19., le sommet 
d’un cdne circonserit sur un des plans tangents stationnaires qui ont 
la droite U7’ pour génératrice de contact avec l'enveloppe de ces plans, 
on aura le moyen d’étudier la branche de la courbe parabolique qui y 
correspond. On trouve ainsi les mémes résultats qu’d l’endroit cité. 
En les ajoutant & ceux que nous avons trouvés dans les n° précédents, 
nous pourrons énoncer que 

Chacune des trois tangentes singuliéres en un point uniplanaire est 
génératrice de deux nappes de Venveloppe des plans tangents stationnaires 
de la surface; lewrs points de contact avec Varéte cuspidale de cette déve- 
. loppable se trouvent av point uniplanaire. Les six branches correspon- 
dantes de la courbe parabolique ont, au point uniplanaire, des contacts 
du troisiéme ordre avec Varéte cuspidale. — Le plan tangent singulier 
est tangent & deux nappes de V'enveloppe des plans tangents stationnaires. 
Les branches correspondantes de Varéte cuspidale de cette développable 
passent par le point uniplanaire. Les branches correspondantes de la 
courbe parabolique ont, en ce points, des points stationnaires. 

Nous voyons ainsi que huit coincidences de points de la courbe 
parabolique avec les points correspondants de l’aréte cuspidale de |’enve- 
loppe des plans tangents stationnaires, ont lieu en un point uniplanaire, 
et que six de ces coincidences comptent chacune pour deux. Nous 
avons donc rendu compte du coéfficient 14 = 2 - 6 + 2 que nous avons 
attribué & U dans l’équation (19) (voir le n° 7.). 


42. Plans uniponctuels. Un plan uniponctuel est un plan tangent 
double d’une surface ot les tangentes forment un faisceau. La définition, 
étant tangentielle, exprime que deux des plans tangents qui passent par 
une droite quelconque du plan, et trois de celles qui passent par une 
droite du faisceau, coincident avec ce méme plan. Nous appelons le 
centre du faisceau le point singulier du plan uniponctuel. 

La section faite 4 la surface par un plan uniponctuel est composée 
de trois droites passant par le point singulier, que nous appellerons 
les droites singuliéres, prises deux fois, et d’une section résidue ayant 
ces droites pour tangentes doubles. La surface a aux six points de 
contact de ces tangentes doubles les mémes propriétés qu’aux points de 
contact de la droite singuliére d’un plan-pince avec la section résidue 
de ce plan (voir le n° 21.). La section faite par un plan passant par une 
droite singuliére est composée de cette droite et d’une section résidue qui 
a la droite pour tangente d’inflexion soit aux deux points de contact avec 
la section résidue du plan uniponctuel, soit au point singulier. — La 
section faite par un autre plan par le point singulier a, en ce point, 
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deux branches faisant des inflexions; les tangentes d’inflexion coin- 
cident avee la droite d’intersection du plan avec le plan uniponctuel. 
— Deux branches de la courbe cuspidale de la surface ont, au point 
singulier, le plan uniponctuel pour plan osculateur. Chacune des nappes 
correspondantes de la développable tangente & la surface le long de 
la courbe cuspidale, a le plan uniponctuel pour plan tangent stationnaire. 

Le point singulier d’un plan uniponctuel, qui est un point double 
de la courbe cuspidale, n’étant qu’un point double de la surface, il faut 
soustraire, dans le second membre de l’équation (18), le nombre U’ 
du nombre total h des génératrices doubles d’un cone projetant la courbe 
cuspidale. 

Les propriétés indiquées d’un plan uniponctuel nous montrent aussi 
que le second membre de l’équation (22°) (voir le n° 8.) doit contenir 
U’; mais nous n’insisterons pas ici & la détermination directe de son 
coéfficient, qu’on peut déduire des autres équations. 


IX. - 
Plans osculateurs (0) et points osculateurs (0’). 


43. Nous dirons qu'un plan dont la section a, en un point simple 
de la surface, un point triple est osculateur da la surface; nous appellerons 
le point triple de la section le point dosculation, et les trois tangentes 
en ce point les tangentes principales du plan osculateur. 

Il résulte de la définition que les droites du plan osculateur qui 
passent par le point d’osculateur rencontrent la surface en trois points 
coincidents, les tangentes principales, en quatre; que le plan osculateur 
est osculateur aux courbes de la surface qui passent par le point d’os- 
culation; qu’une section plane passant par ce point y a la droite d’inter- 
section avec le plan osculateur par tangente d’inflexion; et que la section 
faite par un plan passant par une tangente principale a, au point 
dosculation, un contact quatreponctuel avec cette droite. Toutes les 
courbes qui sont tangentes aux tangentes principales au point d’osculation 
auront un tontact quatreponctuel avec le plan osculateur. 


44. Représentation analytique. Si Yon prend le plan osculateur 


‘ pour plan z= 0, et le point d’osculation pour origine, l’équation de 


la surface aura la forme suivante 
(I) e+o=0, 
oi tous les termes de m sont d’un degré supérieur au deuxieme. 

On en déduit une série servant 4 exprimer l’ordonnée z @un point 
de la surface voisin du point d’osculation, qui, ordonnée suivant des 
termes de degré ascendant par rapport a x et y, commencera par 


(I) 2 = (ax Bday 4 3exry* dy’) + (a!+--)+ +>. 
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Les tangentes principales sont déterminées par l’équation 
(11D axz® + 3ba?y + 3cery? + dy = 0. 


On trouve sans difficulté que deux branches de la courbe parabolique, 
dont les tangentes sont déterminées par |’équation: 


(IV) (b?—ac)a* + (be—ad)ay + (?P—bdbd)y’ =0, 

passent par le point singulier. Elles sont réelles ou imaginaires suivant 
que le nombre de tangentes principales réelles est égal 4 un ou trois, — 
La génératrice de |’enveloppe des plans tangents stationnaires qui corre- 


spond a l'une des deux branches de la courbe parabolique est tangente 
& Yautre (voir la note du n° 37.). 


45. Cdne circonscrit dont le sommet se trouve en un point P dun 
plan osculateur. Ce cone ne se décompose pas. La droite joignant P au 
point d’osculation O est génératrice double, et six droites d’intersection 
du cone avec le plan osculateur, qui est le seul plan tangent le long 
delle, coincident avec elle. «+ 

Une section plane de ce cone aura un point double Q@ a une seule 
tangente @ qui rencontre la section en six points coincidents. Alors 
il résulte du théoreme 1 de mon article sur les singularités de courbes 
planes, que quatre des tangentes & la section qui passent par un point 
quelconque de la tangente (Q), et six de celles qui passent par le point 
Q, coincident avec la droite (Q). On voit done que la singularité est 
réciproque & celle que nous avons rencontrée dans le n° 38. Il faut 
donc essayer d’attribuer & ses équivalents pliickériens un des groupes 
suivants de valeurs: 


2,0\. (3,0\_ 0, 2\, (2,1 
5, 9)3 (6 2) = 3, 4)3 5, 3): 

Or la droite PO, ne rencontrant la surface qu’en trois points coin- 
cidents, ne peut étre génératrice double du cone circonscrit. Le seul 
des quatre groupes d’équivalents qui reste possible est donc (°° a : 

? 
Il s’ensuit que deux nappes du cone circonscrit, ayant des contacts du 
second ordre avec le plan osculateur, passent par PO. 

Nous voyons donc que trois des b’ plans tangents doubles et quatre 
des ¢’ plans tangents stationnaires de la surface qui passent par un 
point P du plan osculateur coincident avec lui. N’ayant trouvé que 
deux branches correspondantes de la courbe parabolique, nous voyons que 
le plan osculateur est deux fois plan tangent stationnaire de l'enveloppe 
des plans tangents stationnaires de la surface. 

Si le sommet se trouve sur une des génératrices de contact du 
plan osculateur avec l’enveloppe des plans tangents stationnaires, le céne 











nt 


st 
ut 


" 
ul 


du 


re 
un 
ue 
ue 


pe 


du 
ne 








Sur la théorie des surfaces réciproques. 503 


circonscrit aura une singularité représentée par les équivalents (3 >) A 
i ? 


Elle est formée d’une seule nappe double, dont une section plane a un 
point de rebroussement de seconde espéce dont les deux branches partielles 


ont entre elles un contact de l’ordre 7) et, avec le plan osculateur, 
un contact du second ordre. 


46. Céne circonscrit ayant pour sommet un point T dune tangente 
principale en un plan osculateur. Le cone ne se décompose pas. La 
tangente principale en est une génératrice triple, et sept génératrices 
d'intersection du cdne avec le plan osculateur, qui est le seul plan tan- 
gent le long d’elle, coincident avec elle. 

Pour trouver les équivalents de cette singularité nous appliquerons 
la représentation analytique a |’étude des ordres des angles infiniment 
petits des génératrices d’intersection avec un plan par 7 dont la distance 
du point singulier O est infiniment petite du premier ordre. Prenant 
la tangente principale OT pour axe y=0Q, 2=—0Q, nous pourrons 
représenter ce plan par l’équation y=k, ot k est un constant qui 
est infiniment petit du premier ordre; car les formes des équations ne 
s’altérent pas si l’on suppose que les coordonnées soient, au lieu de 
cartésiennes, des coordonnées tétraédriques, oi J’ peut étre le sommet 
y=s=0, t=O. 

Les points de contact, voisins de O, de tangentes a la section qui 
passent par 7' se déterminent, selon l’équation (II) du n° 44., ot a 
present a = 9), par 
(V) 42 3 (2ba-+ch)k + (deat+--) +--+ —=0. 

On en déduit une valeur de x qui est infiniment petite du premier 


ordre, et deux qui sont infiniment petites de lordre 1 Ala premiere 


= 
correspond, selon |’équation (II), une valeur de z qui est infiniment 
petite du troisiéme ordre, et aux autres, deux valeurs de z qui sont infi- 


niment petites du second ordre, et dont la différence est infiniment 
petite de lordre :. Les angles des tangentes par 7’ avec le plan 


z= 0, et entre elles, étant des mémes ordres que ces quantités infini- 
ment petites, on voit que la singularité du cone est formée dune nappe 
simple rencontrée par le plan osculateur en trois génératrices coincidentes, 
et dune nappe double dont une section plane a un point de rebrousse- 
ment de seconde espéce ordinaire. 
Les équivalents de cette singularité ont pour valeurs principales 
5, 1 
2,8 
leurs est, selon les résultats trouvés dans le n° précédent, le seul pos- 


); qu’on peut remplacer par (? ’) - Ce dernier groupe de va- 
? 
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sible. Quatre des plans tangents stationnaires, et quatre des plans 
tangents doubles qui passent par 7' coincident avec le plan osculateur. 
La derniére circonstance nous montre, que les tangentes principales 
sont les génératrices de contact du plan osculateur avec la développable 
bitangente, ce qui résulte aussi du fait que ces droites sont les seules 
qui rencontrent la surface en quatre points coincidant avec O. 

Nous verrons dans le n° suivant que le point O n'est pas point 
de contact d’une tangente principale avec |’aréte de rebroussement de 
la développable bitangente. Nous pourrons donc appliquer les recherches 
que nous venons de faire au cas ot le sommet 7’ se trouve en ce point 
de contact. Alors le plan y =k passera par une génératrice de la dé- 
veloppable bitangente qui est infiniment voisine d’une tangente princi- 
pale, et les points de contact de cette génératrice seront ceux que dé- 


terminent les valeurs de x qui sont infiniment petites de l’ordre = On 


voit ainsi que la tangente principale a un contact simple avec la courbe 
de contact de la dévéloppable bitangente. L’ordre des valeurs corre- 
spondantes de z montre, que le contact du plan osculateur avec la méme 
courbe est du troisitme ordre. La branche de la courbe de contact 
n’étant que simple, il faut que par le plan osculateur se fasse une tran- 
sition de plans tangents doubles aux contacts réels & d’autres dont les 
points de contact sont imaginaires. — Pour la présente position de 7’ 


les équivalents auront les valeurs de ( : ; 
? 


47. Céne circonscrit ayant pour sommet le point dosculation O 
dun plan osculateur. On trouve sans difficulté que a,—a—3, n,—n’. — 
a—12=a,—9 des génératrices d’intersection du cone résidu avec le 
plan osculateur sont tangentes 4 la surface en des points différents 
de O. Les autres doivent coincider avec les trois tangentes principales, 
trois avec chacune d’elles; car les propriétés des différentes sections 
planes par O nous montrent qu’aucune autre tangente en Oene devient 
génératrice du cone résidu. 

Le plan osculateur est done 12 fois plan tangent double et 3 fois 
plan tangent stationnaire du cone résidu. Si nous supposons qu'il compte 
pour X plans tangents a chacune des trois nappes de la développable 
bitangente qui y sont tangentes, et pour Y plans tangents 4 chacune 
des deux nappes de l’enveloppe des plans tangents stationnaires qui 
ont avec lui-un contact du second ordre, nous saurons que X > 2, 
Y>3; car les génératrices de contact de ces nappes passent par O. 


Les nombres b,’ et c, des plans tangents singuliers du cone résidu 
auront les expressions suivantes 


b/=b+12—3X, ¢(—c'+3—-—2Y. 
On peut done déduire de la deuxieme équation pliickérienne 
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m, (m,—1) = a, + 2b,'+ 3¢,, 
6X+6Y=—30, 
dont la seule solution conforme aux conditions que nous venons de 


nommer est X = 2, Y = 3, ce qui montre qu’aucune des arétes cuspi- 
dales des deux développables ne passe par 0. 


On trouve maintenant 
a,=a—3, 0, =—=d0—3a+424, x,—x— 12, 
=n, b/=v'+6, ¢ =¢ —3. 


que 


48. Résultats. Le plan osculateur est deux fois plan tangent sta- 
tionnaire a Venveloppe des plans tangents stationnaires. Les génératri- 
ces de contact passent par le point dosculation; mais leurs points de 
contact avec Varéte cuspidale de la développable ne se trowvent pas au 
point dosculation. L’équation (19) ne contiendra donc pas O. 

Le plan osculateur est tangent a la développable bitangente le long 
des trois tangentes principales, qui sont aussi tangentes aux branches 
correspondantes de la courbe de contact de cette développable. Leurs 
points de contact avec lVaréte cuspidale de la développable ne se trowvent 
pas au point @osculation. 


49. Points osculateurs. Nous dirons que le sommet d'un cone cir- 
conscrit qui a pour plan tangent triple un plan tangent simple de la 
surface, est un point osculateur de la surface; nous appellerons le plan 
tangent triple du cone le plan d’osculation et les génératrices de con- 
tact les axes principaux. 

Les propriétés tangentielles du point osculateur, dont la définition 
est tangentielle, se déduisent sans aucune difficulté, au moyen du prin- 
cipe de dualité, des propriétés ponctuelles, exposées dans le n° 43., des 
plans osculateurs. Nous nous bornerons & nommer quelques unes des 
propriétés ponctuelles des points osculateurs, qu’on trouve en appli- 
quant le principe de dualité aux résultats trouvés dans les n* 44—48. 


Un point osculateur est un point quadruple de la surface. La 
section d’un plan quelconque passant par lui y a deux branches doubles, 


- formant des points stationnaires, et. tangentes au plan d’osculation. — 


La section faite par le plan d’osculation a au point osculateur trois 
branches, formant des points stationnaires, et tangentes aux trois axes 
principaux. — Le point osculateur est point stationnaire de deux bran- 
ches de la courbe cuspidale. Les tangentes & ces branches — dont cha- 
cune est en méme temps génératrice de contact du plan dosculation 
avec la développable tangente la surface le long de l'autre branche 
de la courbe cuspidale — sont deux droites distinctes du plan d’oscu- 
lation. La section faite par un plan passant par une de ces droites 
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nh formée d’une seule branche quadruple, et 


qu’on peut représenter par une équation de la forme*) 


y= art + batteat4t.... 


Trois branches de la courbe double passent par Je point osculateur 
ot elles sont tangentes aux axes principaux. Ces mémes droites sont 
génératrices de contact du plan d’osculation avec la développable tan- 
gente & la surface le long de sa courbe double. Le point osculateur 
est point stationnaire des trois branches correspondantes de l’aréte de 
rebroussement de cette développable. La section faite par un plan 
passant par un des axes principaux a, au point osculateur, deux bran- 
ches doubles tangentes a cet axe: lune forme un point stationnaire, 
l'autre un point de rebroussement de seconde espece. — Le plan d’oscu- 
lation n’est osculateur & aucune des branches de la courbe double ou 
cuspidale. 


a une singularité ( 


On voit qu’avec la droite joignant un point P de l’espace a un 
point osculateur O' coincident 3 génératrices doubles du céne, au som- 
met P, qui projette la courbe double, 4 génératrices doubles et 2 gé- 
nératrices stationnaires du céne projetant la courbe cuspidale, et 12 
génératrices d’intersection de ces deux cones. Voila l’explication des 
termes 2 O' des équations (11) et (12), et des deux premiers termes con- 
tenant O’ dans les équations (17) et (18) (dans leurs premieres formes). 


Les propriétés des sections planes passant par un point osculateur 
O’ montrent, que la droite joignant P & un point Q de la courbe 
double dont la distance de O' est infiniment petite du premier ordre, 
rencontre encore la surface en deux points dont les distances de Y, de 
méme que la distance de l'un & l’autre, sont infiniment petites de 
Yordre ; ; et que la droite joignant P a un point R de la courbe cuspi- 
dale dont la distance de O’ est infiniment petite du premier ordre, ren- 
contre encore la surface en deux points dont les distances de Q sont 


infiniment petites de l’ordre : » pendant que la distance de l'un a l'autre 
est de lordre + - Ces indications contiennent les explications du coéf- 
ficient 9 = 3 - 2 2 des termes 9-0’ dans les équations (14) et (17), 
du coéfficient 12 = 2-2-2. du terme 12-0’ de l’équation (15), et ; 


du coéfficient 18 = 2.2.2. du terme 18-0’ de V’équation (18). 


*) Voir le n° 6. de l'article sur les singularités des courbes planes. Comparer 
aussi au n° 38. du présent article. 
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Le terme 3-0’ de l’équation (21) résulte de la coincidence des 
plans tangents en chacun des trois points de la courbe double qui co- 
incident avec le point osculateur. On voit aussi sans difficulté que le 
second membre de l’équation (22%) doit contenir 0’; mais nous n’in- 
sisterons pas ici & la détermination directe de son coéfficient, qu’on 
peut déduire des autres équations. 

Note. En considérant les formules du n° 3. on voit que les plans 
osculateurs n’ont sur les nombres. de Salmon que I’influence suivante 
assez limitée: si Von attribue a une surface déja connue O plans oscu- 
lateurs, il faudra seulement substituer t'— O, r'— O, m’— 40, h’+ 20, 
B—30 at’, r’, m’, h’, B’. L’influence des points osculateurs s’exprime 
de la maniére analogue. . 


X. 
Points coniques. 


50. Un point.u-tuple de la surface est un point od mw des points 
d'intersection d’une droite quelconque passant par lui coincident. Les tan- 
gentes en ce point, c’est 4 dire les droites qui ont u + 1 intersections: 
confondues forment un céne, qui doit étre d’ordre w, parce qu'un plan 
queleonque par le point singulier contient wu tangentes. Nous appelons 
ce cone le céne tangent, et s'il est un cdne propre nous appelons le 
point singulier un point conique. Le cone tangent peut étre composé 
de cones d’ordre inférieur: toutefois nous supposerons qu'il n’y ait pas 
des plans au nombre de ces parties du cone tangent*). 

u(u-+1) génératrices du céne tangent rencontrent la surface en 
u + 2 points coincidents. On peut démontrer ce fait connu de la ma- 
uiere suivante **): 

Si lon prend le point conique C pour centre de projection, les pro- 
jections des sections faites par un faisceau de plans sur un plan quel- 
conque formeront un systéme de courbes d’ordre , ov la projection de 
la section du plan du faisceau qui passe par C est composée de la trace 
du cone tangent et d’une droite (n—w)-tuple, n étant ordre de la 
surface. Les w-m points d’intersection de la trace du céne avec la 
courbe consécutive du systeme sont: 1° les traces des w génératrices du 
cone tangent qui rencontrent |’axe du faisceau, comptées n —u —1 fois, 
parce que chacune de ces génératrices rencontre la surface en » — u—1, 


*) Comparer a la note du n° 2. 

**) On trouve dans le n° 20. des ,,Preliminart di wna teoria geometrica delle 
Superficie* de M. Cremona une autre démonstration géométrique du méme fait, 
qui est plus simple, mais qui me semble moins commode pour I’étude de l’'in- 
fluence des branches de la courbe double et de la courbe cuspidale qui passent 
par le point conique. 
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points différents de C, et 2° les traces des droites cherchées. Le nombre 
de celles-ci devient done égal a 
wen — w(n—p—1)=—e(u+l). 

Les points d’intersection d’une courbe d’un systeme avec la courbe 
consécutive se distribuent de la maniére suivante: il y en a un en 
chaque point de contact de la courbe avec l’enveloppe des courbes du 
systeme, deux en chaque point double qui appartient au lieu des points 
doubles des courbes du systeme (et qui n’est pas, par conséquent, un 
nouveau point double), et trois en chaque point stationnaire qui appar- 
tient au lieu des points stationnaires des courbes du systeme. On voit 
ainsi que 2y des droites par C que nous venons de trouver coincident 
avec les tangentes aux y branches de la courbe double, et 32, avec 
les tangentes aux z branches de la courbe cuspidale qui passent par 
le point conique. Il] reste donc 


w(e+l1) —2y — 32 
génératrices simples du cone tangent dont w -+- 2 points d intersection avec 
la surface coincident avec le point conique. Nous les appelons les tan- 
‘gentes principales. Ayant désigné (voir le n° 1.) la classe du cone 
tangent par v, et les nombres de ses génératrices doubles et station- 
naires qui ne sont pas tangentes & la courbe double et cuspidale, par 
y et €, et ayant posé (voir les formules (2) et (3) du n° 3.) 

v+ 2 y+ 3o= «2, 
nous aurons pour le nombre des tangentes principales l’expression plus 
simple: 

2u+2z. 

Les » et les € génératrices singuliéres ne rencontrent en général 
la surface qu’en m-+-1 points coincidents; car un nouveau point double 
ou stationnaire d'une courbe d’un systeme nest pas en général point 
d’intersection de la courbe avec la courbe consécutive du systéme*). 


51. Sections planes. Connaissant les nombres des intersections 
confondues des différentes droites passant par un point conique, on 
trouve sans difficulté les propriétés des différentes sections planes pas- 
sant par lui: 

Une section plane passant par un point conique (u-tuple) y aura 
en général un point u-tuple a branches distinctes. Si le plan de section 
est tangent au céne tangent, ou passe par une des y génératrices doubles, 
ou des € génératrices stationnaires, deux branches réunies formeront un 
point stationnaire. Si le plan satisfait ’ deux des conditions nommées 
la méme réunion de deux branches aura lieu deux fois. Si le plan de 


*) Comparer aux propriétés de la tangente singuliére en un point biplanaire. 
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section est un des plans tangents stationnaires du céne tangent, ou un 
plan tangent a lui le long dune des y ou des € génératrices singuliéres, 
trois branches réunies formeront un point triple a une seule tangente — 
ou bien, une singularité représentée par (57 5) - — Si le plan de section 
? 
passe par une des 2u--x tangentes principales, une des branches de la 
section fera une inflexion au point conique. Si le plan est tangent au 
cone le long dune tangente principale, ou ad une des y branches de la 
courbe double, deux des w branches de la section seront tangentes Vune 
ad Vautre sans se réunir. Le contact sera, dans le dernier cas, du se- 
cond ordre si le plan est osculateur 4 la courbe double. Si le plan est 
tangent a une des z branches de la courbe cuspidale, deux branches ré- 
unies de la section formeront un point de rebroussement de second espéce. 
S'il est osculateur a la courbe cuspidale, deux branches distincfes auront 
entre elles un contact du troisitme ordre. Si le plan de section est 
tangent au céne tangent le long d'une des y tangentes a la courbe double, 
trois des u branches de la section, dont les deux se réunissent et forment 
un point stationnaire, auront la méme tangente; cette singularité a les 


équivalents (5 ) - Si le plan est tangent au céne tangent le long 
? 


@une des z tangentes a la courbe cuspidale, trois branches de la section 
se réuniront et formeront une branche triple ad une seule tangente qui a 
avec elle cing intersections confondues; cette branche qu’on peut repré- 


senter par une série de la forme y = ax +.--- a pour équivalents 
oes 2,2 
pliickériens ( . 
4,4 


52. Cone circonscrit ayant pour sommet un point quelconque P de 
Vespace. Dans le point u-tuple de la section d’un plan passant par le 
point conique C se confondent y des b points doubles et 2 des ¢ points 
stationnaires de la section. Elle est donc de la classe 


a—pu(u—1)+2y+ 32. 


Il en résulte que 
u(u—1)— 2y—32—2 


- des génératrices d’intersection du plan avec le cone circonscrit coinci- 


dent avec la droite PC, qui devient ainsi génératrice x-tuple du cone 
circonscrit. 

Les plans tangents au cone le long de cette génératrite sont: 
1° les » plahs tangents au céne tangent qui passent par CP, 2° les 
plans joignant CP aux y génératrices doubles, et 3° les plans joignant 
CP aux € génératrices cuspidales du cone tangent; car chacun de ces 
plans contient « + 1 génératrices coincidantes du cone. «a étant égal 
i v + 2+ 36, il faut que les treis classes de plans tangents soient 
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tangents respectivement & des nappes simples, doubles et triples du 
cone circonscrit. 

La droite qui joint le point conique C au sommet d'un céne cir- 
conscrit est génératrice x-tuple de ce cone: les v plans par cette droite 
qui sont tangents au céne tangent en C sont tangents d des nappes simples 
du céne circonscrit, les plans passant par les » génératrices doubles, a 
des nappes doubles formant des génératrices stationnaires, et les plans 
passant par les £ génératrices stationnaires, a des nappes triples dont la 

' ~ “* anal 2 
singularité est représentée par les équivalents (5 5) . 
On voit que 


201+ 2uq + 30g 4 4 =) + Gye 4+ 9 HERD 45 

génératrices doubles et 
n+ 26 

génératrices stationnaires du cOne circonscrit coincident avec la droite PC. 

C étant un point y-tuple de la courbe double et un point z-tuple 
a(z— 
( en 
doubles des cones projetant ces courbes, et yz, xy et xz de leurs be, 
ab et ac génératrices d’intersection, entre eux, et avec le cOne circon- 
scrit, coincident avec la droite PC. 

Remarquant encore qu'une génératrice de l'un de ces trois cdnes 
qui fait avec PC un angle infiniment. petit du premier ordre, a u — 2 
points d’intersection avec la surface qui se trouvent 4 des distances in- 
finiment petites du premier ordre du point de contact avec la surface 
ou du point d’intersection avec la courbe singuliére projetée, et qui ont 
entre eux des distances du méme ordre, nous voyons que 


«(u—2) ? y (u—2) ? 2(u—2), 
a(u—2)(u—3), y(u—2)(u—3), — #(u—2) (u—3) 
des coincidences dont les nombres sont indiqués par les premiers 
membres des équations (13), (14), (15) et (16), (17), (18) du n° 3, 
ont lieu au point conique C. (Voir la démonstration de ces formules 
dans le n° 6.) 

Ces différentes remarques démontrent complétement Vinfluence d’un 
point conique aux formules (13), (14), (15), (16), (17), (18). Le terme 
2 [2(u-—~3)] de V’équation (22) dans le n° 8. s’explique d'une maniére 
analogue. On comprend aussi que l’équation (20") doit contenir v, 4 
et €; mais les coéfficients de 4 et € en X(v-+4y-+7§) sont plus dif- 
ficiles & déterminer directement. 


de la courbe cuspidale, on voit que xg—0) et | génératrices 


53. Céne circonscrit ayant pour sommet un point P du céne tan- 
gent en un point conique C. Le céne ne se décompose pas. La droite 
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PC devient génératrice (x+1)-tuple. 2—2 des plans tangents le long 
delle (les plans tangents aux 7 nappes doubles étant comptés pour 
deux, les plans tangents aux € nappes triples, pour trois) se détermi- 
nent comme dans le n° précédent: il faut done que le plan tangent au 
cone tangent le long de CP soit tangent & une nappe triple du codne 
tangent. Ce plan contient x-+ 2 génératrices coincidentes du cone 
circonscrit, et, par conséquent, x-+- 2 — (w—2) ou quatre génératrices 
de la nouvelle nappe triple. La singularité de celle-ci est done repré- 
sentée par (7 2. 
0, 0 

Deux des v plans tangents au cone tangent coincidant avec le 
plan tangent a la nouvelle nappe triple, celle-ci remplace deux nappes 
simples d’un cone circonscrit & sommet quelconque. Nous voyons done 
que dans le cas actuel «—2 génératrices doubles et deux génératrices 
stationnaires viennent se joindre a celles qui coincident ordinairement 
avec la droite menée du sommet du cdne circonscrit au point conique. 

54. Cdne circonscrit ayant pour sommet un point conique C. La 
classe d’une section plane passant par C étant égale & a—z, on peut 
y mener a—2—2y tangentes qui passent par le point u-tuple C sans 
avoir ce point pour point de contact. On aura donc 

a,=a—2u—2. 

Ce résultat s’explique aussi par la considération d’un cone circon- 
scrit dont le sommet P, mobile sur une courbe quelconque passant 
par C, vient coincider avec C. Ce cone se décompose, si |’on le re- 
garde comme lieu de ses génératrices, en les parties suivantes: 1° le 
cone tangent d’ordre uw, pris deux fois; 2° les v plans tangents au cone 
tangent qui passent par la position limite de CP; 3° les y plans qui 
joignent cette position limite aux y génératrices doubles, pris deux fois; 
4° les § plans que la joignent aux € génératrices stationnaires, pris 
trois fois; et 5° le cone résidu d’ordre a,. Ces différentes parties com- 
posent le céne circonscrit total au sommet C. 

A Yexception des génératrices qui établissent pour un sommet P 
infiniment voisin de C, la connexion de ces différentes parties du cone 


_ circonscrit, leurs génératrices d’intersection appartiennent aux 6—9d, 


génératrices doubles du cone total qui-ne sont pas génératrices doubles 
du cone résidu. 

La connexion du cone tangent avec le cone résidu s’établit par les 
génératrices de celui-ci dont les points de contact coincident avec le 
point conique C. Ces génératrices ont «+2 intersections confondues 
en C, sans que les deux intersections nouvelles appartiennent a la 
courbe double ou cuspidale: elles sont done les 2u-++-x tangentes prin- 
cipales. La section faite 4 la surface par le plan tangent au cone 
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tangent le long d’une tangente principale, n’est, selon le n° 51., que 
de la classe a — x — 2; il en résulte, que ce plan ne contient que 
a—x—2u—2 génératrices du cone résidu dont les points de contact 
sont différents de C. Les deux autres coincident avec la tangente prin- 
cipale; le céne résidu est done tangent au céne tangent le long des 
2u + «x tangentes principales*). Il reste 
u(a—2u—z2) — 2(2u+2) 

génératrices d'intersection des deux cOnes: avec chacune d’elles coinci- 
dent — & cause de la duplicité du cone tangent regardé comme partie 
du cdne circouscrit total — deux des d— 0, génératrices doubles du 
cone total qui n’appartiennent pas au céne résidu. 

La connexion du céne tangent avec les v plans simples, les 7 
plans doubles et les € plans triples se fait évidemment par les v gé- 
nératrices de contact et par-les » et € génératrices singuliéres du cdne 
tangent. Chacun des plans rencontre le cOne tangent en u—2 autres 
génératrices. Ayant égard aux degrés de multiplicité du cdne tangent 
et des plans, on trouve ainsi 2(u—2)z génératrices doubles apparte- 
nant au nombre d—9,. 

Les plans dont nous venons de parler n’ont aucune connexion ni 
avec le céne résidu ni entre eux. Nous trouvons ainsi les termes sui- 
vants de la différence d—0,: 


x(a—2u—zx) + P=") 4 2g + 3vg+4 I) + bug + 9 FEED. 


On voit de méme que quatre des d —0, génératrices doubles qui n’ap- 
partiennent pas au cone résidu coincident avec chacune des y tangentes 
en C a la courbe double. On doit encore attendre d’en trouver qui 
coincident avec les z tangentes 4 la courbe cuspidale. Nous verrons 
aussi que la différence d—0, contient le terme 32; nous commencerons 
par y introduire le terme 

(3+2Z)z, 


ot Z est un nombge entier encore inconnu. 


Pour trouver si le nombre d — 0, contient d’autres termes que ceux 
que nous avons déja déterminés, nous remarquerons que toutes les 
droites dont 6— 0d, indique le nombre, doivent appartenir a l'une ou 
Yautre des deux classes suivantes. 

La premiére classe contient les positions limites des génératrices 
doubles d’un cdne circonscrit au sommet P qui coincident avec PC. 
Si le sommet P vient coincider avec C, aucune de ces. génératrices 
n’appartiendra en général, au cone résidu. Leur nombre (voir le n° 52.) 


*) La méme chose résulte aussi des considérations au moyen desquelles nous 
avons trouvé le nombre des tangentes principales (n° 50). 
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2050 4 2un 4+ 3+ 42K) 4 6yg + 9F=) + ¢ 


fait done en entier partie de d—0@,. Nous avons déja rendu compte 
de tous ces termes a l'exception de £, qu'il faut ajouter aux termes de 
d—d, déja trouvés, 

La seconde classe contient des positions limites de tangentes doubles 
passant par P. II est évident qu'une droite d’un des v, 9 ou € plans 
qui font partie du cone total n’appartient pas 4 ce nombre, 4 moins 
quelle ne soit en méme temps génératrice d’une autre partie du cdne 
circonscrit total. Ayant déji rendu compte de toutes les intersections 
de ces plans entre eux et avec le céne résidu, nous n’aurons besoin de 
chercher que les tangentes doubles qui sont génératrices du cone tan- 
gent. Chacune de celles-ci sera tangente en C a une ou plusieurs des 
branches du point u-tuple d’une section plane quelconque de la surface 
passant par elle. Si son autre contact a lieu en un point différent de 
C, ou s'il résulte d’un ,sommet* formé par les autres branches du point 
multiple, elle appartiendra & un des nombres u (a —2¢—x)—2(2u+2) 
ou (u—2)az, dont nous avons déja rendu compte. Les seuls cas qui 
nous restent 4 discuter sont done les deux suivants: 1° celui od une 
droite par C aurait un contact quatreponctuel avec une branche simple 
des sections planes passant par elle, et 2° celui ov elle serait tangente 
a deux branches — distinctes ou formant un point de rebroussement 
de seconde espece — de ces sections. Le premier de ces cas est en 
général impossible, parce qu’alors la droite aurait » +- 3 intersections 
confondues en C; l'autre aura lieu seulement si la droite est une des 
y et z tangentes 4 la courbe double et a la courbe cuspidale, dont nous 
avons déja rendu compte. Cette seconde classe. n’améne done aucun 
terme du nombre d— 0, dont nous n’avons pas rendu compte déja. 

Nous aurons ainsi 


6, = 0 — 2[u(a—2u—2) — 224+ 2)] — 2(¢—2)a 


v 


— 2(a—2p —2) — P=) _ 2y9—3vg—420—) _ Gng 
— 9 =) _ ¢__4y — (84-2). 


On trouve la classe »,’ du cdne résidu, qui est le nombre des plans 


passant par une droite par C et tangents 4 la surface en des points 
différents de C, en regardant un autre point P de cette droite comme 
sommet d’un cdne circonscrit. Alors les théoremes démontrés dans le 
n° 52. nous montrent que 


n, =n —2v — 3y — 46. 
Le céne circonscrit total, regardé comme enveloppe de ses plans 
tangents, s'est décomposé en les parties suivantes: 1° le cone tangent, 
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pris deux fois; 2° les 4 génératrices doubles, prises trois fois; 3° les € 
génératrices stationnaires, prises quatre fois; et 4° le cdne résidu. 
Connaissant des expressions des trois nombres pliickériens a,, 0, 
et »,° du cone résidu, on peut en déduire des expressions des autres. 
En réduisant l’expression de b," au moyen des équations pliickériennes 
appliquées au cone tangent et 4 un cone circonscrit 4 un sommet quel- 
conque (formules (3), (4), (5) et (6), (7’), (8) du n° 3.), on trouve 


b, = 0 — 2 [y(n —2v —3y—46) — 2(2u-+-2)] 
— (84-4468) (n' — 2v—3y—48) — 6y(v—4) — 8§(v—3) 
— 9 20—) — 129¢—1622@—)) _ 4u—30— 109—9¢—Ze. 


On déduit, sans difficulté, les termes du second membre de cette équa- 
tion, 4 l’exception des quatre derniers, de la décomposition du cdne 
circonscrit total regardé comme enveloppe: ils indiquent les nombres 
des plans tangents communes a deux parties de ce cone, qui n’établis- 
sent pas des connexions de ces parties, — et des plans tangents doubles 
du cone tangent — multipliés par les produits des nombres qui indi- 
quent les degrés de multiplicité des parties respectives du cdne*). On 
trouve aussi sans difficulté que la différence b’— b,’ doit contenir des 
termes qui sont des multiples de v, 7 et €, et nous verrons méme, 
dans ce qui suit, des explications de la signification de leurs coeffi- 
cients. Mais le plan tangent au cdne tangent le long d'une des z 
tangentes 4 la courbe cuspidale n’est qu'un plan tangent simple de la 
surface**), et il n’existe pas d'autres plans tangents doubles du cdne 
total, perdus par le céne résidu, dont le nombre est toujours égal a z 
(ou & un polynome composé de z, v, 9, §). On voit donc que le co- 
efficient Z est égal a zéro. 


Nous avons done démontré que 
a,=—a—2yu—2, 
n,' =n —2v —3n— 46, 


8, = 8 —2[u(a—2p—2) — 2Qu+2)) — 2(u—2) a 
»(v—1) 


— &(a—2p—2) ——— — 2g — Bug — 4d) — buf 


—9 = _¢_ ay 35, 


*) Comparer au n° 62. 
**) En effet, la section qu'il fait, ayant deux points doubles et deux points 
stationnaires au lieu de trois points doubles et un point stationnaire d'une autre 
section par C, est de la classe a—ax—1 de méme que les sections faites par les 
autres plans tangents au cdne tangent. Il est donc plan tangent simple d’un 
cone circonscrit ayant pour sommet un quelconque de ses points. 
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by = — [(2v +3448) (n’—2v—3y —40) — 4(2n+22)] 
— 6y(v—4) — 8f(v—3) —9 2=) _ 129¢— 16 HE—8. 
—4Au — 3v —10n — 9. 

uw, = "x —2z2—3(2u+2) — 3v — Ty — 11, 

c{ =¢ —2Qv — 3(2Qp+2) — 10n — 128. 


Nous verrons dans ce qui suit les explications des différents termes 
de ¢,’ *). 


XI. 
Points coniques (Suite). 


55. Proprictés ayant rapport aux 2u4-+-x tangentes principales. 
La section faite 4 la surface par le plan tangent au coéne tangent en 
un point conique C le long d’une tangente principale, a, selon le n° 51., 
un nouveau point double coincidant avec le point conique: elle n'est 
done que de la classe a—xz—2. II en résulte que x+ 2 des droites 
d'intersection de ce plan avec un cone circonscrit dont le sommet P 
se trouve sur lui coincident avec la génératrice z-tuple PC de ce cone. 
N’étant tangent qu’a une seule des x nappes de ce cone, il la ren- 
contre en trois génératrices coincidentes, ou bien, il en est un plan 
tangent stationnaire. Il sera donc un plan tangent simple de Venve- 
loppe des plans tangents stationnaires, mais non pas tangent a la dé- 
veloppable bitangente. 

On voit done pourquoi, dans les formules trouvées dans le n° pré- 
cédent, c’—c,', mais non pas b’—6,’, contient un terme 2u+<2. Le 
coéfficient trois de ce terme dans |’expression de c —c¢,’, nous montre 
que le point d’osculation du plan qui nous occupe, avec l’aréte de re- 
broussement de l’enveloppe des plans tangents stationnaires, se trouve 
en C. Sa génératrice de contact avec cette enveloppe doit étre la 
tangente principale, parceque celle-ci est tangente d’inflexion de toute 
section plane passant par elle. On le voit aussi en considérant le céne 
circonscrit qui a pour sommet un point 7’ de cette droite. On prouve, 
par les mémes procédés que nous avons employés dans le n° 53., que 


ce céne a la droite ZC pour génératrice (~-+2)-tuple: deux des v 


nappes simples d’un cOne circonscrit ordinaire qui passent par C sont 
remplacées par un assemblage quadruple de nappes**) tangentes entre 





*) Dans le tome 78 p. 339 des Comptes rendus de V Académie des Sciences 
j'ai appliqué expression, prouvée ici, de x, 4 la déduction du nombre des points 
stationnaires de l’enveloppe des courbes d’un systéme donné. La démonstration 
actuelle compléte celle des résultats que j’ai indiqués 4 l’endroit cité, 

**) Nous désignons par cette expression un groupe de 1—4 branches dont 
les degrés de multiplicité font la somme quatre. 
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elles, qui rencontrent leur plan tangent en six génératrices coincidan- 
tes. Cet assemblage a pour équivalents (5 5) car, le plan tangent 
? 


étant plan tangent stationnaire, mais non pas double, de la surface, 
ce groupe d’équivalents est le seul de ceux que nous avons nommés 
dans le n° 38., qui reste possible. — On voit que 2%—2 génératrices 
doubles et quatre génératrices stationnaires se sont jointes a celles qui 
coincident ordinairement avec la droite projetant le point conique C. 

Pour chaque tangente principale, une coincidence d’un point de 
la courbe parabolique avec le point correspondant de l’aréte de re- 
broussement de l’enveloppe des plans tangents stationnaires, a lieu au 
point conique. En considérant un céne circonscrit dont le sommet est 
infiniment voisin du plan tangent au cdne tangent le long d'une tan- 
gente principale, on voit que cette coincidence compte seulement pour 
une dans la formule (19). (Comparer au n° 19.) Voila pourquoi le 
second membre de Véquation (19) contient le nombre (2u+-x). On prouve 
du moyen du méme coéne circonscrit que la courbe parabolique a un 
contact du premier ordre avec toute tangente principale en C, et que 
le plan tangent au céne tangent le long de cette droite y est oscu- 
lateur. 

Le plan tangent au cine tangent en un point conique le long d’une 
tangente principale, est tangent, le long de la méme droite, a Venveloppe 
des plans tangents stationnaires. Le point correspondant de Varéte de 
rebroussement de cette développable se trouve au point conique. La branche 
correspondante de la courbe parabolique est, au méme point, tangente a 
la tangente principale, et a le plan tangent au céne tangent pour plan 
osculateur. 


56. Proprictés ayant rapport aux v plans tangents stationnaires 


du céne tangent. Nous désignerons par les noms de plan v“ et de 


»droite v~ un plan tangent stationnaire du cone tangent et sa généra- 
trice de contact. De méme nous désignerons, dans ce qui suit, par les 
notations de droite yn“ et de ,plan 4“ une des y génératrices doubles 
du céne tangent qui ne sont pas tangentes 4 la courbe double, et wn 
des deux plans tangents au cone tangent le long delle, et par les no- 
tations de ,droite €“ et plan €“, une des € génératrices stationnaires 
du céme tangent qui ne sont pas tangentes a la courbe stationnaire, et 
le plan tangent au cone tangent le long delle. — 

Si on prend pour sommet d’un cone circonscrit un point P d'un 
plan v, deux des v nappes simples de ce céne qui passent par PC 
coincident et sont tangentes au plan v. Dans la section faite par 


celui-ci, deux des 2-3 oint doubles confondus en C sont rem- 
? 2 Pp 


placés, selon le n° 51., par des points stationnaires: elle est done de la 
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classe a—z—2. Le plan v rencontre donc les deux nappes auxquelles 
il est tangent en quatre génératrices coincidentes. 

Cela prouvé, la supposition la plus simple serait que ces nappes 
fussent distinctes, et que chacune rencontrat le plan » en deux généra- 
trices coincidentes. Alors toutes les deux génératrices d’intersection 
des deux nappes appartiendraient aux 0 génératrices doubles du cone 
circonscrit, et le nombre de génératrices doubles coincidant avec PC 
dépasserait d’une unité le nombre ordinaire, trouvé dans le n° 52., ce 
qui est impossible; car la droite PC, qui rencontre une des nappes 
du céne tangent en tréis points coincidents et les autres en un seul 
point, ne peut étre position limite d’une tangente double de la surface. 
Il faut done qu'une de ces deux génératrices du céne circonscrit soit, 
au lieu de double, une génératrice stationnaire*). Alors les deux nappes 
forment une nappe double dont les sections planes ont des points de 
rebroussement de seconde espeéce, et un plan tangent double et un plan 
tangent stationnaire du cone circonscrit coincident avec le plan v. 


Un plan v est done premiérement tangent a la développable bitangente 
de la surface. La génératrice de contact, devant rencontrer une nappe 
de la surface en quatre points coincidents, coincide avec la tangente 
i la branche triple de la section faite par le plan v, ou bien avec la 
droite v. On peut aussi prouver d’une autre maniére que cette droite 
est génératrice de contact avec la développable bitangente, en prenant 
un de ses points 7’ pour sommet d'un cone circonscrit. Ce cone a la 
droite 7'C pour génératrice (v-+-1)-tuple: trois des v nappes simples 
d’un cone circonscrit ordinaire qui passent par C sont remplacées par 
un assemblage quadruple de nappes tangentes au plan v, qui les ren- 
contre en six génératrices coincidantes. Le seul des quatre groupes 
d’équivalentsyindiqués dans le n° 38. qui reste possible pour cet assem- 
blage est (5 ah de fagon que deux des 0’ plans tangents doubles du 

9 
cone circonscrit coincident avec le plan v. Nous voyons en méme 
temps que «—1 génératrices doubles et trois génératrices stationnaires 
se sont jointes & celles qui coincident ordinairement avec la droite 
projetant le point conique C. — Le coéfficient 3 du terme v de lex- 
pression de b’— b,’ trouvée dans le n° 54., nous montre que le point 
Wosculation d'un plan v avec l’aréte de rebroussement de la dévelop- 
pable bitangente, se trouve au point conique C. — La droite v est 


*) Comparer a la seconde note du n° 19. — Dans le cas actuel les coéffi- 
cients des termes v dans les expressions de 0,’ et ¢,’ trouvées dans le n° 54. nous 
montrent que les deux nappes partielles n'ont pas un contact supérieur 4 3, ou 
bien qu’une sewle génératrice stationnaire s’est jointe 4 celles qui coincident or- 
dinairement avec PC, 
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tangente & la courbe de contact de la développable bitangente. En 
considérant un cone dont le sommet est infiniment voisin du plan v, 
on peut démontrer que les deux points de contact de la génératrice de 
la développable bitangente qui fait avec la droite v un angle infiniment 
petit du premier ordre ont entre eux, et du point conique C, des 


distances d’ordre = *). Tl en résulte que la branche de la courbe de 


contact qui est tangente a la droite v est triple: un plan queleonque 
par cette droite la rencontre en quatre points coincidants, le plan », 
en six; un point double et deux points stationnaires sont réunis en C. 
Ces propriétés de la courbe de contact de la développable bitangente 
expliquent le coéfficient 3 du terme 3v’ de |’équation (21) dans le n° 4. 
— quon déduit des équations du n° 3. — ou plutdt le méme coéffi- 
cient du terme 3v de |’équation réciproque a (21). 


Un plan v est aussi tangent a Venveloppe des plans stationnaires 
de la surface. Les propriétés trouvées du cone circonscrit ayant pour 
sommet un point 7 de la droite v, nous montrent que cette droite 
n’est pas génératrice de contact avec l’enveloppe des plans tangents 
stationnaires. On sait aussi que cette derniére génératrice de contact 
n’a besoin de rencontrer une nappe-de la surface qu’en trois points co- 
incidants. Si l’on prend un point de cette derniére droite pour som- 
met, deux nappes du céne circonscrit auront entre elles un contact du 
troisiéme ordre, deux génératrices stationnaires s’étant jointes 4 celles 
qui passent ordinairement par C. — Le coéfficient 2 de v dans I’ex- 
pression de c’—c,’ trouvée dans le n° 54. nous montre que le point 
d’osculation du plan v avec laréte de rebroussement de l’enveloppe des 
plans tangents stationnaires ne se trouve pas en C. On voit la méme 
chose en observant que la branche correspondante de la courbe para- 
bolique, devant rester sur la surface, a pour tangente la droite v, qui 
est différente de la génératrice de l’enveloppe des plans tangents sta- 
tionnaires. Les propriétés d’un coéne ayant pour sommet un point quel- 
conque du plan v montrent, que ce plan n’est pas osculateur a la 
branche de la courbe parabolique dont nous venons de parler. 

Un plan tangent stationnaire du céne tangent en un point conique 
(un plan v), est plan tangent simple de la développable bitangente et de 
Venveloppe des plans tangents stationnaires de la surface. Sa généra- 
trice de contact avec le cone tangent (la droite v), est aussi génératrice 
de contact avec la développable bitangente (mais non pas avec Venveloppe 
des plans tangents stationnaires), et le point conique se trouve sur la 
branche correspondante de Varéte.de rebroussement de la développable bi- 


*) Comparer 4 la p. 39 (323) de mon mémoire déja cité sur les systémes de 
courbes planes, - 
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tangente (mais non pas sur celle de Varéte de rebroussement de Vautre 
développable). La branche correspondante de la courbe de contact de la 
développable bitangente est triple et tangente a la droite v: un plan quel- 
conque par cette droite la rencontre en quatre points coincidants, le plan 
v, en six; elle a un point double et deux points stationnaires réunis au 
point conique. La branche correspondante de la courbe parabolique est 
aussi tangente ad la droite v, mais elle n’a pas le plan v pour plan oscu- 
lateur. 

57. Cone circonscrit ayant pour sommet un point P dun , plan 4“*). 
Le cone ne se décompose pas, et le degré de multiplicité de sa géné- 
ratrice singuliere PC reste égal & «. Mais une des v nappes simples 
passant par cette droite coincide avec une des 7 nappes doubles. Le 
plan 9 a avec le cone x-+-2 intersections confondues en PC; cing 
d’entre elles doivent appartenir 4 l’assemblage triple que nous venons 
de trouver. Cet assemblage ne peut étre décomposable de nouveau 
en une nappe simple et une nappe double, formant une génératrice 
stationnaire; car alors ses équivalents auraient les valeurs de (5° ; \ 
et le plan 7 ne serait pas plan tangent stationnaire de la surface, con- 
trairement & l’expression de ¢,’ dans le n° 54., ot le coéfficient —10 
de » exprime que 107 des c’ plans tangents stationnaires qui passent 
par le point conique C coincident avec les plans 4, cing avec chacun. 
ll faut done que l’assemblage soit formé d’une seule nappe triple, dont 


une section plane est représentée par une série de la forme y=an +. 
et dont les équivalents ont, par conséquent, les valeurs de (> ‘). 
’ 
Nous voyons done que le plan y est plan tangent simple, soit de la deé- 
veloppable bitangente, soit de Venveloppe des plans tangents stationnaires. 
On voit en méme temps qu'une nouvelle génératrice stationnaire du 
cone circonscrit est venue se joindre aux (y-++2§€) qui coincident ordi- 
nairement avec PC; car la nappe double et simple qui se sont con- 
fondues forment ordinairement deux génératrices doubles et une géné- 
ratrice simple**). 


58. Cone circonscrit ayant pour sommet un point T dune droite n. 


‘On voit sans difficulté par des considérations infinitésimales qu'une 


*) Sur la signification de cette notation, voir au commencement du n° pré- 
cédent. 


**) L'impossibilité des équivalents = ) résulte aussi de la réflexion que la 


droite PC, qui rencontre une nappe du cone tangent en trois points, les autres 
en un seul, ne peut étre position limite d’une tangente double. Il est donc im- 
possible qu’une nouvelle génératrice double du céne circonscrit se soit jointe a 
celles qui coincident ordinairement avec PC, 
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droite est génératrice de contact de chacun des deux plans 9 qui 
passent par elle, non seulement avec la développable bitangente, mais 
aussi avec l’enveloppe des plans tangents stationnaires; mais le moyen 
le plus commode d’étudier les propriétés de cette génératrice est de 
discuter un cOne circonscrit ayant un de ses points 7 pour sommet. 

Liordre a, = a, et la classe n,’—= mn — 1, du cone résidu se trou- 
vent par les procédés ordinaires. 

On déduit des propriétés, trouvées dans le n° 51., des sections 
planes passant par le point conique C, qu'un plan quelconque passant 
par TC a x-+2 intersections avec le cone circonscrit réunies en TC, 
et chacun des deux plans y passant par elle, +3. Aux assemblages 
de nappes tangentes & ces deux plans appartiennent 4 des v nappes 
simples et une des 4 nappes doubles d’un cone circonscrit ordinaire. 
On voit donc que le degré de multiplicité de chacun est égal a 


» (+2 - (e@—4—2)] = 4. 


Ne rencontrant son plan tangent qu’en cing génératrices coincidentes, 
chacun de ces assemblages quadruples est formé d’une seule nappe 
quadruple ayant pour équivalents & 2 . 

? 

On voit done qu’aucun des plans tangents doubles ou stationnaires 
de la surface qui passent par la droite 7, n'est plan tangent double 
ou stationnaire du cone résidu. 

Les plans tangents doubles de la surface qui passent par la droite 
yn sont 1° les*) 


n— 1 —2-5—2(v—4) —3(y— 1) — 4 = n’— 2v — 3n — 46 
plans passant par la droite 7 et tangents a la surface en des points 
différents de C; 2° 

2(v—4) + 3(n—1) + 4¢ 
plans tangents, le long de 7'C, a d'autres nappes du céne circonscrit 
(voir le n° 52.); 3° un nombre inconnu 2 X de plans coincidant avec 
les deux plans 7. Les propriétés du cone circonscrit au sommet C 
(n° 54.), ou celles des sections planes par la droite 4, montrent qu'il 
n’en existe pas d'autres. — On voit de méme qu'un plan tangent sta- 
tionuaire qui passe par la droite » doit coincider avec l'un ou J’autre 
des deux plans y. Nous désignerons par 2 Y le nombre de plans tan- 


gents stationnaires a la surface passant par 7' qui coincident avec l’un 
ou l'autre de ces deux plans. On trouve ainsi 


*) La premiére expression résulte immédiatement des discussions faites dans 
le n° présent, la seconde, des propriétés, trouvées dans le n° 54., du cone circon- 
scrit au sommet C. 
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b= b' — (w—2v —3n—46) — 2(v— 4) — 3(qn—1) — 4 — 2X, 
ce = c¢—2Y, 


ot X et Y sont des nombres entiers et positifs. 


En appliquant la deuxiéme relation pliickérienne 4 ces expressions 

et aux valeurs déja trouvées de a, et m,', on trouve 
2X+3Y=10, 

dot’ X= Y=2. On voit ainsi qu’une droite ny est génératrice simple 

de chacune des deux nappes de la développable bitangente, et de chacune 

des deux nappes de Venveloppe des plans tangents stationnaires, qui pas- 

sent par elle. 

Les nombres pliickériens du cone résidu auront les valeurs sui- 
vantes : 

a, = a, é,=—0+2, “,—=x— 1, 
mi=n—1, b/)=V—w+T, ¢f=—c—4. 
On trouve sans diffigulté que 2(¢—3) génératrices doubles et 6 géné- 
ratrices stationnaires — dont l'une s’est transformée en deux généra- 
trices doubles — sont venues se joindre a celles qui coincident ordi- 
nairement avec la droite projetant le point conique. — 

Avec chacun des plans y coincident, selon le n° 54., cing des b’ 
plans tangents doubles, et cing des ¢ plans tangents stationnaires, 
qui passent par le point conique C.. Il en résulte que C est point 
triple, a une seule tangente, des branches des arétes de rebroussement de 
la développable bitangente, ct de Venveloppe des plans tangents station- 
naires, qui ont les plans y pour plans osculateurs. 

Au lieu de discuter ici les branches de la courbe de contact de 
la développable bitangente, et de la courbe parabolique qui sont tan- 
gentes aux droites 7, et de déduire ici les coéfficients du terme » dans 
les équations (19) et (21’) [réciproque & (21)], nous ferons dans les 
n°* 64.—66. la discussion et les déductions réciproques, qui nous sem- 
blent plus commodes*). 


59. Cone circonscrit ayant pour sommet un point P dun plan €. 
Le cone ne se décompose pas, et le degré de multiplicité de sa géné- 
ratrice PC reste égal 4 x. Mais une des v nappes simples passant 
par cette droite coincide avec une des € nappes triples. Le plan ¢ a 
avec le céne 2-+ 2 intersections confondues en PC; six d’entre elles 
doivent appartenir a ]’assemblage quadruple que nous venons de trou- 
ver. Liassemblage ne peut étre représenté par aucune des quatre 


*) Les opérations qui se correspondent par le principe de dualité reposent, 
en réalité, sur les mémes raisonnements; mais & cause du développement du 
langage géométrique et de l'habitude, l'une peut étre plus commode que l'autre. 
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groupes d’équivalents qu’on a obtenus dans le n° 38. par la substitution 
de g=3 dans les expressions générales des équivalents; car 1° les 
expressions de b,’ et de ¢, dans le n° 54, nous montrent que le plan 
€ est & la fois plan tangent double et plan tangent stationnaire de la 
surface, et 2°, la droite PC n’étant pas position limite d'une tangente 
double de la surface, le nombre de génératrices doubles formées par 
les nappes confondues, doit avoir sa valeur ordinaire; il est done égal 
& quatre. Il faut done essayer d’obtenir cette valeur du premier équi- 
valent, en attribuant, dans les expressions générales des équivalents*) 


3 —3a, 2+2¢a a 

Cor a es q>2, OZJac-s ’ 
? 

ou 


1 


‘a Oe ae) q>2, 0262 1, 


q—1—36, 14+28 
a q la valeur de 4. On Vobtient pour g=4, a=1. Alors les équi- 
valents auront les valeurs de (}: >, ce qui montre qu'un plan € est 


plan tangent simple de la développable bitangente et plan tangent double 
de Venveloppe des plans tangents stationnaires. 

On voit en méme temps que deux nouvelles génératrices station- 
naires du cone circonscrit sont venues se joindre aux »-+ 2§, qui co- 
incident ordinairement avec PC. 

Les valeurs trouvées des équivalents montrent que |’assemblage 
est formé de deux nappes doubles formant des génératrices stationnai- 
res, et se rencontrant, l'une l'autre, en 7 génératrices coincidantes. 

Il est évident que le contact du plan € avec la développable bi- 
tangente doit avoir lieu le long de la droite € qui est la seule droite 
qui rencontre la branche singuliére de la section faite par le plan € 
en quatre points coincidants; mais il reste possible — et nous verrons 
(n° 60.) que cela a lieu en réalité — qu'une génératrice de contact avec 
Yenveloppe des plans tangents stationnaires est différente de la droite £. 
Si le sommet P du gone circonscrit se trouve sur une génératrice de 
contact différente de la droite €, l’assemblage quadruple de nappes aura 


pour équivalents (° ®) Ces valeurs sont, pour g=5, B=1, com- 
? 


prises au second des groupes d’expressions générales que nous venons 
de citer. L’assemblage est alors formé d’une seule nappe quadruple, 
dont une section plane est représentée par une série de la forme 


yaa + bat testtdct+.... 


*) Voir le n° 6. de mon article sur les singularités des courbes planes. 
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Soit dans ce cas particulier, soit pour une position queleonque du 
sommet P dans le plan € au dehors de la droite £, le plan tangent 
au cone circonscrit qui fait avec le plan € un angle infiniment petit 
du premier ordre, fera avec la droite PC un angle infiniment petit 
du troisiéme ordre*), ou bien, il se trouvera 4 une distance infiniment 
petite du troisitme ordre du point conique C. Appliquons cette re- 
marque au cas ot le sommet se trouve sur la droite d’intersection du 
plan € avec un plan tangent a l’enveloppe des plans tangents station- 
naires qui fait avec le plan € un angle infiniment petit du premier 
ordre, et qui appartient 4 la nappe de cette enveloppe dont la géné- 
ratrice de contact avec le plan € est différente de la droite € Alors 
on voit que ce nouveau plan tangent stationnaire se trouve 4 une 
distance infiniment petite du troisiéme ordre du point conique C. Le 
point C est done un point simple de l’aréte de rebroussement de la 
nappe de l’enveloppe qui nous occupe. 


Le plan § compte pour trois plans tangents 4 cette nappe qui 
passent par C. Or nous avons vu dans le n° 54. qu'un plan € compte 
pour 12 plans tangents stationnaires passant par C. Il faut done 
qu’au moins une des deux génératrices de contact coincide avec le 
plan &. 


60. Cone circonscrit ayant pour sommet un point T dune droite €. 
On trouve par les procédés ordinaires a, = a, n= n—1. Un plan 
quelconque passant par la droite Z7'C qui joint le sommet au point 
conique a 2 + 2 intersections confondues, le plan § ena z+ 3. A I’as- 
semblage de nappes tangentes a ce plan appartiennent trois des v 
nappes simples et une des € nappes triples d’un céne circonscrit ordi- 
naire. On voit donc que son degré de multiplicité est égal a 


z+ 2— («—3—3)=8 
Ne rencontrant son plan tangent qu’en neuf génératrices coincidentes, 
21,7). 
0,0 
On voit done qu’aucun des plans tangents doubles ou stationnaires de 


il est formé d’une seule nappe 8-tuple ayant pour équivalents ( 


_ la surface qui passent par la droite £, n’est plan tangent double ou 


stationnaire du cone résidu, 


Si nous désignons par X et Y les nombres des plans tangents 
doubles et stationnaires de la surface qui passent par 7’ et coincident 
avec le plan £, nous trouverons — de la méme maniére que dans le 
n° 58. — les expressions suivantes des nombres b,’ et c, appartenant 
au cone résidu: 


*) Voir le n° 6. de larticle cité. 
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b, = b' — (n’—2v —3n—4§) — 2(v—3) — 3n — 4(€—1) — X, 
¢(=c¢— Y. 


Le sommet 7’ se trouvant (selon le n° précédent) sur la génératrice de 
contact du plan € avec la développable bitangente, et, au moins, sur 
une de ses génératrices de contact avec l’enveloppe des plans tangents 
stationnaires, il faut que X +2, YS3. La seule solution possible 
de l’équation 
2X+3Y=18, 

qui résulte de l’application de la premiére équation pliickérienne au 
cone résidu, est done X = 3, Y = 4. 

Le dernier de ces résultats admet deux explications différentes: 
1° la droite € est génératrice simple de toutes les deux nappes de 
Yenveloppe des plans tangents stationnaires qui sont tangentes au plan §, 
ou 2° la droite € est génératrice stationnaire de l'une de ces deux 
nappes. (Le cas ov elle était génératrice d’une nappe double dont une 
section plane avait un point de rebroussement de seconde espéce serait 
_ un eas particulier, compris & chacune de ces deux explications.) Or 
si l’on prend la premiére des deux explications pour base de recherches 
ultérieures et opere de la méme maniére que nous allons faire en pre- 
nant la seconde pour base, on obtiendra des formules dont l’application 
& des surfaces particuliéres (celles dont nous nous occuperons dans le 
n° 75.) conduit & des résultats qui se montrent injustes par nos moyens 
de vérification*). 11 faut donc rester 4 la seconde explication, qui sera 
aussi rendue plus claire (dans le n° 65.) par la représentation analy- 
tique de la singularité qui correspond par le principe de dualité a la 
singularité €. 

Avec cette explication, neuf des plans tangents stationnaires de la 
surface qui passent par le point C appartiendront, selon le n° précé- 
dent, & la nappe qui a la droite € pour génératrice stationnaire. I] 
résulte des formules trouvées dans le n° 54. qu’aussi neuf plans tangents 
a la développable bitangente qui passent par C' coincident avec le 
plan ¢ Ces propriétés des droites et plans € sont exprimées dans 
l'énoncé suivant: 

Une droite § est génératrice stationnaire de la développable bitan- 
gente et de Venveloppe des plans tangents stationnaires; le plan € est 
tangent & ces deux développables le long de cette génératrice; les points 
correspondants des arétes de rebroussement des deux développables sont 


*) On pourrait peut-étre aussi déduire d’une figure que le nombre des plans, 
tangents & une nappe de l'enveloppe des plans tangents stationnaires tangente au 
plan ¢ le long de la droite ¢, qui passent par un point de la droite ¢, est im- 
pair. Alors la premiére explication se montrerait impossible dés 4 présent. 
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sixtuples*) (a wne seule branche) et se trouvent au point conique. — 
Le plan € est encore tangent a Venveloppe des plans tangents station- 
naires le long d'une autre droite; le point de contact de celle-ci avec 
Varéte de rebroussement est un point simple de cette courbe qui se trouve 
au point conique. 

En substituant les valeurs trouvées de X et Y dans les expres- 
sions de b,’ et de c,’, on trouve que les nombres pliickériens du cdne 
résidu ont les mémes valeurs que dans le cas ot le sommet se trouvait 
sur une droite » (voir le n° 58.). Les expressions 0, —d-+2 et 


“x, == * — 1 qu'on trouve, et les équivalents ("3 M4 2 déja trouvés, de 
? 


la nappe 8-tuple, qui remplace trois nappes simples et une nappe 
triple, nous montrent que 2(#—3) génératrices doubles et 6 généra- 
trices stationnaires — dont l'une s'est transformée en deux génératri- 
ces doubles — sont venues se joindre 4 celles qui coincident ordinaire- 
ment avec la droite projetant le point conique, de méme que dans le 
cas ot le sommet se trouvait sur une droite y. 

Quant aux propriétés ultérieures des droites et plans €, nous ren- 
voyons aux n°* 64,—67., od nous nous occuperons des propriétés des 
figures réciproques. 


XII. 
Plans tangents le long d’une courbe. 


61. Un plan tangent w’-tuple de la surface est un plan od wp’ 
des plans tangeuts passant par une droite quelconque qui sy trouve 
coincident. Si nous supposons que cette définition soit tangentielle, 
le plan contiendra une courbe de la classe yw’, la courbe de contact, 
dont les tangentes ont la propriété que w+ 1 des plans tangents pas- 
sant par elles coincident. Cette courbe, dont nous désignerons |’ordre 
par v’, et a laquelle nous attribuerons y’ et 2 tangentes doubles et 
stationnaires qui sont génératrices de la développable bitangente et de 
lenveloppe des plans tangents stationnaires, 7 et & autres tangentes 
doubles et stationnaires, w’ et v’ points doubles et stationnaires, peut 
_ étre composée de courbes de classes inférieures; toutefois nous suppo- 
serons qu'il n’y ait pas au nombre de ses parties des points (sommets). 

Les propriétés que nous avons attribuées 4 notre plan correspondent 


*) Un point d’intersection de m plans tangents consécutifs d’une surface dé- 
veloppable est en général point (n —2)-tuple de son aréte de rebroussement; mais 
si m des plans consécutifs passent par une seule droite, cette génératrice (m—1)- 
tuple fera m—2 fois partie de l’aréte de rebroussement ,,totale‘. Le point sera 
done seulement point (n—m)-tuple de l'aréte de rebroussement propre. On a dans 
le cas actuel n=9, m= 3, . 
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selon le principe de dualité 4 celles qui servaient a définir un point 
conique, dont la définition est ponctuelle (voir le n° 50.), pendant que 
celle d'un plan tangent le long d’une courbe est tangentielle. On peut 
done déduire, par le principe de dualité, les autres propriétés des plans 
tangents le long d’une courbe de celles des points coniques. 


On voit, par exemple, qu'il existe 2u’+- 2’ tangentes 4 la courbe 
de contact (a’=v'+2y'+ 3%) qui ont la propriété que w’+2 des plans 
tangents passant par elles coincident (n° 50.). Nous appellerons ces 
droites les axes principaus. 

Regardée comme lieu de points, la section faite par le plan tan- 
gent le long d’une courbe est composée de celle-ci prise deux fois, de 
ses 4° tangentes doubles prises trois fois, de ses ¢’ tangentes stationnaires 
prises quatre fois, et d’une section résidue d’ordre n—2v'—3y/— 46’. 
Celle-ci est tangente & la courbe de contact aux 2u’+ 2’ points de 
contact avec les axes principaux (n° 54.). 


62. Points de contact avec la courbe double. L’expressign de b’—b,’ 
dans le n° 54. conduit immédiatement a la détermination compléte des 
contacts du plan tangent le long d’une courbe avec la courbe double; 
mais pour une partie de ces contacts les propriétés des branches de 
la courbe double dans le voisinage se présentent d’une maniére plus 
palpable que les propriétés réciproques de nappes de la développable 
bitangente. Cela a lieu notamment dans les cas od les branches de 
la courbe double sont formées par |’intersection de deux nappes diffé- 
rentes. Supposons que le plan singulier a en commun avec l'une de 
ces nappes une ligne a-tuple (A), avec l'autre une ligne f-tuple (B), 
« étant > £8: alors un plan dont la distance d'un point d’intersection 
de (A) et (B) est infiniment petite du premier ordre, et qui fait des 
angles finis avec le plan singulier et avec les tangentes aux deux lignes 
(A) et (B), rencontrera la courbe double en f points, dont les distan- 
ces de la courbe (A) sont infiniment petites du premier ordre, et les 


distances de la courbe (B), infiniment petites de |’ordre e? et les 


distances du plan singulier, infiniment petites de l’ordre a. Les ordres 
de contact des branches de la courbe double, soit avec la ligne (B), 
soit avec le plan singulier, en résultent immédiatement. I] nous sera 
utile, dans ce qui suit*), de remarquer aussi que, dans la section plane, 
Yune des tangentes en un des # points doubles que nous venons de 
trouver fait avec le plan singulier un angle infiniment petit de l’ordre 


a—1, autre, un angle infiniment petit de l’ordre ee les angles 


*) On en fait usage dans la démonstration de la formule (21); voir le 
n° 66, 
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que font les plans tangents 4 la surface aux mémes points avec le 
plan singulier seront des mémes ordres, 

Pour le moment nous nous contenterons d’indiquer les propriétés 
suivantes de la courbe double elle méme, qui résultent soit des consi- 
dérations que nous venons de faire, soit des propriétés des figures ré- 
ciproques que nous avons trouvées par |’étude précédente des points 
coniques: cme 

Par chacun des v'(n—2v'—3n'—4f) — 2(2u’+-2’) points d’in- 
tersection de la courbe de contact avec la courbe résidue, passe une 
seule branche de la courbe double, qui a un contact simple avec le 
plan singulier et avec la courbe résidue. 

Par chacun des 1/(n—2v'—3y'—4€) points d’intersection des 1 
tangentes doubles avec la courbe résidue, passe une seule branche de 
la courbe double qui a un contact du second ordre avec le plan singu- 
lier et avec la courbe résidue. 

Par chacun des {'(n—2v’—3y'—4€) points d’intersection des ¢ 
tangentes stationnaires avec la courbe résidue passe une seule branche 
de la courbe double qui a un contact du troisitéme ordre avec le plan 
singulier et avec la courbe résidue. 

Par chacun des y'(v’—4) points d’intersection des 9 tangentes 
doubles avec la courbe de contact, passe une branche double de la 
courbe double; elle forme un point stationnaire, est tangente 4 la 
courbe de contact et a un contact six-ponctuel avec le plan singulier. 

Par chacun des {(v'—3) points d’intersection des §’ tangentes 
stationnaires avec la courbe de contact, passent deux branches de la 
courbe double; elles sont tangentes 4 la courbe de contact et ont des 
contacts quatrepontuels avec le plan singulier. 


Par chacun des {8-8 points d’intersection des y’ tangentes 


doubles entre elles, passent trois branches de la courbe double; elles 
ont des contacts triponctuels avec le plan singulier. Si les deux droi- 
tes 7 sont réelles une seule des trois branches sera réelle; si les deux 
droites 4 sont des imaginaires conjuguées, toutes les trois branches 
de la courbe double seront réelles. 

Par chacun des 7’ points d’intersection des x tangentes doubles 
‘avec les §’ tangentes stationnaires, passe une branche triple de la 
courbe double; elle a un contact quatreponctuel avec la tangente double 
— ses équivalents seront donc (0? nt — et un contact 12-ponctuel 
avec le plan singulier. / 


Par chacun des i meat points d’intersection des ¢’ tangentes sta- 


tionnaires, passent quatre branches de la courbe double; elles ont des 
contacts quatrepouctuels avec le plan singulier. (Si les deux droites ¢ 
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sont réelles, le nombre des branches réelles sera égal & deux ou a 
zéro; si les deux droites £’ sont des imaginaires conjuguées toutes les 
quatre branches de la courbe double seront réelles.) 

Par chacun des u’ points doubles de la courbe de contact passent 
deux branches de la courbe double, ayant des contacts simples avec le 
plan. singulier. (Les branches de la courbe double pourront étre réelles 
ou imaginaires, si les branches de la courbe de contact sont réelles; elles 
seront toujours réelles si le point est un point isolé de la courbe de contact.) 

Par chacun des v’ points stationnaires de la courbe de contact 
passe une seule branche de la courbe double, tangente a la courbe de 
contact et ayant un contact triponctuel avec le plan singulier (n° 56.). 

Par chacun des 27 points de contact de la courbe de contact 
avec les 7 tangentes doubles passe une branche de la courbe double, 
tangente 4 la courbe de contact et ayant un contact 5-ponctuel avec 
le plan singulier (n° 58.). 

Par chacun des €’ points d’inflexion, passe une branche de la 
courbe double ayant, elle aussi, un contact triponctuel avec la tangente 
d’inflexion de la courbe de contact, et ayant un contact 9-ponctuel avec 
le plan singulier (n° 60.). 


63. Points de contact avec la courbe cuspidale. L’expression de 
e’—c, dans le n° 54. indique quels sont ces points. On trouve leurs® 
propriétés en appliquant le principe de dualité aux résultats trouvés 
dans les n®* 55.— 60 

Par chacun des 2u’-+-2’ points de contact des axes principaux 
avec la courbe de contact, passe une branche de la eourbe cuspidale, 
tangente 4 la courbe de contact, et ayant un contact triponctuel avec 
le plan singulier (n° 55.). 

Par chacun des v’ points stationnaires de la courbe de contact, 
passe une branche de la courbe cuspidale, tangente au plan singulier 
(n° 56.). 

Par chacun des 27 points de contact de la courbe de contact 
avec les » tangentes doubles, passe une branche de la courbe cuspi- 
dale, tangente 4 la courbe de contact et ayant un contact 5-ponctuel 
avec le plan singulier (n° 58.). 

Par chacun des €’ points d’inflexion passent deux branches de la 
courbe cuspidale: lune a elle aussi un contact triponctuel avec la tan- 
gente d’inflexion de la courbe de contact, et un contact 9-ponctuel avec 
le plan singulier; l’autre, qui n’est pas tangente a la courbe de con- 
tact, a un contact triponctuel avec le plan singulier. 

On trouve au moyen des résultats exposés ici et dans le n° pré- 
cédent, les points doubles et stationnaires et les points d’intersection de 
la courbe double et de la courbe cuspidale qui se trouvent dans le plan 
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tangent & la surface le long d’une courbe. Leurs nombres sont indi- 
qués dans le n° 2. Il résulte des propriétés réciproques d’un point 
conique — en particulier des propriétés des cénes circonscrits dont les 
sommets se trouvent dans les plans qui correspondent 4 ces points — 
que tous les points indiqués sont seulement des points doubles de la 
surface. Un plan tangent le long d'une courbe n’influera donc aux 
formules (13)—(18) que par les diminutions des termes contenant kf, 
h et be, qui sont indiquées dans le n° 3. On a en méme temps I’ex- 
plication du terme 2’ [y' (v'—4) + 27'€] des formules (9) et (10). Les 
termes =’ (£’) des équations (10) et (12) sont dis a la circonstance 
que les droites ¢’ sont aussi tangentes d’inflexion de la courbe double 
et de la courbe cuspidale. 


64. Représentation analytique des points / (points de contact des 
y tangentes doubles). Prenons pour origine un point 7, pour plan 
z2=0Q, le plan singulier, et pour axe y=0O, e=0 la tangente 
double 7’. Alors il résulte du n° 57. que la section faite par un plan 
passant par lorigine est en général, dans le voisinage de ce point, 


représentée par une série de la forme z = ay? + +++, et il résulte du 
n° 58. que la section faite par un plan (y = 0) passant par la droite 
yf est en général, dans le voisinage de l’origine, composée de cette 
droite et d’une branche représentée par une série de la forme z—axz°-+---. 
Sachant encore que la section faite par le plan z= 0 est composée 
de la droite y= 0 prise trois fois et d’une courbe tangente 4 celle 
prise deux fois, et que la surface passe par des points dont les coor- 
données x, y, 2 sont infiniment petites des ordres 1, 2 et 5, respective- 
ment*), on trouve que |’équation de la surface aura la forme suivante 


(Il) P4Qa(byy?+2b,22y +),24 24-99 (qyte,a2)?-+-+- = 0, 
les termes non écrits étant, pour des valeurs de y et 2 proportionnel- 
les, respectivement, & a? et & w°, d’un degré supérieur & 10 par rap- 
port a a. 

L’équation 
(11) xv (by? +2b,227y +b, 21 — y(eqyte zy =0 
doit représenter des points des projections de la courbe double et de 
la courbe cuspidale infiniment voisins de Yorigine. II faut done encore 


que les coéfficients b et ¢ satisfassent aux conditions exprimant que 
cette équation a une racine double et une racine triple. 


*) Cela a lieu pour des points de la courbe double ou cuspidale (voir le n° 58.). 
C’est par ce dernier moyen qu’on voit que l’équation ne contient aucun terme 
awtyz. La nécessité de labsence de ce terme se montrerait aussi par les consi- 
dérations suivantes, 


Mathematische Annalen, X, 34 
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On déduit de l’équation (I) que, pour les valeurs de y et z, pro- 
portionnelles , respectivement, 4 x? et x, qui satisfont 4 cette équation, 


g : . : op 
a est proportionnel & x*, le premier terme de la série servant a ex- 


primer oe étant déterminé par |’gquation 
(UIT) [2+ 2(b,y?+2b, a?y+d, 24] + 22(boy+b,2x*)z 
3 5 9 
+ eV Coyte2?)? + coy® (Coy +e2*) =0. 


On en conclut qu’en des points de la surface déterminés par des 
valeurs de x et y infiniment petites du premier ordre et du second 
ordre, respectivement, les plaus tangents font avec le plan ¢ = 0 des 


ahgles infiniment petits du troisiéme ordre, ® éant infiniment petit 
Ox 


d’ordre supérieur. Seulement si le point (wyz) se trouve sur une des 
deux courbes singulitres déterminées par (II), l’équation (III) devient 
identique; mais en regardant ces cas comme des cas limites, ou en y 
appliquant les procédés ordinaires du calcul différentiel, on voit qu’aussi 
les plans tangents 4 la surface aux points de ces courbes ont la pro- 
priété énoncée. Aussi l’angle que font les deux plans tangents en un 
point de la courbe double, l’un avec l'autre, est infiniment petit du 
troisiéme ordre. 


Les branches de la courbe double et de la courbe cuspidale qui 
passent par l’origine, ayant des contacts simples avec la droite y= 0, 
z=0 et des contacts 5-ponctuels avec le plan ¢ = (, seront repré- 
sentées par des équations des formes 


y=axr?+.-:-, e=bai+.--. 
On en déduit que leurs plans osculateurs en des points déterminés par 
des valeurs de x infiniment petites du premier ordre, font avec le plan 
z=, et avec les plans tangents de la surface aux mémes points, 
des angles infiniment petits du troisieme ordre. 


65. Représentation des points &° (points de contact des ¢’ tan- 
gentes stationnaires). Nous prenons pour origine le point €’, pour 
axe y= 0, = 0 la tangente ¢’, et pour plan ¢ = 0 le plan singulier. 
Alors on déduit des propriétés d’une figure réciproque trouvées dans 
les n°* 59.—60., que l’équation de la surface aura la forme suivante*) : 


*) On trouve au moyen du n° 6. de mon article sur les singularités planes 
que les sections faites par les plans y= aa ont deux branches représentées par 
des séries des formes suivantes 


z=a2z*+ bat+.--- 





et z= av4+ V'aet+---, 
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(I) 2+ 2o(2,y)-2e+y'[v@,y)?+---=0, 
ou . 
(II) 9 (x,y) = boy® + bay? + b,2%y + 532° 


+ cyt + ery? 
+ doy’ + d,xy* + d,a?y’ 


= i ee ea er ee ee ‘ 
(TIT) v(x,y) = by + ¢,25 

+ Gy? + ery 

+ hyrt+ hey + fray 

— eis athe @wlt- area ; 


les termes non écrits étant, pour toutes les valeurs infiniment petites 
des coordonnées, d’un degré supérieur 4 celui d’un ou de plusieurs des 
termes écrits. Le discriminant o* — y'y? aura la forme suivante: 
(IV) Ay’ + Bay’ + Caty’ + Dory + Easy! + Foy + Galy? 

+ He y+ Ja 4+... 
En égalant cette quantité a zéro, on trouve, selon la régle de New- 
ton et Cramer*), trois valeurs de y proportionnelles & x, et cing 
valeurs proportionnelles 4 «°. L’équation que nous venons de former 
déterminant les branches de la courbe double et cuspidale qui passent 
par Yorigine, il faut que les trois premiéres racines soient égales, et 
que les cing autres composent une racine double et une racine triple, 
ce qui impose des conditions aux coéfficients des termes de g et yw. 
On retrouve ainsi les propriétés déja indiquées des branches des courbes 
singuliéres qui passent par le point qui nous occupe. 

On trouve encore, par des procédés analogues 4 ceux dont nous 
avons fait usage dans le n° précédent, que les plans tangents a Ja 
surface aux points des branches des courbes singuliéres ayant la droite 
¢’ pour tangente d’inflexion, qui se trouvent en des distances infini- 
ment petites du premier ordre du point &’, font avec le plan singulier 
des angles infiniment petits du sixiéme ordre, et que les plans oscu- 
lateurs**) des courbes singuliéres en ces mémes points font avec le plan 


‘ singulier, et avee les plans tangents de la surface, des angles du méme 


ordre; que le plan tangent a la surface en un point de l’autre branche 
de la courbe cuspidale dont la distance du point ¢’ est infiniment pe- 
tite du premier ordre, fait avec le plan singulier un angle infiniment 
petit du second ordre, pendant que le plan osculateur de la courbe 


*) Voir par exemple Clebsch: Vorlesungen iiber Geometrie, bearbeitet und 
herausgegeben von Lindemann, p. 331. 
**) Comparer 4 la derniére note du n° 60, 


34° 
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singuliére en ce méme point fait avec le plan singulier un angle du 
premier ordre. 

En appliquant le principe de dualité aux résultats trouvés ici et 
dans le n° précédent, on trouve les propriétés des branches de la 
courbe de contact de la développable bitangente, et de la courbe para- 
bolique, qui sont tangentes, en un point conique, aux droites et €. 


66. Formules (19) et (21). Nous avons déja démontré complétement 
toutes les formules indépendentes entre elles du n° 3. 4 l'exception de la 
formule (19)*), od nous avons encore 4 rendre compte, soit des coeffi- 
cients de x et de §’ dans le premier membre, soit des coefficients de 
y et € dans le second membre. Les résultats trouvés dans les n° pré- 
cédents, nous fournit le moyen de la premiére de ces déterminations, 
dont la seconde résulte par le principe de dualité. 


Il résulte du n° 64. que le plan singulier compte pour trois plans 
osculateurs & la branche de la courbe cuspidale qui passe par un des 
27 points 7’. Un plan osculateur qui fait un angle infiniment petit 
avec le plan singulier faisant un angle infiniment petit du méme ordre 
avec le plan tangent au méme point, le coefficient de 7’ devient égal 
a2-3—6. 

On voit de la méme maniére, au moyen du n° 65., que six coin- 
cidences des mémes deux plans sont dues 4 la branche de la courbe 
cuspidale qui a une droite €’ pour tangente d’inflexion. Un seul plan 
osculateur 4 l’autre branche de la courbe cuspidale qui passe par le 
méme point coincide avec le plan singulier, et le plan osculateur qui 
fait avec ce plan un angle infiniment petit du premier ordre fait avec 
le plan tangent — dont l’angle avec le plan singulier est du second 
ordre — un angle du premier ordre. Le coefficient de §’ devient done 
égal 8 6 + 1—7. 

On trouve par les mémes procédés que les coefficients de 9 et 
de §’ dans l’équation (21) — dont les deux membres indiquent le 
nombre des coincidences des deux plans tangents en un point de la 
courbe double (voir le n° 8.) — sont égaux, respectivement, 4 2-2-3—12 
et & 2-6=—12. On peut déterminer les coefficients des termes w’, 
yf (v’'—4), §'(v'—3), aG—), n &’; = de la méme équation 
au moyen du n° 62. En faisant le méme usage des notations a et B 
qu’en ce n°, on trouve, au moyen de la régle ordinaire servant a dé- 


terminer les degrés de multiplicité des résultats obtenus par le principe 
de correspondance, que ces coefficients auront l’expression suivante 


*) Les significations des deux membres de cette équation sont indiquées 
dans le n° 7, 
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(") 


(a—1)p-—_®&_ * 4 (6—1)- a =2a(6—1). 


Nous avons déji (dans le n° 56.) rendu compte du coefficient 3 
du terme v’ de la méme équation — qu'il n’est pas du reste nécessaire 
de démontrer directement. 


67. Note sur les propriétés de situation des surfaces ayant des 
»plans tangents le long de courbes“. Nous dirons que la surface change 
de position par rapport & la courbe de contact d’un plan ayant avec 
elle un contact @ordre impair, aux points ot la nappe tangente au 
plan passe de Yun cdté du plan a l’autre (ou est remplacée par une 
nappe qui se trouve de l’autre cdté du plan). Si le contact est @ordre 
pair le changement de position aura lieu aux points od la partie de 
la nappe qui se trouve & droite de la courbe de contact passe de l'un 
cdté du plan a l'autre. Les représentations analytiques des nappes de 
la surface qui passent par les points y' et €’ (n° 64. et 65.) nous 
montrent, que la surface change de position en ces points, soit par 
rapport & !a courbe de contact simple, soit par rapport aux droites 
y’ et €. Il n’est pas difficile de discuter de méme les 2u’+ 2’ points 
de contact de la courbe de contact avec la section résidue, et ses v 
points stationnaires. 

On obtient ainsi les résultats suivants: 

La surface change de position par rapport ad la courbe de contact 
1° aux 2u’-|- x’ points de contact avec la section résidue, 2° aux 27 
points de contact avec les x tangentes doubles, 3° aux §' points de con- 
tact avec les §' tangentes stationnaires. 

La surface change de position par rapport aux yf et &' tangentes 
doubles et stationnaires a leurs points de contact avec la courbe de 
contact. 


Il est évident que les passages par la droite a l’infini ont pour 
les courbes de contact d’ordre impair, mais non pas pour les courbes 
de contact d’ordre pair, le méme effet qu'un changement de position. 
Ces changements a l’infini compris le nombre de changements par 

- rapport & une seule courbe de contact doit étre pair, ce qui nous four- 
nit une espéce de vérification des résultats que nous venons de trou- 
ver*), On trouve de méme que la somme des nombres des points de 
contact dune branche complete de la courbe de contact avec la section 

- résidue et avec les 7 et €’ tangentes singuliéres est pair ou impair, 


*) En effet ° 
vf 2y'+ a Qn’ 6’ = Qy'+ 20+ 4+ 48" 


est un nombre pair. 





534 H. G. Zevruen. 


suivant que la branche est d’ordre pair ou impair. On aura par le 


principe de dualité une propriété analogue des nappes du cone tangent 
en un point conique. 


XII. 
Applications. 


68. En appliquant les formules du n° 3. & plusieurs cas particu- 
liers, nous n’avons pas pour seul but de déduire des résultats qui 
peuvent étre utiles pour d'autres recherches. Nous montrerons aussi, 
par quelques-uns de nos exemples, comment on peut appliquer les for- 
mules & des surfaces dont les singularités n’ont pas toute la généralité 
supposée & la déduction des formules (voir le n® 2.). En méme temps 
nous cherchons un moyen de vérifier les résultats de recherches diffi- 
ciles & plusieurs égards (voir la seconde note du n° 19. et le n° 60.). 
Certes la déduction directe des formules (20)—(22), qui dépendent 
des équations (1) —(18) du n° 3., nous fournit — ov elle n’est pas trop 
difficile — un bon moyen de vérification; mais cette vérification ne 
sétend pas a l’équation (19)*). 

Pour tirer ce dernier avantage de l’application des formules a des 
cas particuliers, il faut avoir, dans ces cas, les moyens de déterminer, 
sans les formules a vérifier, un ou plusieurs des nombres des singu- 
larités qu'on trouve ordinairement par ces formules. Nous nommerons 
ici quelques moyens de vérification qui sont applicables a des surfaces 
du quatriéme ou du troisiéme ordre. 


La courbe commune & une surface donnée d’ordre n et & sa dé- 
veloppable bitangente d’ordre gq’ est de Yordre nq’. Cette courbe est 
en général composée de la courbe de contact d’ordre 0’, prise deux fois, 
et d'une courbe d’intersection. Celle-ci se réduit pour n =4 aux droites 
de la surface s'il y en a; car une génératrice de la développable qui 
a, a cdté de ses deux points de contact, un point d'intersection avec 
la surface s’y trouve en entier. Si la surface ne contient aucune droite, 
ce qui est le cas général, on aura la formule 


2q¢=¢0. 
Si une surface du quatriéme ordre est douée d'un point conique 
triple, les 2u + a tangentes principales, qui doivent rencontrer la 
surface en 5 points coincidents, se trouveront en entier sur elle. Un 


plan passant par une de ces droites fera une section composée de la 
droite et dune section résidue du troisiéme ordre ayant un point double 


*) On tronvera, du reste, dans l’addition sur le genre (n° 76.) le moyen d’une 
nouvelle déduction générale de la plupart des termes de cette équation. 
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au point conique. Celle-ci rencontre eneore la droite en un point 
simple, qui devient un point de contact du plan avec la surface. Le 
plan sera done plan tangent double et la tangente principale sera gé- 
nératrice de contact de la nappe correspondante de la développable 
bitangente, si le plan est tangent au cdne tangent du point conique, 
ou sil passe par une génératrice singuliére 4 ou € de ce cone. Cette 
nappe est simple, double ou triple*), respectivement, de facon que la 
droite devient génératrice («—2)-tuple de la développable. On aura done 
4q =29 +,(24+2) (x—2), 
wu étant = 3. . 

Dans les cas ot une surface du quatriéme ordre ne contient au- 
cune droite, chacun des 4s’ points d’intersection de l’aréte de rebrousse- 
ment de la développable bitangente avec la surface se trouvera en un 
point de contact du plan tangent double qui y correspond avec la sur- 
face, et en général au point de contact simple d’un des plans y’, qui 
ont avec la surface un contact simple et un contact stationnaire. En 
chacun de ces y’ points de contact coincident deux des 4s’ points d’in- 
tersection, de fagon que**) 

2s=y. 

La déduction de cette formule montre qu'elle subira des modifi- 
cations si la surface contient des droites, des points biplanaires ou des 
points coniques dont l’ordre uw est > 2. (Voir les n° 72., 74. et 75.) 

La courbe commune a une surface cubique et a l’enveloppe de ses 
‘plans tangents stationnaires, est composée de la courbe parabolique prise 
trois fois, et de ses droites prises autant de fois qu’elles sont géné- 
ratrices de J’enveloppe, ou bien, en général, deux fois. On trouve 
pour une cubique générale 

3r =30'+ £’; 
si la surface présente des singularités, il faudra y avoir égard. 

Nous remarquerons encore que dans les cas oi la courbe double 
ou cuspidale, s'est décomposée en plusieurs parties indépendentes entre 
elles, on peut déduire plusieurs formules, en appliquant aux parties 
respectives les procédés qui ont conduit aux formules (14) et (17), ou 


(15) et (18). 


*) Comparer aux n° 74. et 75. 


**) Le nombre y’ d'une surface générale d’ordre n est égal a 
4n(n— 2) (n— 3) (n?+3n— 16), 
et pour n=4 & 1920. Nous faisons ici cette observation 4 cause d’une erreur 
typographique & la p. 218 du mémoire de M. Cayley ,,On Reciprocal Surfaces“, 
qui s’est conservée a la p. 616 de l’édition de M, Fiedler de la ,,Geom. of three 
Dimensions.‘ 
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69. Surfaces du troisiéme ordre. La développable bitangente se 
réduit ici & des faisceaux de plans, de facon que qg’=0, et l’équation 
(10°) devient inapplicable (n° 5.). Une partie des autres équations de- 
viennent identiques. 

Si la surface est douce d'une droite double, elle sera reglée, ce qui 
ameéne des modifications aux points singuliers. Etant ,une surface re- 
gardée comme lieu de points 4 laquelle on a attribué une courbe (droite) 
double“, elle doit avoir des points-pinces; mais ceux-ci different beau- 
coup du type général des points-pinces dont nous nous sommes occupés 
dans les n° 15.—20. Le cone résidu qui a un de ces points pour 
sommet est de lordre a, = 0 et de la classe m,’— 1; il ne peut done 
avoir aucune génératrice double; au lieu des deux branches de la courbe 
parabolique — qui n’existe pas —, la droite singuliére d’un plan-pince, 
également déformé, passe par le point. Le point-pince manque donc 
les propriétés auxquelles il doit son introduction dans la formule (19); 
mais la surface n’ayant ni courbe cuspidale, ni plans tangents station- 
naires, on n’a pas besoin de cette formule. Les autres formules a l’ex- 
ception de l’équation (10°) déja nommée et de |’équation (10), restent 
en vigueur. On trouve les résultats numériques suivants*): n = n= 3, 
a=xaq=4, sxex=—=3, b=V—=1, e=—ege=1, j=j —2. 

Si la surface ne contient aucune courbe double, mais wn point 
conique aux nombres pliickériens u = v = 2, y= = etc. = 0, les 
six tangentes principales en ce point se trouveront en entier sur la 
surface, et le céne circonscrit résidu qui a le point conique pour 
sommet sera composé de ces droites. Alors les expressions des nom- 
bres 0, et x,, trouvées dans le n° 54., des génératrices singuliéres de 
ce cone résidu ne sont pas applicables, pendant que les expressions de 
a,, m,, 6, et c,’ restent en vigueur, ce qui résulte de leur déduction. 
On aurait pu se servir de cette circonstance pour la déduction des 
nombres a, n’, b’ et c de la surface. Toutes les équations du n° 3. 
— a lexception de (10) — sont applicables 4 ce cas. Les résultats 
numériques sont indiqués dans une table a la fin du présent n°. 

Si la surface a deux points coniques (u—=v—2), deux tangentes 
principales de chacun de ces points coincideront avee la droite qui 
les joint**), et formeront un élément développable. Le plan tangent 
le long de cet élément présente les mémes propriétés que les plans- 


*) Voir la table 4 la page 235 du mémoire de M. Cayley: On Cubic Sur- 
faces, Phil, Trans. 1869. 

**) Les droites d'une cubique qui passent par un point double (les tangentes 
principales en ce point) seront les droites d'intersection du céne tangent avec 
le céne projetant une section plane de la surface. Il est commode ici, et dans 
Yexemple suivant, de prendre une section passant par l'autre point double. 
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pinces déformés d'une cubique gauche. I] faut done substituer j’= 1 
dans toutes les formules du n° 3. & exception de (19), ot il faut 
substituer j’== 0. — Les expressions, trouvées dans le n° 54., des 
nombres a, et »,’ appartenant au cdne circonscrit résidu qui a pour 
sommet un des points coniques restent applicables & ce cas; dans les 
expressions de b,’ et c,’ il faut substituer 4 4 2u-+ 2, parce que le 
cone tangent ne contient que 4 tangentes principales propres, et il 
faut encore ajouter le terme —1 a lexpression de b,’, parce que le 
plan-pince, qui est un plan tangent double de la surface, ne passe par 
aucune des quatre droites qui composent le cone résidu. II faut aussi 
dans la formule (19) du n° 3. substituer 2-4 &4 2(2u-+<2). Les autres 
formules du n° 3. — a Vexception de (10°) — restent immédiatement 
applicables. 

Afin d’avoir encore un exemple des modifications que subissent 
les formules générales si la surface est du troisieme ordre, nous discu- 
terons encore le cas ot la surface a wn point conique (u=v=2) et 
un point biplanaire. Alors trois tangentes principales du point conique, 
et deux tangentes principales'du point biplanaire coincideront avec la * 
droite qui joint ces deux points. Cette droite sera un élément déve- 
loppable de la surface. La section faite par le plan tangent le long 
delle, est composée de cette droite prise deux fois et d’une autre droite 
(tangente principale) passant par le point biplanaire B. Un cone cir- 
conscrit dont le sommet P se trouve en ce plan singulier sera com- 
posé de ce plan et d’un cone résidu dont deux nappes sont tangentes 
au plan le long de PB. Une courbe correspondant selon le principe 
de dualité & ce cone, aurait, au point correspondant au plan singulier, 
un point de contact de deux branches, qui serait en méme temps un 
,sommet* simple: sa singularité serait formée de ce sommet joint a 
un point singulier qui ne pourrait étre qu'un point stationnaire. La 
courbe aurait done la propriété d’une section plane d’une surface pas- 
sant par un point-clos qui servait, dans le n° 22., 4 définir ces points. 
Il en résulte que le plan singulier est un plan-clos*). Pour cette rai- 
son il faut substituer y’—=1 dans les formules (16’) et (18’). Mais 


le plan-clos que nous rencontrons ici différe beaucoup du type général 


de ces plans dont nous avons parlé dans le n° 28., ce que montrent 
les propriétés déja indiquées de la section qu'il fait, et ce qui résulte 
aussi de la circonstance que la surface n’a aucune courbe cuspidale. 
A cause de cette derniére circonstance il faut substituer 4°— 0 dans 


*) Les contours apparants d'une modéle de la surface qui nous occupe pré- 
senteraient donc un bon exemple de la transition yo décrite dans le n° 16. de 
mon mémoire déja cité sur les systémes de courbes, et représentée par les figures 
13, 14, 15 du méme mémoire. 


> 
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les formules (15) et (18), dont les deux membres deviennent par cela 
égaux & zéro, et dans la formule (19). — A cause de la déformation 
du point conique il faut remplacer dans la formule (19) le terme 
x (2u-+<2) par le nombre 3 des tangentes principales propres en ce 
point. — L’un des deux plaus tangents singuliers du point biplanaire B 
est le plan-clos, pendant que |’autre est doué des propriétés ordinaires 
aux plans tangents singuliers d’un point biplanaire. Ayant eu égard 
déjai & Vinfluence du plan-clos, nous devous remplacer dans les formu- 
les (15’) et (18’) les termes 16 B et — 6-12 B, qui résultent des con- 
tacts des deux plans singuliers avec l’enveloppe des plans tangents 
stationnaires, par 8 B et —6-6B. — Les modifications des expres- 
sions, indiquées dans les n° 54. et 33., des nombres pliickériens des 
cones circonscrits résidus dont les sommets se trouvent au point co- 
nique, ou au point biplanaire, sont faciles 4 trouver*). 


La table suivante contient les résultats de ces recherches et des 
recherches analogues. C représentant le nombre des points coniques 
(u=v=2), les trois premiéres séries, aprés celle qui contient les n° 
“des especes des surfaces**), indiquent les nombres des points singu- 
liers qu’on leur a attribués. Tous les nombres qu’on ne peut substi- 
tuer immédiatement dans toutes les formules du n° 3. — 4 |’exception 
de (10°) — sont marqués, soit par un suffixe, soit par un astérique. 
Le suffixe d'un nombre C indique le nombre des tangentes principales 
propres de chaque point conique; ce nombre doit remplacer 24+ x 
dans la formule (19). Le suffixe d’un nombre B indique le nombre 
des plans tangents singuliers propres de chaque point biplanaire; si 


ce nombre est égal a 1 ou 0 — au lieu de 2 — il faut remplacer B 
par = ou 0 dans les formules (15’) et (18°). Les tangentes singu- 


ligres d'un point uniplanaire d’une surface cubique étant des droites 
de contact de plans-pinces, il faut, pour appliquer la formule (19) a 
des surfaces douées d'un point uniplanaire, remplacer le coéfficient 14 
de U par 2, ce qui résulte de la déduction de ce coéfficient dans le 
n° 41. Les plans-pinces, les plans-clos et les plans biponctuels sont 
déformés de maniére qu'il faille substituer j°/=0, 7=—0 et DB=O 
dans les formules (15), (18) et (19). 


*) Le céne circonscrit total qui a pour sommet le point biplanaire est com- 
posée de la tangente singuliére en ce point prise trois fois et des quatre (1+ 3) 
tangentes principales propres. On voit donc que la section correspondante de la 
surface réciproque a les propriétés indiquées dans la note du n° 22, 

**) D’aprés MM. Schlafli et Cayley. 
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Surfaces non gauches du 3” ordre. 


~ 


Valeurs communes a toutes les espéces: 


n==3, a=6, W=0, vX=—9, d=0, =—0, bD=c—etc. —0. 























1 |W | iv |v) xvil mm | vi! xu) 1x |xvn{xxi| xu 
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w | 12} 10/8 |6/4 {| 9|/ 7/5 | 6/4 {13/6 
é}] Oo; 1)2]/8 14) 0] 1) 2] 0/1] 0)8 
x oe; 61616 ei tpy-ehe £4.80 Fee 
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B’ | 54) 30/13 3 | 0 | 18 6/1} 0/0]0)]/3 
o | 12} 12/10 | 6 | 0 / 12| 9| 4) 8|2}01/6 
j} 0} | 1*| 3*| &| O| O| I*) 0} O | oO} 
v1 0} of 0} 010) oO} 14 2) oO | 10] 0 
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Presque tous ces nombres, et plusieurs autres qui ont rapport & 
des surfaces présentant des points singuliers de formes encore plus 
particuliéres, sont indiqués par M. Cayley dans la table déja citée*). 
Seulement plusieurs des valeurs de r’ et h’ trouvées par ce savant, 
different de celles que nous venons de trouver, ce qui est un effet du 
manque des termes dépeudant de B — ou des ,plans de singularité 
inexpliquée* qui accompagnent ces points — dans sa formule corre- 
spondant a notre formule (18), et de sa supposition sur l’équivalence 
de Ua 3C. — La différence des valeurs de k’ dans la table de M. 
Cayley et dans la nétre n’est qu’apparente: elle résulte de la signi- 
fication différente de la notation k’. (Voir les notes du n° 1.) 


La valeur 0 de m’ dans les cas IX et XVII montre que |l’enve- 
loppe des plans tangents stationnaires est composée de cdnes; en con- 
sidérant les valeurs corfespondantes de c’, 7’ et h’, on voit que ces 


*) On Cubic Surfaces p. 235. 
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cones sont du second ordre et quil y en a 4 dans le premier de ces 
cas, un seul dans le second*). 

Si, & cdté des autres singularités, on attribue & une des surfaces 
des plans osculateurs, on trouvera sans aucune difficulté les modifi- 
cations de ¢t’, 7’, m’, h’ et B qui en résultent, au moyen de la note 
ajoutée au n° 49. 


70. Swrfaces du quatriéme ordre a une conique double. On a ici 


n=4, bD=q=2, sek=t=y=—c=r=m=—h=p=—6=—71=0, 
et si l’on n’attribue 4 la surface aucune des singularités extraordinaires 
jmyxy= B= P=: -==(Q, 


pendant que j, qui n’est plus extraordinaire parce que nous avons at- 
tribué une courbe double 4 une surface regardée comme lieu de points, 
appartient aux nombres & déterminer. On trouve au moyen des équa- 
tions du n° 3. 


w=12, a==8, @=4, T=—8, x=—12, X=—12, p=4, j—4, 
b= 26; g=10, K=320, t'=—40, y=0, g=36, ¢ 
m=88, h’=180, Bf=—52, o—16. 


Liéquation (10°), qui donnerait s’ = — 48, nous montre que la 
surface contient des droites qui sont des axes de faisceaux de plans 
tangents doubles. La développable bitangente est composée de ces 
faisceaux et d'une surface dordre g = 10. Lordre [9] de la courbe 
de contact de celle-ci se détermine par un procédé indiqué dans le 
n° 68.; on trouve [o'] = 2q'=— 20. Le nombre des droites de la sur- 
face sera done egal & e'—[g']=16. Désignant par [b’], [q'], ['], 
|s’] les nombres qui appartiehnent a l'enveloppe des plans tangents 
doubles qui ne font pas partie des 16 faisceaux, on aura 


(']—=[g]—10, [Kk] —320—“*." _ 16.[¥] = 40, [s]=0. 


Une section plane de cette enveloppe est donc composée de 5 coniques, 
ou bien, Venveloppe est composce de 5 cénes du second ordre. — 
La section faite par un plan tangent triple est composée d'une 


section conique et de deux droites: le plan appartient done a deux des 
16 faisceaux, et il est tangent & un des 5 cones, La valeur 40 =5- bd 
de ¢’ nous montre que toutes les droites de la surface sont tangentes 
& chacun des cénes, et quelles sont distribués par couples a huit plans 
tangents 4 lui. Chaque droite rencontre cing autres. 


*) M. Cayley a déduit ces propriétés des équations des surfaces, On Cubic 
Surfaces p. 295 et 316. Dans le premier cas elles discordent avec les nombres 
r’ et h’ qu'il attribue a la surface. 
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Les 52 plans tangents stationnaires de l’enveloppe des plans tan- 
gents stationnaires se distribuent de la maniére suivante: chacun des 
faisceaux en contient deux, et chacun des cdnes est tangent a quatre- 
En effet, X—2, Y-=4 est la seule solution possible de l’équation 
indéterminée 16 X + 5 Y = 52. 

Nous voyons done que les propriétés intéressantes et connues*) 
de la surface qui nous occupe ici sont exprimées par les valeurs des 
nombres qui servent & la caractériser. Réciproquement, |’équation de 
la surface, & laquelle on peut donner la forme suivante **) 


9,” — a, 9," = 0, 
les suffixes indiquant les ordres des fonctions g, w et @, peut servir 
i la détermination de plusieurs des nombres. Les points-pinces, par 


exemple, seront les quatre points d’intersection de la surface a, = 0 
avec la courbe double my, = 0, y, = 0. 


71. Surfaces du quatriéme ordre a une conique cuspidale. On a . 
n=4, cmr=2, m=h=p=b=q=3s—k=—i=y=—e=j— 0, 
On en déduit successivement, au moyen des équations du n° 3., 
a=6, «-=8, J=1, o—=2, y= 2, x= 8, G=—0, n=—6, C=8, V'=—0, 


En introduisant ces valeurs aux équations (13’) et (16’), et en sup- 
posant que les nombres de singularités extraordinaires soient. égaux 4 
zéro, on trouverait ensuite o’ = 10, 9’ = — 4, ce qui nous montre que 
notre supposition est impossible. Or, b’ étant égal a zéro, il faut 
qu’aussi @° ait cette valeur. Les deux équations y conduiront si lon 
attribue 4 la surface un plan tangent le long d’une conique***) (u’—v'—2). 
On voit aussi directement que la surface doit présenter en général 
cette singularité. Kn effet, nous avons trouvé qu'elle a deux points- 
clos (y= 2). La section faite par un plan passant par ces deux points 
a deux points de contact de deux branches (n° 22.). Etant du qua- 
triéme ordre elle doit étre composée de deux coniques. Ces deux co- 
niques coincideront, si le plan passe par la tangente singuliére en un 
des points-clos, ce qui montre qu’il passe alors aussi par celle de 
autre. La conique devient une courbe de contact du plan avec la 
surface. Elle remplace, en chacun des points-clos, la branche de la 
courbe parabolique qui est tangente a la tangente singuliére d’un point- 
clos ordinaire. Le terme 2 x de |’équation (19) étant da a cette branche 


*) Voir les mémoires sur ces surfaces des MM. Kummer et Clebsch dans 
les t. LXIV et LXIX du Journal de Borchardt. 


**) Il est facile, en effet, de transformer o,2-+ 7,924; -+ @2¥,2 en une ex- 
pression de la forme m2 *— w,'y,°. Comparer au n° 16. 


***) La méme circoustance explique le fait que 6’=1 pendant que d=0. 
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(voir le n° 27.), il faut substituer dans cette équation y = 0, pendant 
que dans les autres x a la valeur déja trouvée de 2. La surface étant 
regardée comme lieu de points, le plan tangent le long d’une conique 
n’a pas ici les propriétés ordinaires 4 un plan tangent le long d’une 
courbe. Notamment il manque les axes principaux. 

Il faut done substituer dans l’équation (19)*) 2 4’+ 27=—0 dans 
les autres =’ (u’) = ='(v’) = 2. Les autres applications des formules 
sont immédiates. 


On trouve ainsi que les enveloppes des plans tangents doubles et 
stationnaires sont déterminées par les nombres suivants 
en {= tn oe - ms y= = i’ =j'= 0, 
f= 8, vo 8, w=0, hom 24, = 
Ces derniéres valeurs nous montrent que l’enveloppe des plans tangents 


stationnaires est composée de quatre cénes du second ordre, et que la 
~ courbe parabolique est composée de quatre coniques planes. 


La surface peut étre représentée par une équation de la forme**) 

9,” + a, ¥,° = 0. 
Le plan @, = 0 est le plan tangent le long d’une courbe, ses points 
d’intersection avec la conique cuspidale (~,—=0, gp, 0), les points-clos. 


72. Surfaces du quatriéme ordre a un point biplanaire. On a 
a=4, B=—1, 
bee g=—sek=t=y—Qgejecmr—m=—h=p—6—14—0; 
U=j’'= etc. = 0. 
L’application des formules est immédiate. On trouve 
a=12, x=24, d=—28, x«=—25, d=—12, n'=33, 
b'=390, 2q¢’ =e —f—284, s'=768, K—73516, t'=2234, p’=1512, 
c=88, r=116, m=—768, h’=3344, o'=32. 
On a ici 4s’ = 2y'+ 2(n’—9). (Voir le n° 68.) 


73. Surfaces du quatriéme ordre a un point uniplanaire. On a 
n=4, U=1, b=c=ete.=—0. On trouve par une application 
immédiate des formules: 


*) On peut du reste, dans le cas actuel, se passer de cette équation (dont 
la déduction ordinaire cesse d’étre immédiatement applicable parce que m = 0 
et m’=0); car p= 0 est une conséquence nécessaire de b’= 0. 


**) Voir le n° précédent et le n* 23.; la fonction x est constante dans le cas 
actuel. 
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a=12, x=24, 0=—28, x—24, d=—15, n'=30, 
V=312, 2q¢—o=—f'—248, 2s'—y'=—1128, hk’ =—46762, t’=— 1536, 
c=78, r=108, m’=338, h’'=2577, o'=32. 

74. Surfaces du quatriéme ordre sans courbes multiples mais a un 
point conique triple dont le cine tangent est doué d’une génératrice double. 
La génératrice double doit étre, en général, une droite 4, parce que la 
surface n’a aucune courbe double. 

Le cone tangent a done les nombres pliickériens suivants: 

eS, v4, n=l, yo=s=f=mu—0, v=. 
On a encore n=4, b—=c=—etc.—0. On trouve par une application 
immédiate des formules: 
a=12, x=2, J=—28, x =19, 6=26, n= 23, 
b’'=169, g’=94, K=—13321, t= 497, y'=552, o'— 164, 
€=62, rl, m=176, h—1112, f=—119, o =32. 

La formule (10°) nous donnerait encore s’= 327. Ce nombre est 
celui des points stationnaires d’une ‘section plane de la développable 
bitangente. Dans le cas actuel, cette développable a les 12 tangentes 
principales du point conique — dont chacune est aussi deux fois géné- 
ratrice simple — pour génératrices stationnaires, les plans tangents le 
long d’elles & la développable passant par la génératrice double 4 du 
cone tangent*). On voit donc que l’aréte de rebroussement propre de 


la développable n’est que de Yordre 327 — 12 = 315. On aura, en 
désignant ce dernier nombre par s’ (comparer au n° 68.) 


4s'=2y'4+3(2u-+2)(v—2) + 42u+2)-9 + 404+ 2-12-9. 
75. Surfaces du quatriéme ordre — sans courbes multiples — a 


un point conique triple dont le céne tangent est doué dune génératrice 
stationnaire. Le cone tangent a les nombres pliickériens suivants: 


pmev=3, E=v—1, you—y=ez=—. 
On trouve par une application immédiate des formules: 
=12, «=—24, v= 28, x= 20, d=25, n= 22, 
b= 150, q’=88, k= 10405, t= 390, 7'= 484, o'= 152, 
c=50, r=—69, m’=—169, h—1021, f’=—113, o = 32. 
La nappe de la développable bitangente qui est tangente 4 un plan 


joignant la génératrice stationnaire du céne tangent a une tangente 
principale, a, deux génératrices stationnaires et une génératrice double 


*) ll est plus commode, peut-étre, de voir la propriété correspondante d’une 
figure réciproque (n° 62.). 
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coincidant avec la tangente principale. Il faut done substituer a la 
valeur 297 de s’, que donne immédiatement la formule (10), la valeur 
de 297 — 2.12 — 273. Celle-ci sera ordre de l’aréte de rebrousse- 
ment propre de la développable bitangente. On aura en la désignant 
par s’ (n° 68.): 

4s —= 27+ 3(2u+2)(v—2) + 5(Qu+a)E+ do +4 24¢. 

Les surfaces des deux derniers exemples sont des cas particuliers 
dune surface d’ordre » 4 un point conique d’ordre n—1. Nous avons 
indiqué ailleurs*) quelques-unes des propriétés générales de ces sur- 
faces et déterminé une partie de leurs nombres caractéristiques. On 
peut en trouver les autres au moyen des formules du n° 3., modifiées 
un peu & cause des y droites doubles et des z droites cuspidales. 


XIV. 
Addition sur le genre. - 


76. Dans un autre mémoire**) j'ai trouvé que le genre p d’une 

surface s’exprime de la maniére suivante: 
(I) 24(p+1) =e — 12a+ 24n+ 6+ 3r — 15ce+ 26+ by 

+ 2(3v+32+8y-+ 138). 
Toutefois les termes dépendant de j’, 7, 4, ¢'***), B, B, U, U’, 0,0, 
d,g,e — sil y en a —, ne sont pas introduits expressément; mais 
indirectement |’équation (I) en contient la plupart. En effet, 4 la dé- 
duction de cette expression j'ai regardé la surface comme lieu de points, 
et nous pourrons done regarder comme points simples de la surface, 
comme points simples de la courbe cuspidale et comme points coniques 
tous les points qui appartiennent, en cas particuliers, 4 ces classes de 
points pour la dite conception de la surface. (Pour les points de la 
courbe double il s’agit seulement des propriétés de chacune des deux 
nappes.) 

Aux deux premiéres de ces classes de points appartiennent les O 
points d’osculation des plans osculateurs, les d points stationnaires de 
la courbe double, les j’ points singuliers des plans-pinces et les points 
y. Liexpression de 24(p-+-1) ne contiendra done aucun terme dépen- 
dant de O, d, j’, x. 

Les B points biplanaires}) sont, pour la conception actuelle de 
la surface, des points coniques aux nombres vy = ¢=€=—0, y= 1. 


*) ,,Mathematische Annalen“ t. 1V, p. 44. 
**) ,,Mathematische Annalen“ t. IV, p. 41—42. 
*t%) .,Mathematische Annalen“ t. IV, p. 635. 
+) Aussi dans le mémoire cité, les points biplanaires sont regardés, expres- 
sément, comme des points coniques particuliers, 
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Les 7 points singuliers des plans-clos et les 2B’ points singuliers 
des plans biponctuels sont des points coniques aux nombres z = 4, 
yun 9 = £ =). 

Les U’ points singuliers des plans uniponctuels, les points §° et 
les g points doubles de la courbe cuspidale*) sont des points coniques 
aux nombres z= 2, v=y=—£=—0. 

Il reste les U points uniplanaires — qui different essentiellement, par 
la distribution des nappes, de points coniques au nombre v = 3 --, 
les O' points osculateurs, et les e points stationnaires de la courbe cus- 
pidale. On trouve, au moyen de |’équation que nous allons déduire des 
équations dans le n° 3., que U et O’ auront dans l’expression cherchée 
pour coéfficients 18 et 6. Quant aux points e, la connexion des nappes 
de la surface qui les forment est la méme que celle des nappes formant 
un point biplanaire. Ils auront done — si nous ne nous trompons pas 
— la méme influence au genre que les points biplanaires, en méme 
temps qu'il faut remplacer, dans l'expression cherchée, 6, qui est intro- 


eduit par la formule (12), par 6B + e**). 


On trouve ainsi qu’avec les notations du présent mémoire, oi les 


, notations de X(u,v---) n’ont égard qu’aux points coniques — le 


genre s’exprime de la maniére suivante; 


(IT) 24(p+1) = c— 12a+ 24n+ 68+ 3r— 15c+ 26+ 6y +127 
+8B+424B+18U+6 U'+60'4 2(3v4+324+8y + 138) 
+ 2'(6f') + 6g 4 9e. 

La déduction de cette extension de la formule (1) est faite d’une 
maniére trop legére pour exciter une entiére confiance***). I] est donc 
bon que nous possédons un moyen de vérifier une partie des nouveaux 
coefficients, le méme auquel nous devons les coefficients de U et de O’. 
Ce moyen consiste en une déduction, par les équations du n° 3., de 
’équation gui exprime que le genre d’une surface donnée est égal a celui 
de la surface réciproque. 

On déduit en effet des équations (20) et (8), (22) et (23) des n°s 3. 
et 4. que les expressions 


*) Nous supposons ici que les g et e points singuliers de la courbe cuspi- 
dale soient distincts entre eux, 

**) Qu bien par B + 20’+ e, mais cet effet du nombre 2 0’ est compris au 
coefficient 6 déji nommé. 

**t) Nous rappelons notamment qu’a la démonstration de la formule (I) dans 
le 4™e vol. des ,,Math. Ann.‘ nous avons fait certaines restrictions sur la forme 
de la correspondance des deux surfaces qui nous occupaient alors. Il faudrait 
donc, pour appliquer immédiatement les résultats trouvés 4 une surface douée 
d’autres singularités, s’assurer que sa correspondance avec une surface qui n’a 
pas les mémes singularités peut avoir lieu sans violer ces restrictions. 


Mathematische Annalen. X. 35 
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— 4n + e+ o+ 25+ 374 +4+4B+6U + 2(v+4n+78), 
6+ 3r —5o — B —3zx4— 8B—6U — X(24+204+87n+148), 
‘'— 3e+2r+6+ 47+ 37+ 140 — 204 2(2u+7+4+8n+ 118) 
sont égales aux expressions réciproques, c'est a dire aux expressions 
qui en sont formées par la substitution de lettres accentuées a celles 
qui n’ont pas d’accent. En multipliant ces expressions respectivement 
par —6, — 1 et + 3, on voit par une addition qu’aussi l’expression 


24n—16c+3r+26+ 6—67—16B+12 U—60+4 2(38v4+324+8n478) 
est égale a l’expression réciproque, ce qui est précisément |’équation 
qui exprime l’égalité des deux genres. 

Cette vérification est compléte pour |’absence, dans |’expression (Il), 
de termes j’ et 7 et pour le coefficient de €’, et, comme le coefficient 
de B et absence d’un terme O n’ont pas besoin de vérification, aussi 
pour les coefficients de B’ et O'. Pour le coefficient de y’ on n’obtient 
aucune vérification, parce que, réciproquement, l’égalité des genres qui 
nous occupe ici nous a fourni les coefficients de x et x dans Uéquation (19f 
ou (23) (voir le n° 27.); mais ce coefficient de l'équation (II), qui ob- 
tient ainsi une importance double, doit étre en tout cas — a cause de, 
l’analogie des points singuliers des plans- clos et des plans biponctuels 
— égal a la moitié du coefficient vérifié du terme B’. 

Nous remarquerons encore qu’en donnant, au moyen des équations 
du n° 3., & notre expression (II) du genre la méme forme qu’a indiquée 
M. Cayley*), on ne trouve pas les mémes coefficients de x et B’ qui 
résulteraient de la substitution de # = 8y' + 16B dans |’expression 
indiquée par ce savant. (Comparer a l’introduction du présent mémoire.) 


Copenhague, 27 avril 1876. 


*) On Reciprocal Surfaces p. 227. — Geom. of three Dimens, p. 565; édition 
de M. Fiedler p. 610. 
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Ueber die algebraischen Formen, deren Hesse’sche Deter- 
minante identisch verschwindet. 


Von 
P. GorpAN und M. Niruer. 


Die Bedeutung des identischen Verschwindens der Hesse’schen 
Determinante einer algebraischen Form ist von Hesse, zunichst im 
42. Bande, dann im 56. Bande des Crelle’schen Journals, dahin ausge- 
sprochen worden: dass die Beziehangen, welche zwischen den partiellen 
Differentialquotienten, den Polaren, der Form herrschen miissen , lineare 
seien, oder, was dasselbe ist, dass sich die homogene Form von r Va- 
riabeln durch lineare Transformation auf eine solche von weniger als 
yr Variabeln zuriickfiihren lasse. Aber auch der zweite Beweis, welcher 
ein System linearer Gleichungen in unvollstindiger Weise auflést, ist 
seit lange als unzuliissig erkannt worden*). 


Trotz der sehr verschiedenartigen Methoden, welche sich zur Be- 
handlung des Problems darbieten, hat bisher die Frage nach der Rich- 
tigkeit des Hesse’schen Satzes nicht entschieden werden kénnen. Nur 
fiir die den biniiren und den quadratischen Formen, bei welchen der 
Satz selbstverstiindlich richtig ist, niichststehenden beiden Fille, den 
der terndren cubischen und den der quaterndren cubischen Formen, ist 
durch H. Pasch auf dem Wege von Determinantenrelationen ein Be- 
weis des Satzes erbracht worden**), Und ferner hat der eine von 


*) Wie dem einen von uns (N.) vor lingerer Zeit von H. Christoffel mit- 
getheilt wurde, sind die Miingel des Beweises gleich nach Erscheinen des zwei- 
ten Hesse’schen Aufsatzes bemerkt worden, und wurde von H. Weierstrass 
ein Zweifel an der Richtigkeit des Satzes geiiussert. Von den unten folgenden 
Resultaten hat H. Christoffel die eindeutige Umkehrbarkeit der Formeln (10) 
des § 2. bei jener Gelegenheit angegeben. Die falschen Beweise sind iibrigens in 
die meisten Lehrbiicher iibergegangen, so in Brioschi’s Determinanti, in Sal- 
mon-Fiedler’s Algebra der linearen Transformationen, etc, 


**) S. Crelle-Borch. 80, p. 169. e 
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uns, durch Betrachtung des Verhaltens der Determinante einer redu- 
cibeln Form in Bezug auf deren Factoren und der zwischen den Po- 
laren bestehenden Relation, die terndren Formen iiberhaupt erledigt*). 
Endlich ist hier zu bemerken, dass friiher auch H. Sylvester den 
Fall von linearen Relationen zwischen den Polaren behandelt hat**), 
indem er dieselben in die entsprechenden Coefficientenrelationen auf- 
gelést hat; wobei er indess nicht auf die Bedeutung der in der Hesse’- 
schen Determinante enthaltenen Coefficientenaggregate eingeht. 

Bei der Wichtigkeit, welche die Hesse’sche Covariante einer Form 
fiir diese hat, haben wir die Untersuchung wieder aufgenommen, in- 
dem wir die Frage nach denjenigen Formen gestellt haben, deren 
Determinante identisch verschwindet. Dabei hat sich nun der Hesse’- 
sche Satz als im Allgemeinen wnrichtig erwiesen, vielmehr ist unser 
Resultat: 

Der Hesse’sche Satz gilt, wie selbstverstiéndlich fiir die bindren, 
so auch fiir alle terniren und quaterndren Formen, dagegen nicht mehr 
fiir die Formen von mehr als vier Variabeln und von hiherer als der 
eweiten Ordnung. Fiir diese hihern Fiéille lassen sich ganze Classen 
von Formen aufstellen, deren Hesse’sche Determinante identisch ver- 
schwindet, ohne dass zwischen ihren Polaren lineare Relationen statt- 
finden. 


Der Weg, auf welchem wir die Untersuchung***) fiihren werden, 
ist zuniichst die Betrachtung einer linearen partiellen Differentialglei- 
chung, welcher die Form f und deren Polaren Geniige leisten. Die 
Coefficienten dieser Gleichung sind nicht direct gegeben, sondern selbst 
wieder Functionen, die durch ein System partieller Differentialglei- 
chungen definirt werden. Eine der wesentlichen Aufgaben war, aus 
der Zahl der Lésungen dieses Systems diejenigen auszuscheiden, welche 
ganze Functionen der Variabeln sind. Und dies geschieht hier, wenn 
auch nicht fiir den allgemeinsten Fall, durch Betrachtung einer an 
sich interessanten Art von rationalen Transformationen der Varia- 
beln, zu welchen die Functionen unseres Systems Veranlassung geben, 
nimlich solcher, bei welchen die Transformationsdeterminante und 
eine Reihe ihrer Unterdeterminanten identisch verschwinden. Insbeson- 
dere werden auf diesem Wege in § 8. die quiniiren Formen vollstiindig 
erledigt. , 


*) Gordan ,,Ueber einen Satz von Hesse“, Sitzungsber. der phys.-med. 
Soc. Erlangen, v. 13. Dec. 1875. 


**) Philos. Magazine, Ser. IV, vol. 5 (1853). 
***) Kin Auszug aus derselben ist schon in den Sitzungsber. der phys. -med. 
Soc. Erlangen, v. 10. Jan. 1876, mitgetheilt worden. 
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Formen mit verschwindender Hesse’scher Determinante. 


§ 1. 
Problemstellung. Definition der Functionen h”. 


Die ganze algebraische homogene Form der ry Variabeln 
Hy, Ly, +++ Ur, 
welche wir der Untersuchung zu Grunde legen, bezeichnen wir mit 


(1) f (®y, Xa, +++ tr). 
Von dieser Form setzen wir voraus, dass die Determinante ihrer zwei- 
ten partiellen Differentialquotienten 
(2) B= ZH fhihe++ + ber 
und die Unterdeterminanten derselben bis zu irgend einer bestimmten 
Ordnung hin identisch, fiir alle Werthsysteme der x, verschwinden. 

Da die Determinante A, gleichzeitig Functionaldeterminante der 
ersten partiellen Differentialquotienten 

i, 1? re ~~ f, 

von f ist, so sagt das Verschwinden von A; aus, dass zwischen diesen 
Gréssen f; wenigstens eine, fiir alle Werthsysteme der x identische 
Relation besteht. Dieselbe muss algebraisch und homogen sein, da sie 
durch Elimination aus homogenen algebraischen Gleichungen erhalten 
werden kann. Eine solche irreducible Relation von méglichst niedriger 
Dimension in den f; sei bezeichnet mit ; 


(3) t(fir fy»: *f) =9, 
und wir setzen : 

ox 
(4) Oh, = Tj. 


Sei ferner g der grésste gemeinsame Factor aller 2;. Dann setzen 
wir weiter 

(5) m= 98: = eh(x), 

wo nun die & ganze Functionen h(a) der x ohne gemeinschaftlichen 
Factor sind. 

Man kann hier bemerken, dass, im Falle die ersten Unterdeter- 
minanten A;, von A; nicht Null sind, diese sich wie die Quadrate und 
Producte von r Gréssen verhalten, die mit den eben definirten Gréssen 
h® iibereinstimmen. Wenn die h® Constanten gleich werden, so hat 
man den Satz Hesse’s. Wir haben daher nur die Méglichkeit des 
andern Falles, dass die h' Functionen der x werden, zu untersuchen. 


§ 2. 
Differentialgleichungen der /. Definition der Functionen 9. 


Wir werden nun eine Classe von Functionen, die in unserem Pro- 
bleme eine wichtige Rolle spielen, durch eine lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung definiren. 
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Unter der im Folgenden durchgingig festgehaltenen Bezeichnung 


5 Fey PK, 


j 0%; 
betrachten wir die Differentialgleichung 
(6) ®: = 0. 


Die derselben geniigenden homogenen ganzen Functionen der x 
nennen wir Functionen ®. 


Wir werden zuniichst eine Reihe von Lisungen und Eigenschaften, 
dann ein vollstandiges System von Lésungen dieser Gleichung auf- 
stellen. Da sich (3) in die Form 


(3’) fa = 0 oder f: = 0 
setzen liisst, so folgt, dass f selbst eine der Functionen © ist. 


Ferner ergiebt sich durch Differentiation von (3) die wiederum in 
allen x identische Gleichung 


(7) 0 = Lafiy=efye (fiir jedes y); 


d. h. auch alle Polaren f, von f sind Functionen ®. Dieselben wiir- 
den sogar, im Falle nur eine Relation zwischen den f, existirte, ein 
vollstaindiges System von Liésungen der Gleichung (6) bilden. Weitere 
Lésungen sind die Functionen z;, als Functionen der f,: 


bs 0. 
Jetzt kénnen wir aber die Functionen ® noch anders auffassen: 


Die Functionen O(x), gebildet fiir die Argumente a + A£, sind un- 
abhidngig von i: 


(8) (w+ 28) = O(2). 
Denn man hat, wenn ® von der Ordnung yr, 
22 Se 
O(x+48) = O+ T2 Or t+---+ eer RRO O». 


Setzt man aber in ®: =O den identisch verschwindenden Ausdruck 
®, an Stelle Yon ®, so ergiebt sich wegen 2;; = 0: 


J eo 
Dx: = 0, oder De was 0, (wo Px — rr Ou, 0a, gE; és) 
und ebenso, indem man 9, etc. einsetzt: 


,=0, ++. o»=0. 


Der Satz gilt iibrigens fiir jede, auch nicht ganze Liésung von (6). 


Diese Auffassung fiihrt sodann noch zu einer zweiten wichtigen 
Eigenschaft der Functionen 9: 
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Ist eine solche ganze Function ® das Product zweier ganzen Func- 
tionen 
o= 9 (2) bs v(x), 
so sind auch die Factoren selbst Functionen ®, also Lisungen von (6)*). 
Denn offenbar miissen, wie ®(x-+ 4) selbst, auch m(x#-+&) und 
w(a+A§) von 4 unabhingig sein, und man hat auch: 
9: = 9, P2=9, ++} y= 0, p= 0, ---. 


Aus diesem Satze ergeben sich nun weitere Lésungen von (6). 
Nach (5) sind auch die (2), als Factoren der 2;, Lésungen, oder 


(9) hy = 0, 

und man hat 

(9) - & = h(x) = bY (wb), 
woraus insbesondere 

(9”) i (&) =0. 


Endlich bilden wir noch die Functionen 9: 
ibe — Leki, 
die sich durch Einsetzen in (6) als Lésungen ergeben Aus diesen 
letztern Lésungen kénnen wir auch ein vollsténdiges System solcher 


zusammensetzen. Denn sei, wie wir annehmen wollen, &, nicht iden- 
tisch = 0, so betrachten wir das System von Lésungen: 


—o -. 
io =u <a ae 
(10) sala oo 
E41 
Yr—-1= Lr—1— a hie e 





Jede Function © wird eine homogene ganze rationale Function der 
Grrissen 4) Ny) *** Nr—1- 
Denn bildet man: indem man noch 
= ly 
setzt, die Function ® fiir die Argumente 9: 
(1) N29 + * Nr—ty Ur), 


0 = 7, = 2 — 


*) Es ist fiir manche Anwendungen beachtenswerth, dass dieser Satz fiir alle 
ganzen Lisungen irgend einer linearen partiellen Differentialgleichung gilt, deren 
Coefficienten nur selbst Lésungen der Gleichung sind. 





552 P. Gorpan und M. Néruer. 


so fallen aus der Entwicklung alle Potenzen von * heraus » und 


man hat; *, 
(11) D (2, Uy, ++ + Var, Lr) =O (my, My, - + + Mrs, 0). 

Und ebenso driickt sich jede Lésung durch die y allein aus. Die y 
bilden also ein vollstindiges System von einander unabhiingiger Lé- 
sungen. Und die Gleichung (6) hat daher die Eigenschaft, genau so 
integrirt zu werden, als ob deren Coefficienten constant wiiren, niim- 
lich durch das System (10). Als Bedingung hiefiir sind nur die Glei- 
chungen (9)*aufgetreten. Im Folgenden haben wir aber nur von den 
Lésungen ® Gebrauch zu machen. 

Wir wollen noch einer Eigenschaft des Systems (10) Erwihnung 
thun. Die Gleichungen derselben lassen sich auch rational umkehren. 
Denn da auch die Functionen §, oder h(x) ganze Functionen der 
sind, so erhailt man aus (10) auch 

EAN h(n) 

y= Ni + n(n) 
also auch die x,, 2, +--+ «, rational ausgedriickt in den neuen Va- 
riabeln 4,, 42, -*- Mr—1) 2r+ 

In (9) haben wir Gleichungen fiir die unbekannten Functionen h 
allein erhalten. Wir haben uns zunichst zu der Discussion dieser 
Gleichungen zu wenden, um dann aus ihren Lisungen mittelst der 
Gleichungen (3’) und (7) zugehérige Functionen f zu finden. 


Transformationsproblem der ‘h'). 


Das System der Gleichungen (9) 

@) 

he =0 
hat genau die Form, wie es schon bei Jacobi*) auftritt und kann 
leicht allgemein integrirt werden. Wir bediirfen indessen in den fol- 
genden Entwicklungen dieser allgemeinen Integration nicht. Es mége 
daher nur kurz angedeutet werden, dass die Integration dadurch ge- 
schieht, dass man neue Functionen der h® und x, aus welchen man, 
indem man sie Constanten gieich setzt, die h zu berechnen hat, als 
abhiingige Variable, die h® aber ausser den x als unabhingige Va- 
riable einfiihrt. Fiir die neueingefiihrten Functionen erhalt man dann 
nur wieder die Gleichung (6), deren Lésungen in (10) gegeben sind, 
und man findet hieraus als allgemeinste Lésungen des Systems (9): 


h® (x) = W(M,, M2, > + Nr—1), 
wo die y? irgend welche Functionen der 4 sein kénnen. 


a) (G@=1,2,---r—1), 





*) Crelle J. I, p. 321. 
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Aus diesen Gleichungen, welche zur Bestimmung der Functionen 
h® hinreichen, ergeben sich aber dieselben im Allgemeinen nicht als 
ganze rationale Functionen der x. In dem letztern Falle miissen jeden- 
falls die ~ ganze Functionen der y sein; und die Gleichungen (9") 
zeigen weiter, dass, sollen die h® keinen Factor gemein haben, we- 
nigstens zwei Relationen zwischen den Functionen h allein bestehen 
miissen, namlich eben die Gleichungen (9”). 

Um aber die ganzen Functionen h® iiberhaupt auszuscheiden, we- 
nigstens fiir einen besonders wichtigen Fall, stellen wir Betrachtungen 
an, die in ein anderes Gebiet, in das der Transformationen gehoren 
und an die Gleichungen (9’) ankniipfen. 

Diese Gleichungen 
(9) E; = h(x) = h (w+ 8), 
in welchen wir von jetzt an die h immer als ganze rationale Func- 
tionen auffassen, liefern Beziehungen zwischen dem Werthgebiet der x 
und dem der §. Das Werthgebiet der x umfasst alle méglichen Werth- 
combinationen der »-—-1 Verhiltnisse der + Gréssen x und hat da- 
her r—1 Dimensionen; das der Verhiiltnisse der & ist dagegen ein 
beschrinktes, da nach (9”) wenigstens zwei Gleichungen zwischen 
den & bestehen; es mége uw Dimensionen haben, wo also w héchstens 
=r —3 ist. Wir bemerken noch, dass dieses Gebiet der & ein irre- 
ducibles ist. . 

Zu jedem Werthsystem der x gehért nach (9) im Allgemeinen, 
d. h. wenn fiir dieses x nicht alle h(x) verschwinden, eindeutig ein 
Werthsystem der Verhiiltnisse der §& Zu diesem gehdren aber umge- 
kehrt wnendlich viele Werthsysteme der Verhiiltnisse der x, und zwar, 
wenn 2 irgend eines der zu &’ gehdrenden Werthsysteme ist, insbe- 
sondere alle von der Form 

a+ Ag’, 
fiir irgend ein 4. Wir werden im Folgenden der Kiirze halber die 
Gesammtheit solcher zusammengehérigen Werthsysteme 2-+-A§ als 
Reihe (x§) bezeichnen. 

Hieraus folgt zuniichst, dass sich das ganze Werthgebiet der x 
‘in oo*® Reihen (v&), der Form 2+ A€, zerlegt. Und da die Verhilt- 
nisse der x Gréssen x nur von den w Parametern des §-Gebietes ab- 
hingen, so miissen zu irgend einem §’ im Allgemeinen oo’—“~* solcher 
Reihen (a §’) zugehdren. Die Gesammtheit dieser zu &° gehérenden 
Reihen (a’&’) bezeichnen wir als das Gebilde g©. Es hat r—u—1 
Dimensionen. 

Bei diesem Entsprechen treten aber auch unter den x Ausnahme- 
elemente auf. Es sind diejenigen Werthsysteme x, welche alle Func- 
tionen h(x) gleichzeitig zu 0 machen, und welche wir als die Funda- 
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mentalwerthsysteme y bezeichnen wollen, von denen. hichstens oo”-* 
existiren kérinen: 
h(y) =0; fiir jedes 7. 
Zu denselben gehéren auch die Werthsysteme & selbst, wegen 
ho (8) =0, 
diese bilden einen Theil der y (oder sie kénnen auchg insbesondere 
fiir « =r -—3, alle y bilden). Einem solchen y kann ein & oder 
kénnen unendlich viele der § entsprechen; diese findet man, indem man 
die Ausdriicke 
i = hO(y+ey) 

nach aufsteigenden Potenzen von ¢ ordnet und dann « gegen 0 con- 
vergiren lisst, wihrend man den Verhiiltnissen der y’ alle méglichen 
Werthe giebt. Auch hier bleibt der Satz gelten, dass, wenn auf diese 
Weise zusammengehirige Werthsysteme y und & gefunden sind, zu 
demselben § auch die ganze Werthreihe (y&) oder y+-AE gehért; denn 
der Satz gilt fiir die Werthreihe (y+ ey’) + A&. 

Es kénnen auch noch umgekehri, wie unter den x, so auch unter 
den § Ausnahmeelemente auftreten. Wiahrend die Gleichungen 

Eh (x) — Eh (x) = 0 

bei willkiirlich gegebenen §’, welche nur dem &-Gebiete angehéren 
miissen, fiir die Verhiltnisse der x co’—“—! Auflésungen, das g)- 
Gebilde, zulassen, kann sich fiir specielle Werthsysteme §' die Zahl 
der Auflésungen erhéhen. Indessen kann es, wenn man von denjeni- 
gen § absieht, deren zugehérige « in héherer Dimension nur in das 
Fundamentalgebiet der y fallen, héchstens co—? solcher geben, bei 
denen dieses eintritt, da bei oo*—1 solcher speciellen &’ die zugehéri- 
gen )-Gebilde schon das ganze x-Gebiet erfiillen wiirden. 


§.4... 
Verhalten der i‘. 

Nach Gleichung (8) setzen sich auch die Werthsysteme, fiir welche 
irgend eine der Functionen ® verschwindet, nur aus Werthreihen (7&), 
namlich aus oo’—* soleher, zusammen. Mit einer von den iibrigen 
co”’—? Werthreihen (x&), die iiberhaupt existiren, hat ®(z) = 0 kein 
Werthsystem gemein, ausser dem betreffenden —, wegen 

o(@) =0. 

Wie sich die Werthsysteme, fiir welches irgend eines der h ver- 

schwindet, z. B. 

h = Lah (x) = 0 
ist, zusammensetzen, kénnen wir noch genauer verfolgen. Dieselben 
bestehen aus zwei Theilen, a) aus simmtlichen Fundamentalwerthsyste- 
men 2, fiir die h unabhiingig von den @;, also simmtliche h(x) ver- 
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schwinden; und b) aus den von a; abhingigen Werthsystemen x. Fiir 
diese letztern muss zugleich werden 
‘= 2a; §; = 0, 

d. h, man erhalt nur co“—1! der Werthsysteme & und die zugehdrigen 2. 
Da auch umgekehrt nur die Bedingung §’ = 0 vorliegt, so erhilt man 
auch alle x dieser g*)-Gebilde. Daher setzen sich die Werthsysteme b) 
zusammen aus co“—! der g)-Gebilde; und h =O besteht auch nur 
aus diesen, da die unter a) genannten nur zur Dimension r—3 auf- 
steigen, also keinen selbstiindigen Factor von h bilden kénnen und 
schon unter den in b) bezeichneten enthalten sein miissen. 

Wir mégen noch bemerken, dass man die in a) bezeichneten 
Fundamentalwerthsysteme y dadurch erhalten kann, dass man die Glei- 
chungen aller Gebilde ®), fiir deren — nicht Da;&; =O ist, verbindet 
mit der Gleichung 

Lah (x) =0. 


Man sieht dabei, dass in jedem Gebilde g®™ oo”—“-2 der Werthsysteme 
y liegen, welche sich auf co’—“~—* Reihen (y&) vertheilen; oder zu 
jedem §€ gehéren im Allgemeinen oo’-“—* Fundamentalreihen (y&); 
im Ganzen oo’—* solcher Reihen, die indess zusammen nur ein Gebiet 
von r—3 Dimensionen fiillen diirfen, da die h® keinen Factor gemein 
haben sollen; und in der That haben wir gesehen, dass schon co“! 
der §-Werthsysteme das ganze Fundamentalgebiet y liefern. In be- 
sondern Fiillen oder fiir specielle der € kann sich sogar die Anzahl 
der zugehérigen Fundamentalreihen (y§) noch erhdhen. 

Wihrend die Functionen h sich nur aus den simmtlichen Werth- 
systemen von cc“~! der g-Gebilde zusammensetzen, entstehen die 
Functionen ® im Allgemeinen dadurch, dass nach irgend einem Ge- 
setze aus simmtlichen co“ m)-Gebilden je oo’—“—* Werthreihen (x&) 
herausgenommen werden, — 

Die Annahme, dass die € nur ein Werthgebiet von u Dimensionen 
(u<r—3) bilden sollen, kénnen wir auch analytisch ausdriicken. 
Hiernach diirfen die r Functionen h(x) nur von w + 1 Combinatio- 
nen der Variabeln a,, 2, +++ %,, die wir mit 


A,, Ay, +++ Ap4i 


bezeichnen wollen, homogen abhingen. Nimmt man also die (w+ 1)- 
reihigen Determinanten aus dem unvollstindigen Systeme 


(1) (2) (r) 
hi hi toe hi 
(1) (2) (r) 
he hi. toe h: 
. . . . . ? 
nh r® ee 


: z 2 
w+i ‘w+t +1 
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é © 


hi == © 
4 Cx; 
k 


gesetzt ist und i,, t,, +--+ iu41 irgend eine Combination von uw + 1 
verschiedenen Zahlen aus 1, 2, --- r bedeutet, so verhalten sich die- 
selben wie die entsprechenden Determinanten aus dem unvollstiindigen 
Systeme: 


()) (2) (r) 
hy, hs, se We. 
(1) (2) 2) 
h A, hs. h ae 
- h® SFEt G es 
“e+1 “p+! “utl 


In diesem Systeme sind die h® als Functionen von 
A,, Ay, +++ Ap+i 
aufgefasst und es ist in diesem Sinne 


en” 

a4, 4, 
gesetzt. Da nun der Proportionalititsfactor die Determinante der A, 
nach den entsprechenden 2; ist, und da dieselbe, wenn die A; von 
nicht weniger als w + 1 Combinationen der x abhingen sollen, bei 
allgemeiner Annahme der Combination 7,, t,, - ++ tu41 nicht ver- 
schwinden kann, so kénnen dann auch jene Determinanten der h 
nach den x; nicht alle verschwinden, und sie werden von der beson- 
dern Combination i,, i,, --- i,41 ganz unabhiingig. Dagegen werden 
die (u-+-2)-reihigen Determinanten, die aus dem obigen Systeme da- 
durch entstehen, dass man eine weitere Horizontalreihe 

ca 

hinzufiigt, sdmmtlich verschwinden. 


§ 5. 
Das h-Problem bei einfach unendlichem Werthgebiete der h. 


Fiir den Fall, dass das Werthgebiet der & ein einfach unendliches 
ist, kénnen wir die simmtlichen Functionen h(x), welche den Glei- 
chungen (9) geniigen, wirklich angeben. Sei also u = 1. 

In diesem Falle besteht ein g)-Gebilde aus r—2 Dimensionen 
und kann daher durch eine Gleichung zwischen den Variabeln x dar- 
gestellt werden, die wir ebenfalls bezeichnen mit: 


gy) = 0. 
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Ferner kénnen hier die Werthsysteme, fiir welche eines der h ver- 
schwindet, naimlich 

2 ah (x2) = 0 
ist, nur aus denen einer endlichen Zahl von g)-Gebilden bestehen, 
oder man muss eine Identitait haben: 


(12) La; h(x) = gp). gf) ..., 
wo die &’, &”, --- diejenigen Werthsysteme € sind, fiir welche 
z a; = 0) 


ist. Die Functionen o®, als Factoren einer Function h, gehiren - 
also hier auch zu den in § 2. definirten Functionen 9. 

Hieraus folgt zuniichst, dass 
ist fiir alle diejenigen Werthsysteme x, welche zu dem beliebigen con- 
stanten Werthsysteme § gehdéren, d. h. also fiir alle diejenigen Werth- 
systeme z, welche g) zu 0 machen; es muss also eine Identitit 
existiren : 


fas ; & 
(13) 9! = eg, 


& 


wo @ eine ganze Function der x oder auch 0 sein kann. Dabei sind 
&’ und &° zwei willkiihrlich gegebene Werthsysteme aus dem §-Gebiet. 
Nun ist aber : 


9, =0, 


bei constantem §&’ fiir alle Werthe von x. Denn da die Werthsysteme, 
fiir welche g©)==0O wird, nur aus Werthreihen (7&’) der Form 2+ A&’ 
bestehen, so kann die Gleichung 


g® (c+ rt') = 9 (2) + dg® 4---=0, 


wenn man & belicbig annimmt, nur die Wurzel 4 = oo haben, woraus 
folgt, dass die Coefficienten von 4, von A* ete, identisch verschwinden 
miissen. : 

Daher folgt weiter, indem man von gs’ die Polare nach & nimmt, 
dass auch 


ep =0, fir alle 2; 


und Gleichung (13) liefert jetzt: 
(er). =0, fir alle z. 


Aus dieser Gleichung schliesst man nun, genau wie in (8) des § 2., 


(x 28") - p(a+ AE’) = e(a) - p(x) 


dass 
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ist, fiir jedes 2, dass also entweder 9 = 0 ist, d. h. 

(14) 9, =0, 

oder dass Pr =) —( ist, was, da &’ und &, beliebige Gréssen des £- 
Gebiets waren, wiederum auf Gleichung (14) fihrt. 

In unserem Falle besteht also ein Gebilde g® nicht nur aus 
Werthreihen (#&), sondern auch aus solchen (7§'}, wo . irgend ein 
Werthsystem des &-Gebiets vorstellt. 

Nach Gleichung (12) hat man nun auch fiir irgend eine der Func- 
tionen h(a): 

h: =0, 
bei constantem &' und beliebigem x. 

Seien 
EM, EQ)... Er 9) ; 

irgend welche linear von einander unabhiingige constante Werthsysteme 
des §-Gebiets, in der Zahl, dass sich alle E linear und homogen aus 
diesen r—s suenmumensetsen lassen; also: 

@ 

h eft) = = 0. 
Dann hat man auch fiir irgend ein y von der Form 


y = «,& + a, £2 4... + a, BO-9 
die Identitit 
h? =0, 


h® (a+ dy) = h(a) 
h®(y) = 0. 


Daher muss zuniichst s > 1 sein, da sonst die h(x) ein Gebiet von 
co’—*? Werthsystemen, also einen Factor gemein haben wiirden. 

Zu diesen y, welche hier die Fundamentalwerthsysteme des x- 
Gebiets bilden, gehéren auch alle & selbst. Da dieselben also linear 
und homogen von r —s Parametern abhiingen, so miissen zwischen 
denselben s ($2) lineare Relationen existiren, welche man durch Eli- 
mination der r—s Parameter findet, etwa 


K(x) = 0, h(a) =O, --- WO(e) =O. 
? 


woraus 


und 


Unser Gleichungssystem Iw = 0 geht dann in folgendes iiber: 


@ 
si ge —= 0, von j=s+1 bis j—r, 
j 


(k= 1,2,---r—s). 
Dies sind, bei gegebenem i, r —s Gleichungen, homogen in den 


r — s Grossen 


- 
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an? 
Oa; 
Die Detetubianate der Coefficienten 


(1) (2) (r—s) 
2+ at s+2 aa 5, 


verschwindet nicht, da die Werthsysteme §, --..- &*—® linear von 


einander unabhingig sein sollen. Daher folgt: 
an® : 
noe (j=s+1,s+2,---7r), 
d. h. die Grissen 
WET” (a), WEF? (a), «+» Wa) 
sind Functionen von x, %, +++ x; allein. 

Umgekehrt kénnen aber, wenn die Functionen h®, h®, --- h® 
identisch 0 sind, die Functionen h©+, --- h® ganz willkiihrliche ganze 
homogene Functionen von 2,, 2, --- 2, sein, und man wird immer 
ein System von Lisungen der Gleichungen (9) haben. 

Damit dann noch ausserdem, wie es in diesem § angenommen 
war, das Werthgebiet der § ein einfach unendliches wird, miissen fiir 


Tr . . . 
s <j, mu den von selbst bestehenden r—2s identischen Relationen 
zwischen den r —s Functionen h¢+», --- hk”, noch s — 2 beliebige 
weitere Relationen hinzugenommen werden. Fiir s = 2 insbesondere 


hat man also ohne weitere Relationen schon den Fall des einfach un- 
endlichen Werthgebiets der &. 


Fiir sS > in welchem Falle keine Relationen von selbst bestehen, 


hat man, wenn die & eine Dimension bilden sollen, noch r—s - 2 be- 
liebige Relationen zwischen den h©+», --- h® anzunehmen. 


§ 6. 
Das f-Problem fiir den Fall, dass mehrere der h® verschwinden. 


Indem wir jetzt zur Aufsuchung von Functionen /f iibergehen, 
deren Determinante A, identisch verschwindet, werden wir dieses Pro- 
blem in dem Umfange erledigen, als es die im Vorhergehenden gefun- 

denen Lésungen des h-Problems der Gleichungen (9') gestatten. 
Wir haben fiir die Function f die Gleichungen 


fr=0, fig=O. 
Differentiirt man die erstere Gleichung nach den Variabeln x, so er- 
giebt sich mit Hiilfe des zweiten Systems Gleichungen: 


(15) fhO 4 FAP H--- + fA? =O, (k= 1,2,---74), 


wo jp ox oh 


Ox, 


ist. 
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Dieses System linearer partieller Differentialgleichungen fiir -die 
Function f geniigt, mit Hinzunahme der Bedingung, dass f eine ganze 
Function sein soll, zur Definition einer Function f, deren Determinante 
A, identisch verschwindet. Denn indem man die Gleichungen des 
Systems der Reihe nach mit den Variabeln z,, --- 2, multiplicirt und 
dieselben addirt, ergeben sich wieder umgekehrt die geniigenden Glei- 


chungen 
fe=9, fig=O. 

Die Gleichungen (15) zeigen, dass nicht alle moéglichen ganzen 
Lésungen des in (9’) gestellten h-Problems zu zugehérigen Functio- 
nen f fihren; dass vielmehr, da die Gleichungen (15) mit einander 
vertriglich sein miissen, eine Reihe weiterer Bedingungsgleichungen 
fiir die Functionen h(x) auftreten. Wir beschrinken uns nun bei 
dieser Untersuchung auf die im vorigen § gefundenen Lésungen hi, 
die zugleich alle fiir w = 1 méglichen Lésungen umfassen. 

Hiernach setzen wir voraus, dass 


wo [eminent bint, bat 0 


Er hOtV(z,, %) ; -0- Ee h”(x,, Za,°°° 2) 
sind, wo die h©+», .-- h) ganze homogene Functionen gleicher Ord- 
nung der Variabeln w,, 2, -+- 2, sind. 


Die Relation f; 0, welche zwischen den Polaren von f besteht, 
wird dann eine solche zwischen f341, fs42, -++ f- allein: 


®(fr+i, foe, +++ fr) =O. 

da sonst &, = 0, & = 0, --- & =O Relationen von niedrigerer Di- 
mension in den /;, als x, bildeten, die nach der Annahme iiber z nicht 
existiren. 

Fiir s = r — 1 folgt hier 

r=JV, 
eine lineare Relation zwischen den Polaren. Ebenso folgt fiir s =r — 2 
eine Relation zwischen /,_,; und f, allein, die, als bindre, ebenfalls 
linear sein muss. In diesen beiden Fillen (wie fiir s = 1) gilt also 
der von Hesse gegebene Satz. Sei also 
2<s<r—2. 

Das System der Gleichungen (15) wird hier 
(17) f,4, 224? + figghft? +--+ +700=0, (k=1,2,---8), 
ein System von s linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen 


fiir die eine abhiingige Variable f und die r —s unabhingigen Varia- 
beln 


Lst1) Us+2) tie Lr y 
in welches die Variabeln 


yy By, -°* Xe 








i- 
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nur wie Constanten eingehen, also ein System mit constanten Coeffi- 
cienten hi”. In diesem System (17) miissen nun noch die h® so be- 
stimmt werden, dass sich die Gleichungen (17) als lineare mit einander 
vertragen, was wenigstens fiir r —s < s zu Bedingungen fiir die h 
fiihrt. 

Wir nehmen jetzt wieder an, dass das Werthgebiet der & ein u- 
fach unendliches ist. 

Sei nun erstens s < —. 


Die € wiirden dann, ohne weitere Bedingungen fiir die Functio- 
nen h(x), ein Gebiet von s—1 Dimensionen bilden. Damit sich 
dasselbe auf « Dimensionen reducire, miissen zu den obigen Bestim- 
mungen fiir die h (in (16)) noch s —u — 1 beliebige Beziehungen 
zwischen den h&@+,--- kh” hinzutreten.. Diese Functionen h® (a) 
hiingen dann homogen von nur «+ 1 Combinationen der Gréssen 
Ly, Ly, +++ # ab, die wir wieder mit 
A,, A,, sts Au +1 
bezeichnen wollen. 

_ Es folgt dann, dass in dem System (17) s — w — 1 der Gleichungen 


von den iibrigen w-+ 1 linear abhingig sind (niimlich durch lineare’ 


Relationen verbunden, die unabhiingig sid von den Variabeln 2,41, 
%s42, +++ f-). Denn es verschwinden, wie schon am Ende des § 3. 
bemerkt ist, siimmtliche (u-+2)-reihige Determinanten, welche man 
aus den Coefficienten h{? von irgend u + 2 der Gleichungen des Systems 
(17) bilden kann, wiihrend die aus irgend uw + 1 der Gleichungen ge- 
bildeten (w-+ 1)-reihigen Determinanten Grdéssen proportional sind, 
welche von der Wahl dieser wu + 1 Gleichungen unabhiingig ‘sind. 
Sei zweitens s> = . 


Die § aus den Gleichungen (16) sind dann zuniichst an Zahl oo”-s—? 
Das System (17) liefert also dann entweder: 
fr+i=90, fro2=0,--- f=, 
d. h. man hat den von Hesse gegebenen Satz, oder es miissen noch 
wenigstens alle » — s-reihigen Determinanten aus den Coefficienten 
des Systems (17) verschwinden, d. h. die 2 diirfen nur von héchstens 


‘ ¢ —s—1 Combinationen der Gréssen 2,, 2, +--+ Z; homogen ab- 


hiingen, und von den Gleichungen (17) bleiben nur r—s—1 von 
einander unabhiingig. Sollen sodann die § nur ein Gebiet von « Dimen- 
sionen bilden, so miissen weiterhin r — s — w — 2 Relationen zwischen 
den h(x) beliebig angenommen werden kénnen, also muss sein 


wor—s—2. 
Alsdann hiingen die Functionen h" (a) wieder von w+ 1 Combinationen 


A,, Ay, +++ Au+i 
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der Gréssen 2,, 2, --~- 2, homogen ab; und es sind nur uw + 1 der 
Gleichungen des Systems (17) linear von einander unabhingig. 


Die w+ 1 linear von einander unabhiangigen Gleichungen des 
Systems (17) bilden nun (fiir s< = oder > +), da die Coefficienten 


des Systems wie Constanten eingehen, ein vollstiindiges System linearer 
partieller Differentialgleichungen. Um dasselbe zu integriren, braucht 
man nur 

r—s—p—l 
von einander unabhingige Lésungen fiir f zu kennen, aus denen sich 
dann durch Zusammensetzung mit den Lésungen 


Hy, Uy, °+* Xs 
die allgemeinste Lisung fiir f ergiebt. Jene Lésungen sind aber direct 
anzugeben. 
Seien mit 
Pix 


irgend welche Functionen der Gréssen 
By Xa, °°* Us 
oder Constanten bezeichnet, und sei 


! 
| 41 L342 eT 
| 2+ (s+2) ays. Uae 
hi, hy. hs, 
(s+-1) (+2) _ 2) | 
hy. h,, hy. 
Q= | Ret” pets vee HO , 
“ett u+l “ut+l 
Py, 1 P,, 2 a Pi e—e 
Pe, P22 mm Ta Bienes 
| 8,1 | ary Bal Pa Pe—s—n-2. r—s 


in welchem Ausdruck fiir r — s — uw — 2=0 keine Reihen P,, ; auf- 
treten sollen und wo wieder die h als Functionen der A, aufgefasst 
sind und 





en i 
a Ws, 
gesetzt ist. 
Diese Grésse @ ist nun eine Lisung des Systems (17). 
Seien also weiter 
@, Q., See Q-—s—p—1 


r — $s — mw — 1 verschiedene Grissen, die aus Q dadurch hervorgehen 
sollen, dass man fiir die P;,;, verschiedene Functions- oder Werth- 
systeme annimmt. Die allgemeinste Lisung des Systems (17) ist dann 
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(18) f= P(Qi, Qo, +++ Or—s—w—ty Ty Ly, +++ Hs) 

wo eine beliebige Function der angegebenen Argumente darstellt. 
Wihlt man insbesondere die P;,,; als Constanten, oder als solche 

Functionen von 2,,-+-+- %, dass die in den Q; auftretenden Determi- 

nanten der P;,; keinen Factor gemein haben, so miissen, damit f eine 

ganze Function der Variabeln wird, auch die Q; und die Function als 

ganze Functionen genommen werden. 


§ 7. 
Ternire und quaternire Formen. Specielle Fille. 


Wir behandeln im Folgenden noch einige specielle Fille, als An- 
wendung des Vorhergehenden. 

a) Die terndren Formen f lassen sich schon durch die Gleichung 
(9”) des § 2. direct erledigen. Denn wenn die Gréssen 

Es = h(a) 

hier noch Functionen der Variabeln x wiren, so wiirde ihr Gebiet nur 
ein einfach unendliches sein kénnen, und nach (9") wiirden die Func- 
tionen h(x) einen Factor gemein haben miissen, gegen die Annahme 
in § 1. Daher ist die Relation (3) zwischen den Polaren f; eine lineare 
mit constanten Coefficienten, was der von Hesse ausgesprochene Satz 
ist. Verschwinden insbesondere auch alle ersten Unterdeterminanten 
von Ay, so existiren zwei lineare Relationen (3), und f wird die Potenz 
einer linearen Form. 

b) Die quaterniren Formen f sind durch die Entwicklungen der 
§§ 2—b5. ebenfalls vollstiindig erledigt. Sollen hier niimlich die & 
Functionen der Variabeln x sein, so kann ihr Werthgebiet nur ein 


einfach unendliches sein. Denn wiire dasselbe ein zweifach unendliches, 
so wiirden wegen 


*h*(—) =0 
die Functionen h® einen Factor gemein haben miissen, was gegen die 
Annahme des § 1. ist. 

Aber fiir diesen Fall, dass die € eine Dimension bilden, liefert 
§ 5. alle Lésungen f. Man hat dann in (16) r—4, also s=r—2—2 
zu setzen und erhilt eine Relation zwischen /, und f, allein, die, wie 
schon dort erwihnt, als binare linear sein muss. Auch fiir die quater- 
niren Formen gilt also der Satz Hesse’s immer. 

Da unser Beweisgang auch bei dem Verschwinden von Unterdeter- 
minanten der Hesse’schen Determinante A; von f unverindert be- 
stehen bleibt, so kénnen wir weiter schliessen, dass eine, zwei oder drei 
von einander unabhiingige lineare Relationen zwischen den Polaren von 
f existiren werden, je nachdem nur A; oder auch simmtliche erste, 
oder endlich auch siimmtliche zweite Unterdeterminanten von A, iden- 
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tisch verschwinden; dass sich also unter diesen verschiedenen Bedin- 
gungen die Form / durch lineare Transformation auf eine solche von 
beziigl. 3, 2 oder 1 Variabeln reduciren liisst. 


e) Wir erwiihnen noch der einfacheren Form, in welche man die 
Lésungen (18) in einem speciellen Falle, insbesondere fiir s—=r—yu— 2, 
Tr 
$s < = setzen kann. 


Seien die Gréssen 
P,, P,, — } 


beliebige ganze homogene Functionen gleicher Ordnung von 
Yi, Ua, °°- Ley 


Q = 4172; + X42 Pe +eeet+ tr FP, 
Eine allen Bedingungen geniigende Function f ist dann 
f= 9(Q, 21, %2,* ++ 2s), 
wo @ eine beliebige ganze Function von Q, %1, %2, --- #, ist, nur der 
Art, dass dieselbe homogen wird iu den Variabeln 


und sei 


1, Lg, °° + Uy. 
Denn zwischen den Polaren 


fo41; fo+2, ee Cr 

op  p. 2 p ... 2% p 
eQ 1? Co Q 2) eQ ’ 
iibereinstimmen, werden, dar — s > s ist, r — 2s von allen Variabelu 
unabhingige identische Relationen stattfinden, die im Allgemeinen nicht 
linear sein werden. 

Dieser Fall erschépft insbesondere alle quindren Formen, bei denen 
das Werthgebiet der § ein einfach unendliches sein soll, indem man 
r=5, s=2 setzt. ° 


g 8, 


Quinire Formen. 


die beziiglich mit 


In § 7. c) haben wir alle quiniiren Formen f angegeben, welche 
auf ein einfach unendliches Werthgebiet der & fiihren. Fir die quiniren 
Formen wire nur noch der Fall eines zweifach unendlichen Werthge- 
biets der § méglich. Wir erledigen nun diesen Fall, indem wir nach- 
weisen werden, dass keine Formen / solcher Art existiren. Dabei werden 
indess noch einige, in dem Vorhergehenden nicht enthaltene Betrach- 
tungen nothwendig. 

Sei in § 3.: 

y=a5, wp =2. 


Das zu irgend einem & des zweifach unendlichen §&-Gebiets gehérige 
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®)-Gebilde hat hier zwei Dimensionen und besteht aus einfach un- 
endlich vielen Werthreihen (2%). Jedes dieser p¢)-Gebilde enthilt 
(nach § 4.) im Allgemeinen eine endfiche Zahl von Werthreihen (yé’), 
welche alle Fundamentalwerthsysteme des «-Gebietes umfassen. Und 
da diese Werthsysteme y auch nur ein Gebiet von 2 Dimensionen bilden 
kénnen, so wird hier das irreducible §-Gebiet jedenfalls ein endlicher 
Theil des y- Gebiets und besteht also ebenfalls nur, wie jenes, aus Werth- 
reihen der Form (§'§"). Es giebt wenigstens einfach unendlich viele 
soleher Werthreihen, die wir mit (aa’), (8 6’), (yy’), --- bezeichnen wollen. 
Man sieht sogar, dane die zu allgemeinen Werthsystemen a, a, a” 

der bel. Werthreihe (@e’) gehérigen Fundamentalreihen 


(ay), (wy), (@’y")--- 
kein von dem §-Gebiet verschiedenes y-Gebiet bilden kénnen; denn 
dasselbe wiirde fiir unendlich viele andere Werthreihen 


(BB), (77) - 


ebenso gelten und das entstehende y-Gebiet wiirde mit dem irreducibeln 
§-Gebiet alle zweifach unendlich vielen Werthsysteme desselben gemein 
haben, 

Wir werden nun zuniichst nachweisen, dass zwischen den Fune- 
tionen § = h(x) entweder wenigstens eine lineare Relation besteht, 
oder dass der Satz Hesse’s gilt. 

Zu dem Zwecke betrachten wir die Gesammtheit der o-Gebilde, 
welche zu irgend einer Werthreihe des §-Gebiets, etwa zu 

(ae’), 
gehéren. Diese liefern zusammengenommen ein Gebilde, das durch 
eine Gleichung dargestellt werden kann: 
A=0, 


wo A eine Function ® ist (siehe § 4.). Wenn 2a;& =O eine Glei- 
chung ist, welche durch alle Werthsysteme der Reihe (ea’) befriedigt 
wird, so ist A ein Factor von 2La;h (2). 

Das Gebiet AO muss also simmtliche Werthsysteme des §- 
Gebiets enthalten. Wenn nun ein von (aa) verschiedenes Werth- 
system £ desselben zum gy@-Gebilde gehért, so ist auch die ganze 
Werthreihe («f) unter den Fundamentalwerthen y enthalten. Es er- 
geben sich hier nur zwei mégliche Fille: 

a) entweder hat man von jedem Werthsystem «, a’, a” --- aus 


ausser der Werthreihe («a’) noch wenigsteus je eine weitere Werth- 
reihe, bez. 


(ap), (o' B’), (a B’), sees 


welche siimmtlich dem §-Gebiet angehéren miissen, oder 
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b) man hat von wenigstens einem Werth « der Werthreihe (a«’) 
aus einfach unendlich viele Werthreihen 


(@B), («B%, (@B,),---, 


welche dem &-Gebiet angehéren. 


Wir haben diese beiden Fille besonders zu behandeln. 


Fall a) 


Im Falle a) haben séimmtliche Werthsysteme £, da ja die Werth- 
reihe (@a’) irgend eine des &-Gebiets war, die Eigenschaft, dass von 
ihta wenigstens zwei Werthreihen (€&’) und (€&”) ausgehen. 


Nehmen wir die allgemein gewiihlte Reihe (wa’) heraus. Die 
simmtlichen iibrigen Reihen 


(BB), (v7), --° 


haben entweder alle je ein Werthsystem mit («a’) gemein, oder nicht. 


Im ersten Falle wird eine Werthreihe (yy') ebensowohl ein Werth- 
system mit der Reihe (6 ’), als mit der (@a’), gemein haben, sie ist 
daher von der Form 

(+40) + o(B+uB), 
und da auch # schon linear von a@, «’, 8 abhiingt, so sind siimmtliche 
Werthsysteme des §-Gebiets in der Form 
atia +t of 
enthalten. 

Wenn zweitens (ea) und (6#’) kein Werthsystem gemein haben, 
so bilde man alle zu den verschiedenen «@, a’, a’, --+ von (aa’) ge- 
hérigen Reihen 

(ey), (@y'), (@ 7") 
des §-Gebiets. Diese miissen zusammen auch die Reihe (6') ent- 
halten; es muss also unendlich viele derselben geben, welche je einen 
Werth dieser (6f’)-Reihe enthalten, und da diese zusammen schon ein 
irreducibles zweifach unendliches Gebilde darstellen, so ergiebt sich so 
schon das ganze &-Gebiet. Irgend ein Werth y” dieses Gebiets ist 
folglich in der Form 


a+ ep’, 
d. h. 


(a+ Aa’) + o(6+uB’) 


enthalten. 


Hieraus folgt aber, da die § linear und homogen von héchstens 
vier Parametern abhingen, dass im Falle a) zwischen den Functionen 
E; = h(x) wenigstens eine lineare Relation besteht. Wir wollen nun 
nachweisen, dass fiir solche Functionen h“, welche zu unserm /f- Pro- 


blem gehéren, diese eine Relation noch eine zweite lineare mit sich 
fiihrt. 
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Sei die hier gefundene lineare Relation bezeichnet mit 
h® (a) = 0. 
Wir entwickeln dann f nach Potenzen von 2;: 


f= att A+ ot**B, 


wo A eine homogene Function der Variabeln x,, x, %,, X, allein ist. 
Nun hat man zwischen f,, f, f,, f; eime identische Relation 


T (fo, +++ fs) =0, 
von der wir, wenn der Hesse’sche Satz nicht giiltig sein soll, an- 
nelhmen miissen, dass sie nicht linear ist. 
Als identische Relation gilt dieselbe auch fiir die Glieder niedrig- 
ster Ordnung in 2,, also, wenn man 33 = A; setzt: 
TT (A, As, Ay, As) = 9, 


d. h. A ist eine quaterniire Form mit verschwindender Hesse’scher 
Determinante. Aber jede Relation, welche in diesem Falle zwischen 
den Polaren von A besteht, muss nach § 7. b) auf lineare zuriick- 
fiihrbar sein. Da nun TT(A,,--+A;) =O an sich keine solche und 
der Ausdruck TT auch nicht reducibel ist, so muss es nothwendig 
wenigstens zwei lineare Relationen zwischen den A; geben, mit deren 
Hiilfe TT identisch erfiillt wird. Daher ist A entweder eine bindre 
Form oder die Potenz eines linearen Ausdrucks in 7, 2, %,, 2, und 
besteht in beiden Fallen nur aus linearen Factoren. 
Der Ausdruck 
=A+2,B 


a. we 


ist, als Factor von /, eine Function ® (§ 2.), man hat also: 
A(&) + &, BE) =9, 
A(é) = 0. 


Es verschwindet daher einer der linearen Factoren von A(§), was 
eine weitere in den Gréssen &, §&, &, & lineare Relation liefert. 
Wir wollen dieselbe mit §, = 0 bezeichnen. 
Sei also jetzt 
. h®O(z) =0, h®(~) =—0, 
Das System (15) des § 6. liefert dann die 5 Gleichungen: 
FRO APIO AFA =0, (k= 1,2,---5), 


aus welchen entweder 


und wegen §, = 0: 


fs; =9, f,=9, fi, =9, 
also der Hesse’sche Satz, folgt, oder das Verschwinden simmtlicher 
dreireihiger Determinanten aus den Ditferentialquotienten der h®, h®, 
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h®. Dieses letztere sagt aus, dass zwischen den Functionen h noch 
eine weitere, von allen Variabeln unabhiingige identische Relation 
existirt, dass also das Werthgebiet der & kein zweifach unendliches 
sein kann. 

Damit ist der Fall a) als nicht existirend erwiesen. 


Fall b) 


Das &-Gebiet enthalt hier die einfach unendlich vielen Werth- 


reihen 
(«B), («B,), (@B), +++, 


welche alle dasselbe Werthsystem « enthalten, und besteht als irredu- 
cibles auch nur aus denselben. 
Sei 
E=Aa+ 6. 
fe= 4h. + fy = 0 


gilt, wenn § gegeben ist, fiir die oo? Werthsysteme w des zu & ge- 
hérigen m©-Gebildes. Fiir dieselben gilt dann auch die durch Diffe- 
rentiation nach 4 daraus entstehende Gleichung 


dz, - AX, dx, Ait 
fade the ttt fe GE + LO 


und da auch fiir dieselben Werthsysteme 


Die Gleichung 


fie =0 
ist, so hat man auch fiir alle « des p©)-Gebildes identisch: 
fa = 0. 


Nun war hier B, also auch &, irgend ein Werthsystem des &-Gebiets. 
Daher ist die Gleichung 

fa = 0, 
in welcher « constant ist, identisch fiir alle Werthsysteme x iiberhaupt, 
was aber der Hesse’sche Satz ist. 


Erlangen, im Mai 1876. 











Ueber den stationiren elektrischen Strémungszustand in einer 
gekriimmten leitenden Fiche. 


Von 


C, Neumann in Leipzig. 


Es mag mir gestattet sein, hier mit wenig Worten auf dasjenige 
Thema einzugehen, welches Kirchhoff in den Monatsberichten der 
Berl. Akad. d. Wiss. vom 19. Juli 1875 behandelt hat, und zu bemerken, 
dass der dort von Kirchhoff ausgesprochene allgemeine Satz tiber 
die gegenseitige Beziehung des elektrischen Strémung-Problems und 
des Problems der iihnlichen Abbildung von mir bereits im Jahre 1863 
(oder noch friiher) entdeckt worden ist. Nicht nur habe ich seit jener 
Zeit hin und wieder gespriichsweise hieriiber Mittheilung gemacht, son- 
dern ich habe auch wiihrend des Wintersemesters 1873/74 in dem mit 
meinen hiesigen Universitiits - Vorlesungen verbundenem Mathematischen 
Seminar Gelegenheit genommen, jenen Satz vorzutragen und zu be- 
Weisen. 

Hiervon aber abgesehen, wird eine kurze Mittheilung tiber den 
Gegenstand vielleicht schon deswegen von Interesse sein, weil meine 
Methode zur Ableitung jenes Satzes von der Kirchhoff’schen Methode 
wesentlich abweicht, und hinsichtlich ihrer Einfachheit schwer zu iiber- 
treffen sein diirfte. 


Ks sei F eine gekriimmte leitende Fliche, die nach Belieben ent- 
weder geschlossen, oder von irgend welchen Randcurven begrenzt ist; 
ferner sei ¢ die iiberall gleiche unendlich kleine Dicke der Fliche, und 
‘k ihr Leitungsvermégen; endlich seien a, und a, irgend zwei auf F 
gegebene Punkte*). 

Fliesst durch die Fliche F ein constanter elektrischer Strom von 
der Stiirke J, welcher bei a, in die Fliche eintritt und bei a, wieder 
austritt, so wird die nach Eintritt des stationiiren Zustandes in der 


*) Ebenso wie Kirchhoff verstehe ich unter leitender Fldche eine sehr diinne 
leitende Platte, die beliebig gekriimmt sein kann, also einen leitenden Kérper, der 
begrenzt ist von zwei cinander sehr nahe liegenden parallelen Flichen. 
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Fliche vorhandene elektrische Spannung V folgende Kigenschaften be- 
sitzen*): 
Erstens. — Ist T ein beliebiger Theil von F, ferner s der 

Rand von T, und n die innere Normale dieses Randes, endlich 

M die wiihrend der Zeiteinheit durch die Punkte a, und a, in. 


den Theil T einstriémende Elektricitiéitsmenge, so findet die Formel 
statt: 


a M 
(A) J isa, 


dn 


die Integration ausgedehnt iiber den Rand von T. — Dabei sei 
bemerkt, dass die Grésse M (zufolge ihrer Definition) einen der 
drei Werthe 0, J oder — J besitzen wird, nimlich den Werth 0, 
falls ZT’ keinen der Punkte a,, a, oder beide enthilt, ferner den 
Werth J, falls 7 nur a), und den Werth — J, falls T nur a, 
enthilt. 


Zweitens. — Am Rande der gegebenen Fliche F findet die 
Formel statt: 


(B) a 0, 


“dn 
falls néimlich n die Normale jenes Randes bezeichnet. 


Man erkennt leicht, dass diese beiden Eigenschaften (A) und (B) 
vollkommen ausreichend sind, um V zu bestimmen (abgesehen von 
einer additiven Constanten). Ist V ermittelt, so sind dadurch mitbe- 
stimmt sowohl die Curven constanter Spannung, als auch die Strémungs- 
curven; denn die erstern sind dargestellt durch 


V = Const., 
und die letztern sind zu diesen orthogonal. 


Wir wollen uns nun eine zweite Fliche ® denken, welche der 
Flache F in den kleinsten Theilen ihnlich ist, und gleichzeitig wollen 
wir uns die Function V (ohne Abinderung ihrer Werthe) vow allen 
Punkten a, b, c,-- - der Fliiche F' nach den correspondirenden Punkten 
a, B, y, --~ der Fliche ® versetzt denken; was angedeutet sein mag 
durch die Formeln: 


V.= Var 
V, 7 V3, 
V,= Vy, 


*) Bezeichnet a einen beliebigen Punkt der Fliche F’, so ist die im Punkte a 
vorhandene elektrische Spannung V nichts Anderes als das Gesammtpotential 
aller freien Elektricitiit auf eine in a gedachte elektrische Masseneinheit. — We- 
nigstens ist dies die- heut zu Tage iibliche (von Weber und Kirchhoff aufge- 
stelite) Ansicht. 
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Hieraus folgt z. B.: 

V.— Vi, = V, — Vz. 
Bilden die drei Punkte a, b, ¢ ein unendlich kleines bei J rechtwinkliges 
Dreieck, so wird das von den Punkten e«, 8, y gebildete ihnliche Dreieck 
rechtwinklig sein bei 8, und zugleich der Relation entsprechen: 


(ad) __ (a8) , 
(be) (By) 
Durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen folgt sofort: 
vue. nk: PO 
ey (ab) = “(@y) -(@B); 
und diese Relation gewinnt, falls man nachtriiglich $ — 
(ab) = ds, («B) = de, 
(be) = dn, (By) = dv én 
setzt, die einfachere Gestalt: . 
av ds = “" de, 
wo A und oF. nichts Anderes sind, als die nach den Richtungen » 


und v genommenen Differentialquotienten von V. 
Vermége der soeben gefundenen Relation kénnen wir nun die 





Formeln (A) und (B) umgestalten respective in: . 
“av M 

(A) J ig OO Se 

und in: 
, iV , 

(B’) qe = 0; 


hier bezeichnet 6 in der einen Formel den Rand von T, in der andern 
den von ®, wo selbstverstiindlich T denjenigen Theil der Fliche ® 
vorstellen soll, welcher dem Theile Z von F' correspondirt. : 

Entspricht also die Function V auf der urspriinglichen Fliche I’ 
den Bedingungen (A), (B), so wird sie gleichzeitig auf der neuen 
Fliche ® den analogen Bedingungen (A’), (B’) Geniige leisten. 

Kann man also das Problem des stationdren Strémungszustandes 
lisen fiir eine gegebene Fliiche F', so kann man dasselbe auch lisen fiir 
jede andere Fliiche ©, welche mit F in den kleinsten Theilen chnlich 
ist; vorausgesetzt, dass dic Kinstromungspunkte der beiden Flichen corre- 
spondirende Punkte sind, und die Ausstrémungspunkte ebenfalls. — Re- 
prdsentirt niémlich V die Spannung fiir den Strémungszustand der Fliache 
I’, so wird dieselbe Function V, versetet nach den correspondirenden 
Punkten von ®, die Spannung fiir den Strémungszustand von ® darstellen. 


Leipzig, Juli 1876. 











Ueber den Fundamentalsatz der Algebra. 


Von P. Gorpan*) in Erlangen. 


Im Nachstehenden versuche ich, den zweiten Beweis, welchen 
Gauss (siehe Werke Bd. 3. p. 33 —56) fiir den Fundamentalsatz der 
Algebra gegeben hat: dass jede ganze, rationale algebraische Function 
einer Variabeln x in lineare Functionen zerfillbar ist, in einigen wesent- 
lichen Punkten zu vereinfachen. Dabei unterdriicke ich der Kiirze wegen 
einige Ausfiihrungen, die allgemein bekannt sind. Z. B. beschriinke 
ich mich darauf, den geforderten Nachweis fiir Gleichungen mit reellen 
Coefficienten zu fiihren und bei ihnen die Existenz iiberhaupt einer 
Wurzel zu zeigen. Andererseits mégen die beiden Siitze als bewiesen 
gelten : 

dass zwei Functionen, deren Resultante**) verschwindet, einen 
gemeinsamen Factor haben, und dass eine gauze Function nur 
auf eine Weise in Primfactoren zerlegt werden kaun. 

Sei also 

f= 2" + aa*-!+ ba*-?+.---=0 
eine Gleichung mit gegebenen reellen Coéfficienten; von ihr soll ge- 
zeigt werden, dass sie eine Wurzel besitzt. 

Wenn  ungerade, ist dies unmittelbar deutlich, da f(-++-co) und 
f(—oo) verschiedene Vorzeichen besitzen, und also ein Werth von x 
existiren muss, in welchem f sein Vorzeichen andert, also verschwindet. 


*) Vergl. Erlanger Berichte, Mai 1876. 

**) Als Resultante zweier Functionen 
f = az” + a,2°-'+--., 
9 = at aa—t4.-. 


wird hier und weiterhin der Ausdruck bezeichnet: 


My Uy Ag ++ 
O ad G&--: | 

| 

Ry 9 = cra: S 4 
Oly Oy Agr: | 


O @ M&-*- 
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Ist aber eine gerade Zahl, so werde, mit Gauss, eine weitere 
Unterscheidung eingefiihrt nach der Multiplicitit, in welcher die Zahl 2 
als Factor in » enthalten ist. Es werde angenommen, man habe be- 
reits den erforderlichen Nachweis gefiihrt: 

1) fiir solche Gleichungen mit reellen Coéfficienten, deren Grad 
den Factor 2 in einer niedrigeren Potenz als die gegebene 
Gradzahl » enthilt, 

2) fiir solehe Gleichungen mit reellen Coéfficienten, deren Grad 
kleiner als » ist und den Factor 2 in keiner héheren Potenz 
als » enthilt. ; 

Wir zeigen dann, dass unsere Behauptung auch fiir die gegebene 
Zahl n richtig ist, und fihren damit den Beweis allgemein, indem er 
fiir ungerades » bereits erbracht ist, dann also der Reihe nach fiir alle 
Zahlen » gewonnen wird, welche die 2 einmal als Factor enthalten, ete. 

Zu dem Zwecke setze ich nun 


- 2 ” 
f(a@+u) =f (2) + uf’ (a) +f" (a) +--+ =f (a) + u- P(e, w) 
und bilde die Resultante der beiden Functionen: 


f(@), P(@, u) 


Ry iz), P(@,u)> 


die als 


bezeichnet werden mag*). Sie ist eine Function von « vom Grade 
n(n—1), in welcher w*“—" den Coéfficienten 1 hat. Sie ist zugleich 
Resultante der Functionen 

f(x) + uP(a, u) =/f(@+u) und P(a, uw), 


oder, da sie den Charakter einer simultanen Invariante besitzt, Resul- 
tante der Functionen: 


f(#) und P(«—u, u) = P(x,—u); 


sie ist somit eine gerade Function von u, also eine ganze Function 
n-n—t1 
2 
n-n—i1 : . . . 
Aber ——,—— hesitzt den Factor 2 in einer geringeren Potenz als 
die (gerade) Zahl n; es hat also 


von uw? und als solche vom Grade 


Ry (2), Pe, w =, 


*) Dies ist die erste Abweichung von Gauss. Die Resultante, wie sie im 
Texte gebildet wird, bestimmt, gleich Null gesetzt, schliesslich die Quadrate der 
Wurzeldifferenzen der vorgelegten Gleichung resp. diese Differenzen selbst. Gauss 
dagegen benutzt eine allgemeinere Resolvente, deren’ Wurzel 

= Ao8+ B(x+8)+C (vgl. Gauss Seite 46) 


ist, unter w, 8 zwei Wurzeln von f, unter A, B, C beliebige Constante ver- 
standen. 













































P. Gorpan. 
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aufyefasst als Gleichung fiir u*, oder auch als Gleichung fiir w, nach 
Voraussetzungen (1) eine Wurzel. Bezeichnen wir dieselbe durch v, 
so entsteht die Identitit 
Rye), Pw,» = 9, 

welche zeigt, dass f(x) und P(x, v) einen gemeinsamen Factor besitzen, 
dass also f(x) in Factoren zerfillbar ist. ‘ 

Aus dieser Thatsache kann nun folgendermassen einfach gefolgert 
werden, dass f eine Wurzel besitzt, also schliesslich in lineare Factoren 
zerfallbar ist*). Ich unterscheide drei Fille. 


1) Der Factor, den f(x) mit P(x, v) gemein hat, sei reell, = g(z). 


Dann ist 
f(x) =9(#) - h(a), 
wo h(x) ebenfalls reell. Der Grad mindestens eines dieser Factoren 
enthilt den Factor zwei in keiner héheren Potenz als n; dieser Factor 
ergiebt also, nach Voraussetzung (2), gleich Nall gesetzt, eine Wurzel, 
und also hat auch f(7) = 0 eine Wurzel. 
2) Der Factor, welchen f(x) mit P(x, v) gemein hat, sei imaginiir 


gleich (x) aber sein Grad kleiner als = So enthilt f(x) selbstver- 
stiindlich auch den conjugirt imaginiiren Factor w(x). Die beiden 
Factoren m, kénnen ihrerseits einen reellen Factor gemein haben; dann 
hat man eine Zerlegung von f(z) von der Art, die wir gerade betrachtet 
haben. Sind aber 9, w relativ prim, so setze man einfach m-~—g/(x) 
und man hat wieder, da f nur auf eine Weise in Primfactoren zerleg- 


bar ist, 

f(x) = g(x) - h(a), 
unter g, h reelle Functionen verstanden, so dass auch dann der soeben 
entwickelte Schluss in Kraft tritt. 


3) Der Factor, welchen f(x) und P(z,v) gemein haben, sei ima- 


ginir, gleich p(x), sein Grad gleich =" Bezeichnet dann wieder w(x) 
die conjugirt imaginire Function, so braucht wiederum nur der Fall 
erdrtert zu werden, wo g, w relativ prim sind und man fiir sie keine 
weitere Zerlegung in niedere Factoren kennt. Dann ist**) also 
f(x) = 9(@) - ¥(@) 
und nun schliesse man folgendermassen: 
Da g(x) imaginir, so hat v einen complexen (nicht verschwin- 


denden) Werth: 
v=a+ifp. 


*) Man vergl. dazu die relativ umstiindliche Erérterung, deren Gauss bei 
seinem Beweise bedarf. 

**) Als Coéfficienten der héchsten Potenz von a in gm und w setze ich die 1 
voraus, 
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Betrachten wir dann: 


f(2-+-v) = p(@+)- ¥(@+). 
Da f(a+v) = f(x) +0- P(x, v), so enthilt f(~-+v) ebenfalls den 
Factor g(x). Mit Riicksicht auf die Voraussetzungen, denen wir 9, 
unterwerfen durften, muss daher p(x) mit m(x-+-v) oder mit »(x%+ 1) 
identisch sein. Aber der Ausdruck y(x-+-v)— (2) hat als Coéfficienten 


n 
——F ° nv . : : 
von 2? die Grésse ——, verschwindet also nicht. Daher ist: 


y (x) = (e+) = v(e@+a+i8). 
Ersetzt man hierin « durch « — a —if, andert andererseits das Ver- 
zeichen von i, wodurch » in wy iibergeht, so entstehen die Relationen: 


y (c—a—ip) = ¥(2), 
yp (x-- « — 1B) = v (a). 


Mithin verschwindet der Ausdruck: 


y (++ «—tB) — p (x—a—iB) 


und also der Coéfficient von 2? in ihm, d. h. ne. Also ist a=0 


und die Function 
o(e—#)—o(e+#) 


iindert ihren Werth mit 7 nicht, hat also nur reelle Coéfficienten. Ihr 





n . . ‘ » oe 
Grad = besitzt den Factor 2 in einer niederen Potenz als n; mithin 


hat die Gleichung: 


oe Mi 


nach Voraussetzung (1) eine Wurzel; ein Gleiches gilt fiir p(x) = 0 
und also auch fiir f(#) = 0. 











Notiz tiber infinitaére Gleichheiten. 
Von 
P. pu Bors-Reymonp in Tiibingen. 


In meiner Abhandlung: ,, Untersuchungen iiber die Convergenz und 
Divergenz der Fourier’schen Darstellungsformeln* findet sich in der 
kurzen Uchersicht tiber die Methoden des Infinitirealetile Il. pag. 2 


auf beliebige Potenzen erheben der ane: Baral “Das letztere ist 
nicht genau ausgedriickt. Es muss heissen ,oder im Falle der Gleich- 
heit logarithmiren“. Im Falle u>v ist lu R> lv. Ich habe diese 
Frage schon (diese Annalen Bd. VIII, pag. 370, Anm., und pag. 574, 
wo ein an der ersten Stelle vorkommendes Versehen corrigirt ist) er- 
értert, indem ich angab, was aus der Gleichheit /f(x) cv lx folgt. 
Ich wiirde daher jene Stelle in der neueren Abhandlung, die schwerlich 
Jemand irre fiihren wird, einfach auf sich beruhen lassen kénnen, wenn 
nicht Aehnliches spiiter auch in der Rechnung an zwei Stellen vorkiime, so 
dass ich eine kurze Verbesserung doch nicht fiir iiberfliissig halte. 
Namentlich aber scheint mir die Gelegenheit schicklich, um auf die 
allgemeine Frage, wann aus der Gleichheit uw cv v folgt f(u) cv f(v), 
etwas genauer als bisher geschehen, einzugehen. 


I. 


Aus der Ungleichheit u>v folgt, wie bemerkt, lu &>lv, und 
ich habe an der oben angefiihrten Stelle bereits angegeben, dass das 
untere Zeichen gilt, wenn das Unendlich von v zwischen dem Unend- 
lich von Potenzen von « eingeschlossen ist. Da aber erfahrungsgemiiss 
fiir diesen Fall die Siitze, welche man durch Logarithmen von u > v 
beweisen will, selbstverstiindlich zu sein pflegen, so habe ich die Ge- 
wohnheit, nur /w>-/v zu schreiben, und habe dies ein paar Mal im Druck 
so gelassen. Erstens pag. 4 der Abhandlung: ,,Untersuchungen etc.“ 
miissen einige Zeilen der unteren Hiilfte der Seite lauten: ,Nun werde 
ich zeigen, dass unter ——- ee ee stets yw" 2 7'V' ist. 


Aus — > 1 folgt y’ >- oder ly’ Ble - Durch Differentiation 
folgt: - vat und durch Multiplication mit sa ergiebt sich yw" ayy". “ 


ie dem niimlichen Grunde bedarf der Beweis fiir das Verschwin- 
den des Integrals 


y (a) w' (a) 
- (a) — h sin Y 


(Art. 13, pag. 25) einer kleinen Vervollstindigung. Es handelt sich 
dort, um es kurz zu sagen, um den infinitiiren Werth von 
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1 
y(a)p" (a) ? 
‘+ ¥(@)¥ (@) 
im Falle wy’ (@) > Tay on ——->1: Zuniichst ist, weil y>1, fiir a =O, die 


Grésse ; +. nai. Weler wird, was man gerade wie bei = obi- 








gen Correctur zeigt, - v-®! sein. Endlich kann im Falle 7? oe — ~) 1 


der lim che diaaiiiie nicht kleiner als Eins sein. Dies liisst sich 


direct beweisen, es folgt aber schon daraus, dass h = w’(a)-v nicht 
negativ sein kann. 

Also bewegt sich » zwischen 0 und — oo. Die aufzulésende in- 
finitire Gleichung pag. 26 lautet: 


y(a+8) — o(a) — dy'(a)-v=— Na 
und ihre Auflésung ist unter jener Annahme iiber v: 
0 tiie: Nau 
(1—v)p'(a) ’ 
wie durch einen Blick auf die Behandlung dieser infinitiiren Gleichung 


(diese Annalen Bd. VIII, pag. 412) leicht zu erkennen. Am weiteren 
Beweis ist nichts zu iindern. 


I. 


Wir gehen nun dazu iiber, die Beziehungen zwischen den Gleich- 
heiten u cov, f(u) co f(v) etwas zu verfolgen. 

Aus der gewohnlichen Gleichheit a = b folgt, falls f and. ein 
Operationszeichen vorstellt: f(a) = f(b). Wenn man aber hat, unter 
u und v zwei Functionen von x verstanden: 

urcv,— 

so folgt daraus keineswegs immer 

f(u) ~~ f(r), 
und es handelt sich um die Bedingungen fiir f und ~ , unter denen vor- 
stehende Gleichheit gilt, oder nicht gilt, wobei wir uns auf die Annahme 
f(«) > 1 beschréinken wollen. 

Ich schreibe: 

fle) = ar, 
Zuerst setzen wir voraus p(z)©1. Ist m(x)co1, so hat f(x) die 
Form x” w(x), wo ~(x)t! ein kleineres Unendlich hat, als eine Potenz 
von x. Nun folgt aus woov, dass v =4-u ist, wo A4co1. Also 
folgt aus ucov: uw¥ cov”. Weiter habe ich (diese Annalen Bd. VIII, 
pag. 390) folgenden Satz bewiesen: , Wenn F(x)>1, und fir zwei 
Functionen y und y von «x findet die Gleichheit F(y) co F(n) statt, 
so ist sie auch richtig fiir jede Function F(x), die der Bedingung 
12 F, (2) < F(a) geniigt. “ Also ist auch w(u)O¥o), wenn u*” cov” 
ist. Daraus folgt , dass, wenn (x) in hog Pan x? der Bedingung © 1, 
also der Typus von f(x) der Bedingung & x geniigt, man stets 


Mathematische Annalen, X. 37 














P. pu Bors-Reymonp. Infinitire Gleichheiten. 


f(u) vo f(r) 


Zweitens werde vorausgesetzt p(z)> 1. Wann ist alsdann f(w) 
co f(4u) und wann nicht? Indem wir z?@ statt f(x) einsetzen, folgt 
zuerst : 
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hat. 


Ur OQ (A U)P ru), 
ote Lup ( du) (au) 
u) (du) 
oder SRS ORR, 
leo eb (Au) pu) —tug(u) , 


L(Au)p(Au) — lup(u)2 1 


als Bedingung fiir das Stattfinden der Gleichheit f(u)cof(Au). Wir 
geben dieser Bedingung die zwei Formen: 


LAg(Au) + lu(p(Au) — p(u)) 21, 
— [lew +4 lu(p@ — paw)| 21, 


jenachdem nimlich lim24 21. In beiden Fiillen ist sie ersichtlich wn- 
erfiillbar. 
Ist endlich lim 4 =.1, so fiihren die vorstehenden Bedingungen, 


oder endlich 


wenn man darin g(x) = she) zuriicksetzt, zu nichts, indem sie er- 
fiillt sind, wenn o CO 1, was wir ja wissen, und wofiir wir gerade 


die Form von 4 suchen. Diese Aufgabe versuche ich nicht in solcher 
Allgemeinheit za lésen. Setzen wir 4—1-+ uw, so ist uu<u, und 
nach pag. 376, VIII. Bd. dieser Annalen ist fir 1<a~<xz, und 
ee" D f(x) LV e-*", M beliebig gross: 
f(z) 
f(@+a) _ 2 Fay” 
fey ~° ’ 
In diesem Unendlichkeitsintervall wird daher {(u) co f(Au) sein, wenn 
f’(u) 
(A—1)u ia) Y1. 
Im Ganzen folgt also: 
Wenn ucov und # & 1, so ist auch f(u)cof(v). Ist a >1, 


@ co l. 





und lim < 21, so hat man nie f(u) co f(v). Ist lim - = 1, so finden 


verwickeltere Verhiilinisse statt. Es kann f(u)cof(v) sein, und fiir 
ein gewisses Unendlichkeitsintervall von f(x) ist die Bedingung hierfiir 
im Vorstehenden mitgetheilt. 


Tibingen, Mai 1876. 


















n, 
er- 
ide 


her 
ind 
md 


enh 


1, 


den 


fiir 


rfiir 








Inhaltsverzeichniss der Biinde 1— 10. 


Fr. G. Affolter in Solothurn. 
Lehrsitze und Aufgaben iiber die Kugel... ..........2..-. 
Zur Staudt-Schréter'schen Construction des reguliren Vielecks . 
Construction des reguliren Sieben- und Dreizehn- Ecks 
Ueber das Malfatti’sche Problem 


M. Andréiewsky in Warschau. 
Propriétés de quelques quadratures déduites de l’intégration des ex- 
pressions différentielles 4 deux variables ............. 
Formules relatives 4 la théorie des intégrales définies 


G. Ascoli in Mailand, 
Ueber trigonometrische Reihen 


e226 2.8 @ @ Se © eh «€ € Ce & SE 


A. V. Backlund in Lund. 
Ueber Flichentransformationen 


R. S. Ball in Dublin. 
The Theory of Screws, a study in the Dynamics of a rigid body. 
(Auszug aus einem grisseren Werke) 


R. Beez in Plauen. 
Ueber das Kriimmungsmaass von Mannigfaltigkeiten héherer Ordnung 


E. Beltrami in Rom. 
Zur Theorie des Kriimmungsmaasses 


A. Bessel in Petersburg. 
Ueber die Invarianten der einfachsten Systeme simultaner binirer Formen 


D. Bobylew in Petersburg. 
Einige Betrachtungen iiber die Gleichungen der Hydrodynamik 
Ueber die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung zwischen zwei 
elektrisch geladenen Kugeln 


ee Ot € A gh BSS 44 Oy + ES 


P. du Bois-Reymond in Tiibingen. 
Notiz iiber einen Cauchy’schen Satz, die Stetigkeit von Summen un- 
endlicher Reihen betreffend ..........0200-e ees 
Die Theorie der Fourier’schen Integrale und Formeln 


: . . : p sin pu 
Summation der Reihe mit dem Gliede » pre = i ee 


Ueber die sprungweisen Werthinderungen analytischer Functionen Rd 


Ueber eine neue Bedingung fiir den gewdhnlichen Mittelwerthsatz 
Ueber asymptotische Werke, infinitire Approximationen und infinitire 
Auflésung von Gleichungen . . 


ee ee! eee 2 oe eh eee ee ee 


Seite 
185 
582 
592 
597 


391 
550 


396 


135 
362 


399 
241 


363 





580 Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 





Band Seite 
Nachtrag zur vorstehenden Abhandlung ..........-++4.6. 8, 574 
Zusitze zur Abhandlung: Untersuchungen iiber die Convergenz und 

Divergenz der Fourier’schen Darstellungsformeln. (Abh. der K. 

Bayer. Akademie der W. II. Cl., XII. Bd., I]. AUth.) ....... 10, 431 
i a Ce CE lt tee et tw ee es 10, 576 
; W. Braun in Passau. 
ne GNM IME Soe coe ele kw Set cal We od Seo - 8 wi ghee 8, 567 

A. Brill in Miinchen. 
Ueber die Differentialgleichungen fiir Lichtschwingungen ....... 1, 225 
Note beziiglich der Zah! der Moduln einer Classe algebraischer Glei- 

TS erent ee ees ee 1, 401 
Zweite Note beziiglich der Moduln einer Classe von algebraischen Glei- 

RR ee ee ee ee ney Ree oe 2, 471 
Ueber die Doppelpunkte von Curven im Raume, deren Geschlecht Null ist 3, 456 
Ueber diejenigen Curven eines Biischels, welche eine gegebene Curve 

I GE ee ee ie ee a a ee eee 8, 459 
Zur Theorie der Elimination und der algebraischen Curven .... . 4, 510 
Weer @wes Det@erammmwomlome 2. ww ww ttt tt 4, 527 
Ueber Elimination aus einem gewissen System von Gleichungen ... 5, 378 
Note iiber die Gleichung der auf einer Ebene abbildbaren Fliichen .. 5, 401 
Ueber Entsprechen von Punktsystemen auf einer Curve ....... 6, 33 
Note iiber die Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung mit einem 

RI I ee ee a ee a 6, 66 
Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in der Geo- 

i i To, wf GG ue ee et te hee ee 7, 269 
Ueber die Correspondenzformel ........... eit, 2, shale re 7, 607 
Ueber Systeme von Curven und Flichen............4..-. 8, 534 

J. Brioschi in Mailand. 
n—3 
Des substitutions de la forme O(r) = ¢ (p-t4 ar ? ) pour un nombre 

m premier de lettres. (Abgedruckt aus den Gittinger Nachrichten 

Ee es ae ee ee re 2, 467 
Les tangentes doubles 4 une courbe du quatriéme ordre avec un point 

DE «+ « ois @ « «ater hio ss a eee er > see 4, 9% 

G. Cantor in Halle a. S. 
Ueber trigonometrische Reihen ..........--62002-+26-e 4, 139 
Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometri- 
i ed er ae ere cold Wi aoe ee} RS we ey 5, 123 
te te ee ea ee oe enka et gig, ela whiter ts 5, 133 
A. Cayley in Cambridge. 
Note on the Solution of the Quartic Equation aU+6fH=0.... 1, 54 
Note on the theory of Invariants ............ 5 teed Ant 3, 268 
On the transformation of unicursal surfaces ............. 3, 469 
On the deficiency of certain surfaces .........-.-.20.-. 8, 526 
An example of the higher transformation of a binary form ..... 4, 359 
EE EE ee ee 4, 558 
ow ge we we, od wen eue © 5, 625 
On the Non-Euclidian Geometry ............202024 5, 630 
On the group of Points G,' on a sextic curve with five double points 8, 359 











Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 


R. Clausius in Bonn. 

‘Ueber die Anwendung einer von mir aufgestellten mechanischen Glei- 
chung auf die Bewegung eines materiéllen Punktes um ein festes 
Anziehungscentrum und zweier materieller Punkte um einander . . 

Ueber die Beziehungen zwischen den bei Centralbewegungen vorkommen- 
den charakteristischen Gréssen ... 2... ee ee et ee ee 


Clebsch +. 
Ueber die Theorie der terniiren cubischen Formen (Zus, mit Gordan) 
Ueber die Curven, ‘fiir welche die Classe der zugehérigen A bel’schen 
ne, PROTECT Bras Sa a Se er ae ee 
Ueber die Abbildung algebraischer Flichen, insbesondere der vierten 
CUES <5 a ca tere cre “a ta Ais ee eee 
Ueber biterniire Formen mit contragredienten Variabeln (Zus. mit 
ac ao, We. Ks ota LaF ees ae a i AE RP Oe ee ae ee 
Bemerkung itiber die Geometrie auf den windschiefen Flichen dritter 
IN ones ck a a. 8: oat Sea IRE TB ee AR She Sr eS Wee Je 
Ueber die Pliicker’schen Complexe ...........+4.206-. 
Zur Theorie der biniren Formen sechster Ordnung und zur Dreithei- 
lung der hyperelliptischen Functionen .............. 
Ueber die Méglichkeit, zwei gegebene binire Formen linear in einander 
Se sre ear eee ee era ee 
Ueber die Bestimmung der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung 
Ueber die ebene Abbildung der geradlinigen Flachen vierter Ordnung, 
welche eine Doppelcurve dritten Grades besitzen ......... 
Ueber den Zusammenhang einer Classe von Flichenabbildungen mit 
der Zweitheilung der Abel’schen Functionen .......... 
Ueber die Bewegung eines Kérpers in einer Fliissigkeit ....... 
Ueber die Bedeutung einer simultanen Invariante einer biniren quadra- 
tischen und einer biniiren biquadratischen Form ......... 
Zur Theorie der biniren algebraischen Formen ........... 
Ueber die Anwendung der quadratischen Substitution auf die Gleichungen 
5's Grades und die geometrische Theorie des ebenen Fiinfseits . . 
Tn re I IG 5 os sok weeanw 4 85s ee 0.0 6008 
Zur Theorie der Cremona’schen Transformationen ......... 


Ueber die geradlinigen Flichen vom Geschlechte p=0 ....... 
Ueber die ebene Abbildung einer Flaiche dritter Ordnung ...... 
Ueber zwei Erzeugungsarten der ebenen Curven dritter Ordnung . . . 
Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie ..... . 


Ueber die Complexflichen und die Singularititenflichen der Complexe 
Zur Theorie der Charakteristiken ..........-0202e2cceee 
Zum Andenken an Rudolf Friedrich Alfred Clebsch ...... 
Ueber ein neues Grundgebilde der analytischen Geometrie der Ebene 
Zur Theorie der Riemann’schen Flichen .............. 
Ueber cubische terniire Formen (Zus. mit Gordan) ......... 
Rudolf Friedrich Alfred Clebsch. Versuch einer Darlegang und 

Wiirdigung seiner wissenschaftlichen Leistungen von einigen seiner 

Freunde 


L. Cremona in Rom. 
Gheerealiitn géométriques & propos de la Note de Mr. Brioschi ,,Sur 
les tangentes doubles d’une courbe du 4° ordre avec un point double“ 
Ueber die Abbildung algebraischer Flichen ............. 





581 


Band Seite 


4, 


6, 


1, 


231 
390 

56 
170 
253 
359 


634 


193 


373 
382 


445 


45 
238 


265 


284 
476 
490 


419 
422 
427 
435 


197 
203 
216 
436 


99 
213 





582 Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10, 


0. Dersch in Offenbach a. M. 
Doppeltangenten einer Curve n'** Ordnung 


J. Diekmann in Wesel. 
Ueber die Modificationen, welche die ebene Abbildung einer Fliche 
ster Ordnung durch Auftreten von Singularitiiten erhilt (mit einer 
lithographirten Tafel) 


oe oe. SBI eee SO ee ewe Se Se" 2 


E, Dorn in Breslau. 
Die Form und Zahl der Reprisentanten nicht iiquivalenter Klassen der 
Transformationen der ultraelliptischen Functionen fiir beliebige Trans- 
formationsgrade 


2.2" Ss" 2" 2" oe ke” a Oe oe oe 2 a Ge 8 6 Oe 


v. Drach in Marburg. 
Zur Theorie der Raumgeraden und der linearen Complexe .... . 


Ueber das vollstiindige Fiinfeck und gewisse durch dasselbe bestimmte 
Kegelschnitte 


nae e 2.658 6ts. ©) eo 2 os bie ¢ 26.46 2 ¢ SC eo BR 8 


H. Durége in Prag. 
Ueber fortgesetztes ‘langentenziehen an Curven dritter Ordnung mit 
einem Doppel- oder Riickkehrpunkte ............... 
Uber die Curve 3'** Ordnung, welche den geometrischen Ort der Brenn- 
punkte einer Kegelschnittschaar bildet 


s, 2 ©. ee 6 € hb So € £6. % 


J. E. Eckhardt +. 

Beitrige zur analytischen Geometrie des Raumes, insbesondere zur 
Theorie der Flichen 3'" Grades mit 4 Doppelpunkten und der 
Steiner’schen Flichen, sowie zur Lehre von den Raumcurven 

Ueber die Flichen, deren Gleichungen aus denen ebener Curven durch 
eine bestimmte Substitution hervorgehen ............. 

Ueber diejenigen Fliichen dritten Grades, auf denen sich drei gerade 
Linien in einem Punkte schneiden. (Aus einem Programm der Real- 
schule I. Ordnung zu Chemnitz) 


A. Enneper in Géttingen. 
Untersuchungen iiber einige Punkte aus der allgemeinen Theorie der 
Lee te eke ee ee es ee 
Bemerkungen iiber die Enveloppe einer Flache 
Ee 
Untersuchungen iiber orthogonale Flichensysteme 


ow a2 SS oe Oe SD 


W. Ermakoff in Heidelberg. 
Ueber die Cylinderfunctionen 


W. Frahm +. 
Bemerkung iiber die Abbildung einer gewissen Fliiche vierter Ordnung 
Bemerkung iiber das Fliichennetz zweiter Ordnung 
Note iiber die Rotation eines starren Kérpers 
Ueber gewisse Differentialgleichungen . 


C. F. Geiser in Ziirich. 
Ueber die Doppeltangenten einer ebenen Curve vierten Grades . . . 
Notiz tiber die algebraischen Minimumsflichen 


ee ek ee © & © @ 


J. W. P. Godt in Schleswig. 
Notiz iiber die Vertheilung der Elektricitit auf einem von zwei Kugel- 
kalotten begrenzten Kérper 


Band 
7, 





Seite 
497 


442 


481 


128 


404 


509 


83 


587 
304 
360 
456 


639 


512 
635 
31 
35 


129 
530 


245 











Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 


P. Gordan in Erlangen. Baud 
Ueber die Theorie der terniren cubischen Formen. (Zus. mit A.Clebsch) 1, 
Ueber ternire Formen dritten Grades... 1... 2 ee eee eee 1, 
Ueber biterniire Formen mit contragredienten Variabeln. (Zus. mit A. 
I eo cd a gta Sh REE SS 8s a eee Oh 8 3G 1, 
Die simultanen Systeme biniirer Formen ...........-.+.2--. g; 
Ueber die Bildung der Resultante zweier Gleichungen ........ 8, 
Ueber Curven dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten ....... 3, 
Resultanten von Covarianten .... 1... - ee eee eee eee 4, 
I ee ee ee ee ee ee 5, 
Ueber das Pentaeder der Flichen drittér Ordnung .......... 5, 
Ueber die simultanen Invarianten binirer Formen .......... 5, 
Ueber die Auflésung linearer Gleichungen mit reellen Coefficienten .. 6, 
Ueber cubische terniire Formen. (Zus. mit Clebsch) ........ 6, 
Ueber den gréssten gemeinsamen Factor .........-+++-. 7, 
Ueber dis algebraischen Formen, deren Hesse’sche Determinante iden- 
tisch verschwindet. (Zus. mit Néther) ............. 10, 
Ueber den Fundamentalsatz der Algebra. ......-....2466 10, 


W. Giéring in Rudolstadt. 
Untersuchungen iiber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen 
und die im Gauss’schen Nachlasse mitgetheilten Beziehungen derselben 7, 
R. Gitting in Torgau. 
Differentiation des Ausdrucks «*, wenn « eine Function irgend einer 


unabhiingigen Variabeln bedeutet ........-+...2.-+2-6. 3, 
J. P. Gram in Kopenhagen. 
Sur quelques théorémes fondamentaux de lalgeébre moderne .... . 7, 
H, Grassmann in Stettin. 
Die neue Algebra und die Ausdehnungslehre. ............ : 


S. Gundeifinger in Tiibingen. 





Bemerkung zur Auflésung der cubischen Gleichungen ........ 3, 
Zur Theorie der terniiren cubischen Formen ............. 4, 
Ueber einige allgemeine Theoreme aus der neuveren Algebra... . . 4, 
Ueber die Ausartungen einer Curve dritter Ordnung ......... 4, 
Ueber die Wendepunktdreiseite einer Curve dritter Ordnung .... . 5, 
Erweiterte Fassung eines von Clebsch aufgestellten Uebertragungsprin- 
Gipe wae Geren Bawontuee co sins ss we eas 6 0s 8 8 6, 
Quadratische Transformation des elliptischen Differentiales 
___ E+ edit, 
of of of 
“1 Ga, + Ga, + 9 Oa, 
unter der Voranssetzung f(wx~xv)=0 ....-- + 2 eee eee 7, 
Ueber das simultane System zweier biniren cubischen Formen .... 7, 
Ueber geometrische Deutung algebraischer Formen, die in der Theorie 
‘der Curven dritter Ordnung auftreten. ........-.2-00- 8, 


S. Giinther in Miinchen. 
Ueber die allgemeine Auflésung von Gleichungen durch Kettenbriiche 7, 
P. Giissfeld in Berlin. 
Ueber Curven, welche einen harmonischen Pol und eine harmonische Gerade 
besitzen, und darauf beziigliche Eigenschaften allgemeineralgebraischer 
Curven, mit besonderer Beriicksichtigung der Curven dritter Ordnung 2, 





Seite 


359 
227 
355 
631 
169 

95 
341 
595 

23 
436 
433 


547 
572 


311 


276 
230 
538 
272 
144 
164 
561 
442 


16 


449 
452 


136 


262 


65 











584 Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 





_J. C, F. Haase in Augsburg. 
Zur Theorie der ebenen Curven n'*t Ordnung mit }(n—1)(m—2) Dop- 
pel- und Riickkehrpunkten ............2.222 00. 2, 


H, Hankel +. 
Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art... ......... 2, 
Einige Worte zum Andenken an Hermann Hankel ........  » 
Bestimmte Integrale mit Cylinderfunctionen ............. 8, 
Die Fourier’schen Reihen und Integrale fiir Cylinderfunctionen ... 8, 


F. Harbordt in Giessen. 
Das simultane System einer biquadratischen und einer quadratischen 


EN A aie tale ee a a a ae 6 gi inh le Nic ¥ 6 1, 
A. Harnack in Leipzig. 
Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die Geometrie 
i oot ele es ss a 8 6 8 yee 9, 
Zur Theorie der terniiren cubischen Formen ............. 9, 
Ueber eine Behandlungsweise der algebraischen Differentiale in homo- 
i .: <a> e'# G tree Gis std ele © oo ee 6 6 9, 
Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven ..... . 10, 
E, Heine in Halle a. S. 
Aus brieflichen Mittheilungen (namentlich iiber Variationsrechnung). . 2, 
Ueber einige Voraussetzungen beim Bewéise des Dirichlet’schen Prin- 
eas ce eee bene) ee be ese ee 8a. OL 4, 
Ch. Hermite in Paris. 
Lettre de M. Ch. Hermite 4M. P. Gordan ....... ‘ 10 
C. Hierholzer +. 
Ueber Kegelechnitte im Raume .........2-2: esc eee 2 
Ueber eine Fliche der vierten Ordnung ............2.-.-. 4, 
Ueber die Méglichkeit, einen Linienzug ohne Wiederholung und ohne 
Wnterbeothemg nu wefabron 2... wc ttt te th te 6, 
R. Hoppe in Berlin. 
Abbildung der Flichen zweiten Grades nach Aehnlichkeit der Flichen- 
SS ae gf ARREARS le, MPa gy tp ee , 
Ueber independente Darstellung der héheren Differentialquotienten . . 4, 
E. Hossenfelder in Graudenz. 
Ueber die Integration einer linearen Differentialgleichung n'** Ordnung 4, 
B. Igel in Wien. 
Ueber ebene Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt .... 6, 
E. de Jonquiéres in Paris. 
Sur les réseaux de courbes et de surfaces algébriques ........ i, 
C. Jordan in Paris. 
EEL AE EE ee ee 1, 
Sur les équations de la division des fonctions abéliennes ....... 1, 


H. Kinkelin in Basel. 
Neuer Beweis des Vorhandenseins complexer Wurzeln in einer algebra- 
ischen Gleichung 


oy ee ee ee Ve a a ee OS Se ee ES SH OO Wg 






Seite 


515 


467 
583 
453 
471 


210 


218 


371 
189 


187 


626 


287 


563 
172 


30 


504 
85 


633 


424 


145 
583 








o 


5 
3 


)2 








Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 


F, Klein in Miinchen. 
Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten Grades 
Die allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten . .. . . 
Ueber die Abbildung der Complexflichen vierter Ordnung und vierter 
NG aS et wt! We eal ie aos Rel tg are a 
Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System 
von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transforma- 
tionen in sich tibergehen. (Zus. mit §. Lie) ......-.... 
Ueber eine geometrische Reprisentation der Resolventen algebraischer 
I se A iw a wire e eha 0 Eg Me Bee 
Notiz, betreffend den Zusammenhang der Liniengeometrie mit der Mecha- 
nik starrer Kérper. ......... 
Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie 
Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie ........... 
Ueber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Differentialgleichungen 
Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie ..... 
Ueber Flichen dritter Ordnung. (Dazu gehérig mehrere lithographizte 
i eh oo ee ee ee a ee a 
Ueber die Pliicker’sche I ee eee 
Nachtrag zu dem zweiten Aufsatze iiber Nicht-Euklidische Geo- 
I I FOR Bi SEND as + ce: wean ow wie ene tie ee Secs 
Bemerkungen iiber den Zusammenhang der Flichen 
Ueber eine neue Art der Riemann’schen Flichen.......... 
Ueber biniire Formen mit linearen Transformationen in sich selbst . . 
Ueber den Zusammenhang der Flachen. ..........2+20006 
Eine neue Relation zwischen den Singularitéten einer algebraischen 
I ae ea cS eg IS re Page 
Ueber den Verlauf der Abel’schen Integrale bei den Curven vierten 
Grades. (Mit 4 lithographirten Tafeln). ............. 
Ueber eine neve Art von Riemann’schen Flichen. (Zweite Mittheilung.) 


© ite ee Ace 


ce 0 € eo & & @ 


J. Kénig in Pest. 
Ueber die Darstellung von Functionen durch unendliche “Reihen 
Ein allgemeiner Ausdruck fiir die ihrem absoluten Betrage nach kleinste 
Wurzel der Gleichung n'" Grades 


L. Kénigsberger in Dresden. 
Die Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung 
fiir die Transformation dritten Grades ..........-26.-- 
Die Differentialgleichungen der Perioden der hyperelliptischen Func- 
i Ga Cees. a ake UL Rae es we ee BSS 
Berichtigung eines Satzes von Abel, die Darstellung der algebraischen 
IO I nk be ee ele Wee CR Wwe 
Die linearen Transformationen der Hermite’schen m-Function. . 
Ueber die Entwicklung der hyperelliptischen Integrale erster und zwei- 
err) re ee ee et ee 
A. Korkine in Petersburg. 
Sur les intégrales des équations du mouvement d’un point matériel . . 
Sur les formes quadratiques positives quaternaires. (Zus. mit G. Zolo- 
tareff) 


eee eceeeeeett:¢ © ¢ ft eee eeeere@e «2 «+ © 


Sur les formes quadratiques. (Zus. mit Zolotareff) 


Band Seite 


7a 


10, 


198 
366 


371 


50 
346 
403 
573 
257 
278 
112 


551 
208 


531 
549 
558 
183 
476 
199 


365 
398 


310 


530 


161 
165 


168 


487 


13 


581 
366 








586 Inhaltsverzeichniss der Binde 1— 10. 
G. Korndérfer in Neumiinster. 
Die Abbildung einer Fliiche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve 

zweiten Grades und einem oder mehreren Knotenpunkten .. . . . 
een NN a ee eee ee ee 
Ueber diejenigen Raumcurven, deren Coordinaten sich als rationale 

Functionen eines Parameters darstellen .. . 2... ...-2e- 
Die Abbildung einer Fliiche vierter Ordnung mit zwei sich schneiden- 

I aca, ca aah glare tele o. bie oad, Se. cele © 


Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve : 


zweiten Grades, welche aus zwei sich schneidenden unendlich nahen 
Geraden besteht ....+..... BLS 4 Det rer sue we 6 te bells 


M. Krause in Breslau. 
Ueber die Discriminante der Modulargleichungen der elliptischen Func- 
SY Gee ete. aes a is. ee ee pew Ne ow 4-4 th > 18 


H. Krey in Kiel. 
Ueber dreipunktig beriihrende Curven einer dreifach unendlichen Schaar 


S. Lie in Christiania. 

Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System 
von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transforma- 
tionen in sich tibergehen. (Zus, mit F. Klein) .......... 

Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe, mit Anwen- 
dung auf die Theorie partieller Differential-Gleichungen .... . 

Begriindung einer Invarianten-Theorie der Beriihrungs - Transformationen 

Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 


L. Lindeléf in Helsingfors. 
Propriétés générales des polyédres qui, sous une étendue superficielle 
donnée, renferment le plus grand volume. .........+.-. 
Sur les limites entre lesquelles le caténoide est une surface minima . . 


, F. Lindemann in Schwerin. 
Ueber unendlich kleine Bewegungen und iiber Kraftsysteme bei allge- 
meiner projectivischer Massbestimmung ............+.. 


F. Lippich in Prag. 
Untersuchung iiber den Zusammenhang der Flichen im Sinne Rie mann’s 


R. Lipschitz in Bonn. 
Siaitze aus dem Grenzgebiet der Mechanik und Geometrie. ...... 


E. Lommel in Erlangen. 


m+1 
Integration der Gleichung a" . ae + y=0 durch Bessel’- 
- 


Zur Theorie der Bessel’schen Functionen. ............-. 
Ueber eine mit den Bessel’schen Functionen verwandte Function 


J. Liiroth in Carlsruhe. 
Einige Eigenschaften einer gewissen Gattung von Curven vierter Ord- 
i care ete ee oe oi «ks > oe & Soe SS 
Eine Aufgabe iiber Kegelschnitte im Raume 





117 


539 
554 


221 


50 


145 
215 
245 


150 
160 


56 


212 


416 


624 
475 
103 
435 


37 














Inhaltsverzeichniss der Binde 1— 10. 


Note iiber Verzweigungsschnitte und Querschnitte in einer Riemann’- 
eochen JUMGDG 2 ww tt te oy eae soe ae aed ag 
Bemerkung iiber gleichmiissige Stetigkeit ........-....-. AKA 


Das Imaginiire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen. Dar- 

stellung und Erweiterung der v. Staudt’schen Theorie 

Beweis eines Satzes iiber rationale Curven. .......- ++ eee 
L. Marcks +. 


Bestimmung der Ordnung und Classe der Kriimmungsmittelpunktfliche 
einer Fliche n'** Ordnung 


A. Mayer in Leipzig. 
Der Satz der Variationsrechnung, welcher dem Princip der kleinsten 
Wirkung in der Mechanik entspricht ............2.06- 
Ueber die Jacobi-Hamilton’sche Integrationsmethode der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung .............. 
Ueber die Integration simultaner partieller Differentialgleichungen der 
ersten Ordnung mit derselben unbekannten Function ....... 
Ueber unbeschrinkt integrable Systeme von linearen totalen Differential- 
gleichungen und die simultane Integration linearer partieller Differen- 
EE, = ches a. wick wc ie tienes Gls cer teed es ake 
Die Lie’sche Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 
NII so ce. -3 we, 5 wsie niin: @ bie aan elenue he tee an 
Nachtrag. Directe Ableitung des Lie’schen Fundamentaltheorems durch 
Gee: Rene FON CO RRONT .. 2-5... pide. abe isi een bow eiw oe os 
Directe Begriindung der Theorie der Beriihrungstransformationen . . . 
Ueber eine Erweiterung der Lie'schen Integrationsmethode .... . 
Ueber die Weiler’sche Integrationsmethode der partiellen Ditferential- 
gleichungen evater Ordmung .. 6... hie tt et ee we 


F. G. Mehler in Elbing. 

Ueber die Darstellung einer willkiihrlichen Function zweier Variabeln 
G@urGl Cylimcevtumetiomen oo... ko. be ance awe oie be Sons 
Notiz iiber die Dirichlet’schen Integralausdriicke fiir die Kugelfunction 

P" (cos #) u, iiber eine analoge Integralform fiir die Cylinderfunction J (x) 

Meissel in Iserlohn. 

Ueber die Bestimmung der Primzahlenmenge innerhalb gegebener Grenzen 

Berechnung der Menge von Primzahlen, welche innerhalb der ersten 
Hundert Millionen natiirlicher Zahlen vorkommen 

P. Meutzner in Meissen. 

Untersuchungen im Gebiete des logarithmischen Potentiales 


G. F. Meyer in Miinchen. 


es 2 6 @-s @ * & 


8 © © © @ 


Notiz tiber zwei in der Wirmetheorie auftretende bestimmte Integrale 


Bemerkungen iiber den Du Bois-Reymond’schen Mittelwerthsatz . . 


B. Minnigerode in Greifswald. 
Bemerkung itiber irrationale Zahlen ...........-20200- 


R. Most in Stettin. 
Ueber die héheren Differentialquotienten. .............- 


H. Miiller in Metz. 
Zur Geometrie auf den Flichen zweiter Ordnung. .... . 
Der Flachenbiischel zweiter Ordnung in synthetischer Dentinng . 
Ueber eine geometrische Verwandschatt fiinften Grades 


“28 © © © © © @ 


587 


Seite 


181 
319 


145 
163 


27 


143 
435 


88 


488 
162 
192 
304 
313 


347 


135 
141 


636 
523 
319 


157 
313 


497 


499 


407 
627 
281 





588 





Geometrische Untersuchung tiber die Bewegung eines starren Kérpers 1, 195 


Zur Theorie der Functionaldeterminanten ..........24.2+8- 1, 208 
Notizen zu einer kiirzlich erschienenen Schrift tiber die Principien der 
TES a aa te Ce a ee ee ae ae 1, 317 
Ueber die Aetherbewegung in Krystallen ........-.20-5 1, 325 
Notiz tiber das cykloidische Pendel ..........0..-+2085 1, 507 


Nachtrag zu dem Aufsatze ,,Ueber die Aetherbewegung in Krystallen‘‘ 2, 182 
Ueber Producte und Quadrate der Bessel’schen Functionen (Notiz iiber 
die Resultate einer Abhandlung in den Berichten der Kgl. Siichsischen 


Ce a eS es cee es a 8 ee 2, 192 
EO SS  eiece & ey ele a 8 2, 514 
Revision einiger allgemeiner Siitze aus der Theorie des logarithmischen 

te tee hl ge Cg 5 Ok A ay es + Swe 9 6 eee eS 8, 325 


Untersuchungen iiber die Bewegung eines Systems starrer Kérper. . . 3, 350 
Revision einiger allgemeiner Siitze aus der Theorie des Newton’schen 


aL oh 5 te tee) fe ne eat Ae gg a cee ee 8, 424 
Ueber die Entwickelung einer Function nach Quadraten und Producten 

der Fourier-Bessel’schen Functionen ..........-+--. 3, 581 
Notiz iiber die elliptischen und hyperelliptischen Integrale ...... 3, 611 


Ueber die Elementargesetze der Kriifte elektrodynamischen Ursprungs 5, 602 
Ueber die theoretische Behandlung der sogenannten constanten 


CE ere ee ee ee es es. o Ke ee Be 6, 330 
Ueber gewisse von Helmholtz fiir die Magnetoinduction und Voltain- 

ees Se I Pani cg 2 ee + le 6 eos 6 88 6, 342 
Notiz zu dem Aufsatz: Ueber die Elementargesetze der Kriifte elektro- 

dynamischen Ursprungs (Bd. 5, Seite 602). ...........-. 6, 350 
Allgemeine Betrachtungen tiber das Weber’sche Gesetz. (Auszug aus 

den Abhandl. der Kénigl. Sachs. Ges. d. Wissensch. 1874, 8. 79). . 8, 555 
Ueber den stationiiren elektrischen Strémungszustand in einer gekriimm- 

I ee Oe bi ge ey es oe ae Oe ee 10, 569 

M. Nother in Erlangen. 

Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von 

sw. en ns 6 6 as + 8 oe 2, 293 
Ueber Flichen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen ..... 3, 161 
Ueber die eindeutigen Raumtransformationen, insbesondere in ihrer An- 

wendung auf die Abbildung algebraischer Fliichen ........ 3, 547 
Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransformationen. .......-. 5, 635 


Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen. . .. 6, 351 
Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in der Geo- 


ee I I aise! goilig oo Oss ce Re Biel ees 2 0 7, 269 
Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde. (Zweiter 

a le ee at wk tS aes dade ee ee 68 8, 495 
Ueber die singuliiren Werthsysteme einer algebraischen Function und 

die singuliren Punkte einer algebraischen Curve ........-. 9, 166 
Ueber die algebraischen Formen, deren Hesse’sche Determinante iden- 

tisch verschwindet. (Zus. mit Gordan) ...........--. 10, 547 


Notiz tiber das Gleichgewicht eines schweren Drahtes, dessen Axe eine 
Schraubenlinie bildet 


Inhaltsverzeichniss der Biinde 1 — 10. 




















































C. Neumann in Leipzig. 


M. Okatow in Petersburg. 








site 
195 
208 
317 
507 
182 
192 
p14 


325 
350 


124 
8 1 


11 
302 


342 
350 
955 


69 


193 
61 
047 
335 
351 


269 








Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 


Preisaufgaben 
der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft zu Leipzig 
fiir das Jahr 1874 ..... Se eee ee eee 
CU a te 00 6 5s ee i as me Os dm eee ate 
der Beneke’schen Stiftung fiir das Jahr 1874, gestellt von der philoso- 
phischen Honorenfacultiit der Universitit Géttingen ........ 


A. Pringsheim in Berlin. 
Zur Transformation zweiten Grades der hyperelliptischen Functionen 
I ook. cn ce eee ee tie ee Sa ee Se 
R. Radau in Paris. 
Ueber gewisse Differentialgleichungen der Dynamik ......... 


M. Reiss +. 
Analytisch-geometrische Studien .... 1... 22 eee eee ones 


Th. Reye in Strassburg. 

Projectivische Erzeugung der allgemeinen Flichen dritter, vierter und 
beliebiger Ordnung durch Flichenbiindel niederer Ordnung ‘. 
Die algebraischen Flichen, ihre Durchdringungscurven, Schnittpunkte 

und projectivische Erzeugung ......- +--+ eee eee eee 


J. Rosanes in Breslau. 
Ueber Dreiecke in perspectivischer Lage .........+.-+.24-+.. 
Ueber algebraische Differentialgleichungen erster Ordnung ...... 
Ueber Systeme von Kegelschnitten ........4.-202 2 - eee 


E. Schering in Géttingen. . 
Mittheilungen iiber den III, Band von Gauss’ Werken. ....... 
L. Schlifli in Bern. 
Einige Bemerkungen zu Herrn Neumann's Untersuchungen iiber die 
CRE IN, ns ats coh © 6 458 etre we oo 
Ueber die Gauss’sche hypergeometrische Reihe . .......... 
Ueber die Convergenz der Entwicklung einer arbitriren Function f (x) 
nach den Bessel’schen Functionen 


J(B,x), J (By), J (Byx), --+-- : 


wo (;, Bs, Bs, +--+ die positiven Wurzeln der Gleichung J (B) =0 
WEED os 55.) otk Shae e ee eee aes oN ee ores 


V. Schlegel in Waren. 
Ueber die mechanische Erzeugung von Curven........+-+.-. 


E. Schréder in Darmstadt. 


_ Ueber unendlich viele Algorithmen zur Auflésung der Gleichungen 


Cen dieses eee Ss Sk ee ow 8 et ee ab eee ee 
Ueber v. Staudt’s Rechnung mit Wiirfen und verwandte Processe . . 


H. Schroéter in Breslau. 
Ueber perspectivisch liegende Dreiecke .........-24++06- 
Ueber eine besondere Curve 3 Ordnung und eine einfache Erzeugungs- 
art der allgemeinen Curve 3'** Ordnung ......-+.+.-+e% 
Ueber Curven dritter Ordnung (Fortsetzung des Aufsatzes Bd. 5, S. 50) 
Der Feuerbach ’sche Satz von den Beriihrungskreisen des ebenen Drei- 
Oa 5b hiss Esha kay at SiS EIDE Whe aww Rae SE 


589 


Band Seite 


4, 138 
10, 417 


5, 397 


9, 445 
2, 167 


2, 385 


1, 455 


2, 475 


2, 549 
3, 535 
6, 264 


1, 139 


3, 134 
3, 286 


10, 137 


6, 321 


2, 317 
3, 296 
10, 289 


590 Inhaltsverzeichniss der Binde 1— 10. 


% H, Schubert in Hamburg. 
Beitriige zur abziihlenden Geometrie. Erste Abhandlung...... . 
Moduln vielfacher Bedingung bei Flichen zweitfe Ordnung 


A. Schumann in Berlin. 
Ein Beweis des Additionstheorems fiir die hyperelliptischen Integrale 


L. Sohneke in Carlsruhe. 
Zur Theorie des optischen Drehvermdgens von Krystallen 


J. Somoff in Petersburg. 
Ueber die anniihernde Rectification beliebiger Curven 


0. @ 1h of (eo \e 


S. Spitzer in Wien. 
Integration der linearen Differentialgleichung 
y”) = Agty” + Bay + Cy, 
in welcher eine ganze positive Zahl und A, B, C constante Zahlen 
bezeichnen, mittelst bestimmter Integrale 


H. Stahl in Aachen. 
Zur Theorie der Kriimmungslinien und der dreifachen Orthogonalsysteme 


Stoll in Bensheim. 
rn CGN OES ge eC ee ewe ee 


0. Stolz in Innsbruck. 
Die geometrische Bedeutung der complexen Elemente in der analytischen 
tala ik oe ee a he Sele «6 8 See yo 8 8 
Ueber die singuliren Punkte der algebraischen Functionen und Curven 


R. Sturm in Darmstadt. 

Das Problem der Projectivitiit und seine Anwendung auf die Fliichen 

ES ey eee 
Ueber die Rémische Fliche von Steiner .........4..... 
Ueber die Flichen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) Geraden, 

vorzugsweise die der vierten und fiinften Orduung. ........ 
Ueber Fusspunkt -Curven und Flichen, Normalen und Normalebenen. . 
Das Problem der riumlichen Projectivitit 
Ueber Normalen an algebraische Flichen .............. 
Ueber die v. Staudt’schen Wiirfe (Mit einer Tafel) 
Zar Theorie der algebraischen Flichen 
Das Problem der Collineation 


Se i me Se oe 
ok £2 es | ¢ + @ bee's 


M. L. Sylow in Frederikshald. 
Théorémes sur les groupes de substitutions 


ie 2S ale We +) 8-416 


J. Thomae in Freiburg i. Br. 
Ueber die héheren hypergeometrischen Reihen, inshesondere iiber die 
Reihe 
Gy G1 Ag Ay (ig -+ 1) ay (44+ 1) Gy (4g + 1) 
tT Tb t- 1-8-bOtDaGt) Ts: 
Darstellung des Quotienten zweier Thetafunctionen, deren Argumente 
sich um Drittel ganzer Periodicitiitsmoduln unterscheiden, durch al- 
gebraische Functionen 


eo 6 2 of & # S78 @°s OC de @' Oe eo cto % 


Seite 


318 


623 


504 


505 


453 


488 


613 


416 
415 


533 
76 


249 
241 
513 
567 
333 
573 
117 


584 


693 











ant tet ae ao-ee 








ud Seite 


), 318 


i, 623 


+» 505 


. 416 
, 46 


533 
76 


249 
241 
513 
567 
333 
573 
117 


584 


427 


693 











Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 591 
K. Von der Mtihll in Leipzig. Band Seite 
Ueber den stationiiren Temperaturzustand ..........4+4+6-. 2, 643 
Ueber die Reflexion und Brechung des Lichtes an der Grenze unkrystal- 
SUITS UI oo ac) orice Syl Be wee eee can wie ee ee 5, 471 
‘ A. Voss in Darmstadt. 
Zur ‘Theorie der windschiefen Flichen .........-....2.246-. 8, 54 
Ueber Complexe und Congruenzen .........2-2 202 eee 9, 55 
Ueber die Zahl der Kreispunkte einer allgemeinen Fliche n't Ordnung 9, 241 
Die Curve vierpunktiger Beriihrung auf einer algebraischen Fliiche . . 9, 483 
Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flichen zweiten Grades 10, 143 
H. Weber in Kénigsberg i. Pr. 
Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
i Be x28 
oat Bae ER + oe A Egger ale + ee eonlargecadn ‘ 
Note tiber ein Problem der Abbildung ..........+..244.-.-. 2, 140 
Ueber eine Darstellung willkiirlicher Functionen durch Bessel’sche 
IN 5. (ou wre la Qi Re oh Sey eke en gr hee 6, 146 
Neuer Beweis des Abel’schen Theorems. ..........4.+.4.-+5 8, 49 
L. Weber in Rostock. 
Notiz iiber die Flichen constanten Potentiales...........-. 8, 45 
L. Wedekind in Carlsruhe. 
Beitrige zur geometrischen Interpretation bin’rer Formen ...... 9, 209 
A. Weiler in Ziirich. 
Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades 7, 145 
Emil Weyr in Wien. 
Erzeugung algebraischer Curven durch projectivische Involutionen 3, 34 
Construction der Hauptkriimmungshalbmesser und der Hauptkriimmungs- 
richtungen bei beliebigen Flichen ........--2+204-- 3, 228 
Ueber die Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte . 3, 235 
Ueber rationale Curven vierter Ordnung ............2+6-. 4, 243 
Ph. Wiederhold in Worms. 
Ueber bin’re Formen, welche Polaren einer Form sind........ 8, 444 
Ch. Wiener in Carlsruhe. 
Die mehrdeutige Beziehung zweier ebenen Gebilde auf einander 8, il 
Ueber eine Aufgabe aus der Geometria situs. .........+..4-. 6, 29 
Mittheilung iiber eine Untersuchung von Hierholzer ........ 6, 30 
W. von Zahn in Leipzig. 
Einige Worte zum Andenken an Hermann Hankel ........ 7, 583 
H. G. Zeuthen in Kopenhagen. 
Notes sur un systéme de coordonnées linéaires dans espace .... . 1, 432 
Nouvelle démonstration de théorémes sur les séries de points correspon- 
dase eer Geux courbes. 0. 6c 0 ko 6 i We ori & me eres 8, 150 
Addition au mémoire sur les séries de points correspondants sur deux 
OT e656 0 sa & 8. be ete be se, We Gin ww ia to er a 3, 323 
Recherche des singularités qui ont rapport 4 une droite multiple d’une 
WE bose © eos oe. oie A ee 1 oe - 4, 1 


592 Inhaltsverzeichniss der Bande 1— 10. 


Etudes géométriques. de quelques-unes des propriétés de deux surfaces 
dont les points se correspondent un-a-un 

Note sur la théorie de surfaces réciproques 

Sur les différentes formes des courbes planes du quatriéme ordre. (Mit 
zwei lithographirten Tafeln) 

Etudes des propriétés de situation des surfaces cubiques 

Sur une classe de points singuliers de surfaces 

Note sur les singularités des courbes planes 

Révision et extension des formules numériques de la théorie des surfaces 
réciproques 


G. Zolotareff in Petersburg. 
Sur la méthode d'intégration de M. T'chébychef 
Sur les formes quadratiques positives quaternaires. (Zus. mit A. Korkine) 
Sur les formes quadratiques. (Zus. mit A Korkine) 


H. Ziige in Hildesheim. 
Ueber die Anziechung eines homogenen Ellipsoids 


































































































